Martingaalit ja harmoninen analyysi / Tuomas Hytonen

Tentti 24.1.2013 (4 h)

Vastaa neljdén (4) itse valitsemaasi kysymykseen. Kaikki ovat samanarvoisia.

Kirjoita jokaiseen palauttamaasi paperiin kurssin nimi, padivimairi, koko nimesi seké joko
opiskelijanumerosi tai syntymaéaaikasi.

1. Olkoot ¥ C .Z joukon 2 o-algebroita ja u : % — [0, co] mitta, jolla (2,4, u) on o-dérellinen.
Maiérittele funktion f € LY(.#,u) ehdollinen odotusarvo ¥:m suhteen ja osoita, etti se on
yksikésitteinen m.k. (jos on olemassa). Todista lisiiksi olemassaolo tapauksessa f € L%(.%, ).

2. Madérittele kiisitteet martingaali ja pysdytysaika (stopping time). Todista, ettd jos 7 on py-
séytysaika ja n € Z on vakio, niin my6s min(n,7) on pyséytysaika.

Olkoon (fn)nez martingaali, ja 7 kokonaislukuarvoinen pyséytysaika. Maaritellddn
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Osoita, ettd my6s (fmin(n,r))nez On martingaali.

3. Olkoon (f,)%2, martingaali. Méaérittele funktio ule? siten, ettd se antaa martingaalin f,
valin (a,b) ylitysten (up-crossings) lukuméérin aikavélilla 0...n. Oletetaan, ettd kaikilla
lukupareilla a,b (a < b) pétee ul®? < 00 melkein kaikkialla. Osoita, ettd talloin raja-arvo
foo :=1lim,,_, frn on olemassa melkein kaikkialla.

4. Selité tarkasti kaavoin (ei tarvitse kuitenkaan todistaa), kuinka Hilbertin muunnos (Hil-
bert transform) voidaan esittdd dyadisten siirtojen (dyadic shifts) keskiarvona. Maarittele
kiyttdmasi kisitteet ja symbolit.

5. Olkoon avaruus (Q reaaliakselin véli [0,4) Lebesguen mitalla varustettuna. Tarkastellaan
funktioita f = 1j91) — I[1,2) ja g = 1p,2) — 1j2,4)- Etsi sellaiset martingaalierotukset dy, dz ja
ennustettavat funktiot vy, vs (sopivan suodatuksen suhteen), ettd f = dy + ds ja g on sen
martingaalimuunnos. (Vihje: tdhén ei valttdméatta ole mitéédn jarjestelmaillistd tapaa, mutta
tilanne on niin yksinkertainen, ettd kokeilemalla voi padsta pitkalle.)



