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Harjoitus 7 - Ratkaisuehdotuksia

Muista, etté kurssisivulta 10ytyy linkki tdman viikon Stack-tehtaviin, joissa padasiassa kertaustehtavia.

Tehtavasarja I

’ /01 (/1 dy) du.

Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan tehtdva suoraan laskemalla:

1/ et 1 1
/(/ dy)dx:/ez—ldx:/e”t—x:e—l—(l—()):e—?.
0 1 0 0

Jos haluaa vaihtaa integroimisen jérjestystd, niin se onnistuu vaihtamalla rajat:

e 1 e e
/(/ dx)dy:/1—lnydy:/2y—y-lny:2e—e~1—2—O:e—2.
1 \J1 1 1

ny
2.
1 x
/0 ( /x , dy) dz.
Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan suoraan laskemalla:
1 © 1 1 1 1
/(/ dy)dx:/m—xzdx:/le—x?’:.
0 x2 0 02 3 6
Vaihdetaan itegroimisjarjestystéa:
1 VY 1 12 1 1
d d:/ Cudy = LB =
/0 </y w) Y=o VY —ydy 03” oY T 6
3. X .
Y
/ ( / dx) dy.
0 =%
Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan suoraan laskemalla:
1 Vi 1 14 4
dr ) d :/2 dy =/ ~y?? ==,
/0</—\/g$>y , 2V =[5’ = 5
Vaihdetaan integroimisjarjestysta:
1 1 1 1 1 4
— 1 —22de = — T3 =
[ (/xgdy>dx [1 x“dx /_135 3x 3
4.*



Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan tdma suosiolla vaihtamalle integroimisjérjestysta:

1 1 1 @ 1 1 =
/ (/ z2e™ dx) dy = / (/ z2e™ dy) dx = / <x2 . —/ xe™ dy) dx
0o \Jy o \Jo 0 z Jo
1 . 1,
:/0 (a:/oe"""y) d:z::/o ze® —xdx

1 /1 1 1 1
:f/ 2xem2dx—/xd:z::f(e—eo)—f

2 Jo 0 2 2
=ge—1L
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5. Olkoon A = {(z,y) € R* 1 < 2? +y* < 2, y > 0}. Piirrd kuva joukosta A, ja laske sen jélkeen
integraalit

/yda:dy, /x3ydxdy.
A A

Ratkaisuehdotus: Joukko A on kahden origokeskisen ympyrén sisus (siteet 1 ja v/2) ylemmalli
puolitasolla (eli "puolikas donitsi"). Integraalien laskemiseksi tehdaén napakooridinaattimuunnos
w(r,p) = (rcosp,rsinyp). Sen Jacobin determinantti on r ja integroimisrajat r € [1,/2], ¢ €

[0, 7]. Nyt
T V2 ™ V2
/yd:pdy:// TSiDgp-Tdegp:/ singp(/ r2d7’>dgp
A 0o J1 0 1
™ 1 1 =
— i .93/2 _ ——.932_ /" _
—/0 sinp(1/3 -2 1/3)d<p—3 2 3/0 cos ¢
2
23(2-\/5—1)
ja

T V2 T V2
/x3ydxdy:/ / (7 cos ©)? sincprdrdgpz/ / r* cos® ¢ sin ¢ drdyp
A 0o )1 0o )1
i vzl 1 1 =
= /0 cos® ¢ sin ¢ </0 57"5> dy = E 42 — 6/0 cos® @ sin p dyp
1 N o 1, 1 1
= (5-4\/5—5>/0—4cos © = (5-4\/5—5> -0=0.
6.* (Martio, HT 5.2:1) OlkoonA = {(z,y,2); 0 < 2? +4*> < r?,0 < z < h} sylinteri. M&arita

integraali
/ 2(2? + 9?) dazdydz.
A

Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan tamé integraali tekemallé sylinterikoordinaattimuunnos eli teh-
déédn muutokset

x = Rcosp
y = Rsingp
z=z.

Taman muutoksen Jacobin determinantti on matriisin

cose —Rsingp 0
sing Rcosyp 0
0 0 1



determinantti, joka on R. Integroimisrajat on R € [0,r], ¢ € [0,27] ja z € [0,h]. Nyt voidaan
laskea integraali:

/ 2(2? + y*) dedydz = / 2((R? cos® p + R?sin® p) dRdpdz = / 2R* dRdpdz
A

27
- / / / 2R*d>dRdyp = / / R%(1/2h?) dRdy
/ —r3dp = h27r327rzf7rh27“3.
2 3 3
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7. Osoita, ettd R3:n napakoordinaattimuunnoksen Jacobin determinantti = 72 sin 6.
Ratkaisuehdotus: On siis laskettava matriisin

sinfcosep —rsinfsingp rcosfcosp
A= |sinflsinp rsinfcosy rcosfsing
cosf 0 —rsinf

determinantti (Martion kirja s.131). Kehitetddn alimman rivin suhteen:

sinfcosp  rcosfcosp
sinflsiny  rcosfsinp

—rsinfsiny rcosfcosp

det A = cosf . .
rsinfcosy rcosfsinp

sinf cosyp —rsinfsing

+(=rsind) sinfsiny rsinfcosp

= cosf(—rsinfsinp - rcosfsiny — rcosf cos - rsinb cos )

— rsinG(sin@cosap rsin @ cos ¢ + Tsinesincp - sin @ sin @)

= cos 8( 72 sin 0 cos 9(8111 © + cos 4,0)) — rsin O(rsin? f(cos? ¢ + sin? p))
= —r?sinf cos® § — r*sinsin® @ = —r? sin f(cos? 6 + sin® 9)

= —r?sinf

8.* (Martio, HT 5.2:2) Laske ellipsoidin 2 /a®+y? /b*+2%/c* < 1 tilavuus. Kaytéd hyviksesi muunnosta
w(z,y, z) = (azx, by, cz).
Ratkaisuehdotus: Tehdddn kuten pyydetdén eli kdytetddn muunnosta w(zx,y, z) = (ax, by, cz).
Taméan muunnoksen Jacobin determinantti on matriisin

a 0 0
0 b 0
0 0 ¢

determinantti, joka on abc. Uusi integroimisalue on A’ = {(z,y,2) € R® | 2% + y* + 2* < 1}, miki
on tavallinen yksikkopallo. Sen tilavuus on tunnetusti 4/37. Nyt

4
/ 1dzdydz = / 1-abcdxdydz = abc/ 1dxdydz = —mabc.
A A A 3
Viela hienompi tapa olisi kdyttaa pallokoordinaatteja suorittaa laskutoimitus

1 pm 27
abc | ldzxdydz = abc/ / 1 - 7% sin 6 dpdfdr
A 0o Jo Jo

1 s 1
= abc?w/ r? (/ sin 6 d9> dr = abc47r/ r2dr
0 0 0

= abc47r1 = é7rabc.
3 3



