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Harjoitus 6 - Ratkaisuehdotuksia

Muista, etta kurssisivulta 16ytyy linkki tamén viikon Stack-tehtaviin.

Tehtavasarja I

1.

27

(Martio, HT 3.4:1) Mill& suoralla sylinterilla, jonka tilavuus on V| on pienin vaipan ja pohjien
yhteenlaskettu pinta—ala?

Ratkaisuehdotus: Merkitaan x;:11a sylinterin pohjan séddetta ja xo:1l14 sylinterin korkeutta. Tal-
16in sylinterin tilavuus on V = w22z, ja kokonaispinta-ala A = 2wz 29 + 2722, On siis minimoita-
va A, kun V' pidetdén vakiona. Ratkaistaan tehtava Lagrangen kertoimien avulla maarittelemalla
f(x1,m9) = 2wz 9 + 2723 ja g(1, g2) = ma3wy — V. Téstd saadaan yhtaloryhma

2mxe + 4Ty = A2T X129 To + 221 = A\x 29
21y = Ama? & 2x = A?
xize —V =0 mrize —V =0.

Koska meité ei kiinnosta tapaus x; = 0, niin keskimméinen yhtdlo, 2 = Az, antaa A = 2/x;.
Sijoitetaan tdméa ylimmaiseen yhtéloon, jolloin

2
To + 201 = —x1T9 < To + 221 = 225
I
& To = 2.731.
Sijoitetaan tdma puolestaan alimpaan yhtaloon, jolloin saadaan, etté

fole =V <& 27Tx:1” =V

Na%
=~ T = %

Talloin puolestaan xo = 24/ % = Y4 Tehdaan vield tarkistus:

2’
) X v 2 X v 1% 2/3+1/3
71'11'2:271' % §:27T %
V
=2r- — =1V,
s

kuten pitikin olla.

(Martio, HT 2.9:9) On tehty joukko havaintoja (z;,v;) € R?, i =1,...,n. Olkoon f:R? —» R,

n

f(k,m) = (yi — ka; —m)?

i=1

Olkoon (kgy, mg) funktion f absoluuttinen minimi. Minka yhtélon piste (ko, mg) toteuttaa? Téassa
on kyseessd pienimmén neliosumman metodilla tapahtuva regressiosuoran maédraéminen. Abso-
luuttisen minimin olemassoloa ei tarvitse tutkia.



Ratkaisuehdotus: Tiedetdan, ettd (ko,mg) on funktion absoluuttinen minimi, joten merkitédén

se gradientin nollakohdaksi:

?:1 —2%(% — k?()l’i — mo) = 0
i1 —2(y; — kox; —mg) = 0.

Ratkaistaan alemmasta yhtalosta my:

n n
i=1 Yi — k 21‘21 X
- .

moy =

Tastd saadaan, etté
mo =1y — kj?

missé y ja x ovat lukujen y; ja x; keskiarvot. Sijoitetaan tdmé ylempéadn yhtaloon:

Z —25@(3/1 — koZCi - g + ko.ﬁf) =0
i=1

n

> zi((yi — y) — ko(zi —)) = 0.

=1

Tasté voidaan yhtalonpyorittelylld saada ratkaisuksi

. (Martio, HT 3.4:4) Etsi funktion f:R?* — R,

__*r7Y

suurin ja pienin arvo ylemméssé puolitasossa y > 0.

Ratkaisuehdotus: Lasketaan funktion gradientin nollakohdat:

1 2x(z —y) -1

v = - -
f(z,y) <1+x2+y2 (14224 y2)2 1+ 22 + 12

1—2?+y*+ 220y =0

{—1—$2+y2—2my:0

¢

(z,y) = (-1/v2,1/V2)
(z,y) = (1/v2,-1/V2)

=

(1 + 22 + y?)?

Néistéa pisteistd vain ensimmaéinen on ylemmalla puolitasolla. Katsotaan, miltd kuvaaja nayttaa:



X-Y¥ —2i02

plot

Ly +¥ g2

Tuo ylin piste (—1/4/2,1/1/2) néyttéisi siis olevan minimi.

Katsotaan vield mitéd reunalla tapahtuu. Nyt

x
0) =
f(x7 ) 1 +.’I;2
ja tamén funktion derivaatan nollakohta on
1—a?
!/

Funktion arvo pisteessi (—1,0) on -1/2 ja pisteessi (—1/4/2,1/y/2) se on —1/(21/2), joten (—1,0)
ei ole minimi. Piste (1,0) on taasen maksimi. Namé ovat myos globaaleja aariarvoja.

Tehtavasarja I1
4. Olkoon D = {(z,y) € R% 2? <y < 222, 0 < x < 1}. Laske integraali

/ 22 4+ y dzdy.
D

Ratkaisuehdotus: Lasketaan iteroituna integraalina:

5.* (Martio, HT 4.4:5) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Nayté, etta

2

[ [ st = ([ o) o)

3



Ratkaisuehdotus: Merkitdadn F', missd F' = f eli F' on f:n integraalifunktio. Talloin

Lasketaan tdméan avulla:

2/ / y) dxdy = 2/ F(x))f(x) dx

Tehtavasarja II1

6. Piirrd kuva alueesta D

Ratkaisuehdotus: Kyseessé on neljan suoran rajaama alue:

x+3y=0

3x-y=0
plot

x+3y=9

3x-y=-3

t o m
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7. Tarkastellaan muuttujanvaihtoa v = = + 3y, v = 3z — y. Maéaritd joukon D kuva D' =

kuvauksessa F : (x,y) — (u,v), seké laske kdanteiskuvaus F~!. Piirrd myos alue D',

F(D)

Ratkaisuehdotus: Merkitdan F'(z,y) = (u,v) = (x + 3y, 3x — y). Neljidn suoran leikkauspisteet
n (0,0), (3/10,-9/10), (3,0) ja (27/10,9/10). Naiden kuvapisteet on puolestaan (0,0), (0, —3),

(9,—3) ja (9,0) joten D’ on sitten tavallinen suorakulmio
D' ={(u,v) | 0<u<9, -3<v<0}.

Kainteiskuvaukseksi saadaan

F_1_<u—|—3'u 3u—v)
S\ 10 10 /0

Kaanteiskuvaus on ratkaistu yhtaloryhmasta

u=x+3y
v=3r —y.



8.* Laske kuvausten F' ja F~! Jacobin determinantit, sekd méérita integraalin

/ x + ydxdy
D

arvo.

Ratkaisuehdotus: Lasketaan Jacobin determinantit eli derivaattamatriisen determinantit. Las-
ketaan se ensin kuvaukselle F'. Kuvauksen F' derivaattamatriisi on

5

ja sen determinantti on 1-(—2) — 3 -3 = —11. Kuvauksen F~! derivaattamatriisi on
1/10  3/10
3/10 —1/10

ja sen determinantti on —1/10. Néiden tietojen avulla voidaan laskea integraalin arvo:
/x+ydxdy—/ / (u,v))| det(F~1)'| dudv
_/ / (u+31} U_U)~1dudv
10 10
94u+ 2
= / / al + v dudv

:/ <100/02u +21)u) dv

162 + 180 dv = — — /3162
100/ 62 + 180 dv 100/O 620 + 902
1 105
405 = 2
100 %= 100

Néin loppukevennyksena mainittakoon, etté kaikki mallivastausten kuvat on piirrettu wolfram alphalla.
Silld on myo6s kateva tarkastaa integraalien arvoja ja gradientteja yms. Kaiken tamén liséksi sielta 16ytyy
my0s téllaisia helmias:

& Wolfram
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