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Harjoitus 5 - Ratkaisuehdotuksia

Muista, etta kurssisivulta loytyy linkki tamén viikon Stack-tehtaviin, joissa liséda integrointiharjoituksia.

Tehtavasarja I

Aluksi pari helppoa integrointia. Néistéd ensimméinen on Harjoituksen 4 viimeinen tehtavé, télla kertaa
siten kun sen alunperin piti olla :)

1. Olkoon R = [0,1] x [1,2]. Laske integraali
/xQ sin(mzyx) dx.
R
Ratkaisuehdotus: Lasketaan iteroituna integraalina:
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2. Olkoon T tasokolmio, jonka karkipisteet ovat (0,0), (2,0) ja (2,1). Laske integraali
/ x] + x5 dx.
T

Ratkaisuehdotus: Lasketaan tdmakin iteroituna integraalina. Koska nyt ei intergroida laatikon
yli, tdytyy integroimisrajoihin kiinnitta& hieman huomiota. Kyseessa on integrointi tason kolmion
yli, joten voidaan valita x;:n integroimisvaliksi [0, 2] ja xo:n véliksi [0, z1/2] (piirrd kuval). Téten
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Tehtavasarja I1

3.* Laske integraali

/Q(:L‘l + 29)e™ dux,

missi Q = [0,1] x [0,1] x [—1,1].



Ratkaisuehdotus: Lasketaan iteroituna integraalina:
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4. Olkoon @ = [—1,1] x [0, 1] x [—1, 1]. Laske integraali
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Ratkaisuehdotus: Lasketaan iteroituna integraalina:
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Tehtavasarja II1

5. M&éarita funktion f(x1,22) = 22 — 22 suurin ja pienin arvo joukossa {(x1,z3); 23 + 23 = 1} seka
kiyttden Lagrangen kertoimia, ettd sopivaa parametriesitysté joukolle {(z1,z2); 23 + 23 = 1}.
Ratkaisuehdotus: Lasketaan dériarvot ensin viime viikolta tutulla tavalla eli parametrisoidaan
joukko {(x1,2); 2% + 23 = 1} = {(cos(h),sin(0); 0 € [0, 2x]}. Talloin

f(cos(8),sin(A)) = cos?(#) — sin(6)
ja tdman funktion derivaatan nollakohdat saadaan yhtalostéa
—2sin(#) cos(#) — 2 cos(f) sin(f) = 0 < —4 cos(f) sin(d) = 0.

Tamé on yhtapitaviaa sen kanssa, ettd cos(d) = 0 tai sin(f) = 0 eli pisteissa (0,1), (1,0), (—1,0)
a (0,—1).

Ratkaistaan tehtévi sitten Lagrangen kertoimien avulla. Reunaehto on nyt g(x) = 22+ 22 —1=10
ja Vf(xy,xe) = (2x1, —212), Vg(x1, 22) = (221, 229). Téll6in saadaan yhtaloryhmé

25(]1 = )\21’1
—21‘2 = )\2272
42 -1=0.

Ylin yhtélo on totta, jos A = 1 tai z; = 0. Jos x; = 0, niin sidosehdosta 3 + x5 = 1 saadaan,
ettd xo = +1. Jos taas A = 1, niin yhtdlo —2x, = 2z toteutuu vain, kun x5 = 0 ja sidosehdosta
saadaan taas, etta talloin z; = £1.

6.* Maarita funktion f(zy, s, 23) = x5 suurin ja pienin arvo joukossa {(z1, o, r3); 27 + 23 + 22 +
211 + 2x9 + 223 = 6}. Osaatko paatella lopputuloksen my6s suoraan sopivasta kuvasta?

Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan tdmé Lagrangen kertoimien avulla. Nyt V f(x1, z2, 23) = (0,1,0)
ja
g(x) =2 + a5+ 25+ 271 + 210 + 203 =6 & (21 + 1)* + (22 + 1) + (23 + 1) =9,
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joten reunaehdoksi saadaan (z; +1)? + (2o + 1) + (23 +1)2 =9 =0 ja
Vg(z1,x9,x3) = (221 + 2,229 + 2, 223 + 2).

Talloin yhtaloryhmaksi tulee

(x1+ 1)+ (2o + 1) + (23 + 1) =9 =0.
Ylin yhtélo toteutuu, kun A = 0 tai 22142 = 0 < 1 = —1. Yhtalolla 1 = A\(2z542) ei kuitenkaan

ole ratkaisua, jos A = 0. Yhtélosta 0 = A(2x9 + 2) saadaa siten myoskin, ettd x3 = —1. Téten
voidaan sidosehdosta ratkaista, etta

0+ (z2+1)?+0°=9= 2+ 1 =43 = x5 = —4 tai 2.

Joukko
(z1+ 12+ (20 + 1) + (23 +1)2 =9

on (—1,—1, —1)-keskinen 3-sateinen kuula. Taltd se nayttéisi tasossa:

x+ Py + =9

circle

Jos meillé olisi nyt tehtavéna etsid funktion f(x,2z2) = x5 suurin ja pienin arvo kyseisell&d ympy-
ralld, niin kuvasta nékee, ettd suurin arvo 2 ja pienin -4.



