Vektorianalyysi 1

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Syksy 2016

Harjoitus 3 - Ratkaisuehdotuksia

Muista, ettéd kurssisivulta 10ytyy linkki tdméan viikon Stack-tehtaviin, joissa mm. lisda gradienttiin ja
sen geometriseen merkitykseen liittyvia tehtavia.

Tehtavasarja 1

1. Pyri selittdméan omin sanoin, miksi yhden muuttujan funktiolle derivaatan olemassaolo takaa
funktion jatkuvuuden, ja miksi sama patee useamman muuttujan funktiolle, joka on differentioi-
tuva.

Ratkaisuehdotus: Yhden muuttujan funktion tapaus on todistettu ensimméissé laskereissa.
Siind derivaatan olemassolosta tietysséd pisteessa x seuraa funktion jatkuvuus tuossa pisteessa,
koska erotus f(x+h)— f(x) saadaan mielivaltaisen pieneksi. Useamman muuttujan tapaus menee
aivan samalla tavalla: siind erotusta f(x + h) — f(z) voidaan myo6skin arvioida mielivaltaisen
pieneksi.

2. Tarkastellaan jatkuvaa funktiota
f(zy,20) = (21 + 20)|2|, © = (21, 22) € R

Onko f:ll4 osittaisderivaatat origossa? Perustele vastauksesi huolella.

Ratkaisuehdotus: Osoitetaan osittaisederivaatan maaritelmén perusteella, etta funktiolla on
osittaisderivaatat origossa. Lasketaan:

f(5’3+h€1)_f(37) f($1+h7132)_f<$1,$€2) f(h,O)—f(0,0)

A h = Hm h = h
h+0)y/h* +0?) — (04 0)v0% + 02
o (002 0% — 0+ 0)VOTHOF
h—0 h
:hmw:hmm:o.
h—0 h—0

Taten 0, £(0,0) = 0. Tapaus
lim f(z + hey) — f(x)
h—0 h

menee samalla tavalla, joten 0, f(0,0) = 0.

3.7 Onko edellisen tehtdvan funktio differentioiutuva jokaisessa tason pisteessa? Perustele jalleen
vastauksesi huolella. Vihje: Tutustu kurssikirjan lauseeseen 2.5.2.

Ratkaisuehdotus: Lause 2.5.2 sanoo, ettd funktio on differentioituva, jos silli on olemassa
osittaisderivaatat jokaisessa pisteessd ja osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Osoitetaan, ettd nain
on. Edellisessa tehtavissa osoitettiin, ettd f:114 on osittaisderivaatat origossa. Pisteessa (x1, ),
missd x1 # 0 # x5, funktion osittaisderivaatat on

223 + 1179 + X3

alf(xth) =
\/ 2+ 23
22 + x1x9 + 202
52f($1,$2): ! 2 2,

\/ 22 + 23



Nama osittaisderivaat on tunnetusti jatkuvia kaikkialla paitsi origossa, joten ainoa mitd pitaa
osoittaa, ettd ne ovat jatkuvia myés origossa. Nyt 0;f(0,0) = 0, joten pitda osoittaa (riittaa
osoittaa vain toinen osittaisderivaatta jatkuvaksi, toinen menee samalla tavalla)

|01 f (21, 22) — 0] = 0,

kun |(z1,x2)| — (0,0). Lasketaan (kdytetdén arviota 2z;1y < x7 + 22):

20} + mxo + 23| 223 + 2130 + 23

\/ 22 + 22 \/ 22 + 23

- 207 + (27 +23) /24 225 5/2(af + x3)

N \/x%%—x% \/x%—kx%
=5/2\/a? + 23 =5/2|z| — 0,

kun |z| — 0. Taten 0, f(z1,x2) on jatkuva myos origossa.

|alf($lax2) - O’ -

Tehtavasarja 11

4. (Martion kirjan tehtéva 2.6:1) Olkoon f : R?* — R? ja f = (fi1, f2). Osoita, ettd jos fi ja fo ovat
differentioituvia pisteessi o € R?, niin f on differentioituva pisteessi z,. Ratkaisuehdotus:
Koska funktiot f; ja fo ovat differentioituvia, niin on olemassa sellaiset lineaarikuvaukset L; :
R? —» R ja Ly : R? — R, etti

Ji(xo 4+ ha) — fi(xo)
fa(zo + he) — fa(o)

missé €(h;) — 0, kun h; — 0. Osoitetaan, eté valitsemalla L = (L1, Ly) ja € = (€1, €2) saadaan
my6s kuvaus f differentioituvaksi. Nyt L : R? — R? on lineaarikuvaus (osaathan todistaa sen?).
Merkitaan h = (hq, he) ja xg = (x1, z2). Talloin

f(xo+h) — f(wo) = f(w1 + hy, 22 + ho) — f(21,22)
= (fi(w1 + h1), fo(@o + h2)) — (fi(21), fo(22))
fi(@r +ha) = fi(x1), fo(wa + he) — fo(22))
Ly (h1) + |halei(h1), La(ha) + |ho|ea(ha))
(h1, h2) + ([haler(ha), [halez(h2))
(h) + (|Paler(ha), [hol€a(ha)).
Lopuksi huomataan vield, ettd jos |e;(h;)| < €, kun |h;| < §;, niin |e(h1, hao)| < €1 + €2, kun

|(h1, ha)| < 81 + 0o. Téten |hle(h) on differentioituvuuden mééritelman mukainen (ja saadaan
e(h) — 0, kun h — 0).

Li(hy) + |h1ler(hy)
Lg(hg) + |h2|€2(h2)

= (
= (
L
L

5. Olkoon f(z1,z) = (22 + 23, 22 — 23), (x1,12) € R? ja g(y1,y2) = (sin(y1), cos(v2)), (y1,y2) € R2.
Laske ketjusdantoa kayttaen funktioiden f o g ja g o f derivaattamatriisit.
Ratkaisuehdotus: Ketjusddnnon mukaan (fog)' (z) = f'(g(z))g'(x) ja (gof) (x) = ¢'(f(x))f (x).
Lasketaan funktioiden f ja g derivaatat:



Niista saadaan, etté

[2sin(z1) 2 cos(zs) | cos(z1) 0
2sin(z1) —2cos(z2) 0 — sin(xq)
[2sin(z;) cos(zy)  —2 cos(z,) sin(wy)
|2sin(z;) cos(r1)  2cos(xy)sin(zg)

/ o [cos(z? +22) 0 211 21y
g(f@)f (@) = I 0 —sin(2? —22)| (221 —2z9
[ 221 cos(a? +22)  2wqcos(a? + 22)
| 2wy sin(a] — 23) 2wpsin(a} —a3) |

Tehtavasarja I11
Olkoon f pisteen zy € R"™ ymparistossa maéaritelty derivoituva funktio. Sanomme, ettd xy on f:n
kriittinen piste, jos V f(zg) = 0.

6. Maarita seuraavien funktioiden kriittiset pisteet:

.2 .2 2
(1, 22) = 27 + 25, v € R?,
_ 2 .2 2
=7 — x5, ¢ € R,
22 + 23 + 21 — 229, ¥ € R?,

(
(.731, $2) =
(

Ty, Te,x3) = 22 + 735, v € R3.
Ratkaisuehdotus:

(a) Lasketaan funktion gradientti ja ratkaistaan gradientin nollakohdat. Nyt
V f(z1,22) = (221, 2x9) = (0,0),

kun (z1,z9) = (0,0).

Téssd on kiytetty kirjan médritelméad 2.9.6. jonka mukaan funktion f € C*(D) kriittiset pis-
teet voidaan ratkaista yhtalosta V f(z) = 0. Selvésti osittaisderivaat ovat jatkuvia funktioita,
niiden olemassaolo jatetadn nyt kuitenkin ylimaaraiseksi harjoitukseksi.

(b) Kuten edellisessé kohdassa:
Vy(z1,29) = (221, —229) = (0,0),

kun (z1,x2) = (0,0).
(¢) Kuten edellisissa kohdissa:

Vh(l'l, 1’2) = (21‘1 + 2, 2%2 — 2) = (0, O),

kun (z1,x9) = (—1,1).
(d) Kuten edellisissa kohdissa:

Vk(x1, 29, 23) = (221, 222,0) = (0,0, 0),

kun (21, z2,23) = (0,0, z3).



7. Kuvaile omin sanoin edellisen tehtéavan funktioiden kéytosté kriittisten pisteiden ympéristossa.

Ratkaisuehdotus: Muistutetaan mieleen Analyysin kurssilta tuttu tapaus. Funktiolla f(z) = 2*

on derivaatan nollakohta pisteessia = 0, mutta se ei kuitenkaan ole funktion dériarvo (vaan niin
sanottu satulapiste). Tutkitaan, milté edellisen tehtavén funktioiden kuvaajat kdyttéytyvét.

(a) Funktion kuvaaja ndyttaa télta:

Kuvasta nahdéan, etta origossa tosiaan on minimi, vielapé aito globaali sellainen.

(b) Funktion kuvaaja nayttaa talta:

Kuvasta nahdéan, etta gradientin nollakohta ei nyt ole dariarvo.

(¢) Funktion kuvaaja nayttaa talta:

plot X+ +2x-2y

Kuvasta ndhdéén, etta gradientin nollakohta on aito globaali minimi.



(d) Nyt ei voida piirtdé enéaé funktion kuvaaja, koska se on pinta R*:ssa... Katsotaan milt4 tilanne
niyttad tapauksessa k(z1,z2) = z7 eli k : R? — R. Nyt kuvaaja nédyttda talta:

plot  fio, ¥ ="

Tapaus k : R? — R vastaa tété, eli gradientin nollakohdat ovat globaaleja minimeja.

8. Perehdy kurssikirjan lauseeseen 2.9.5 ja sen todistukseen. Osaatko omin sanoin kuvailla, miksi
lause patee, ja mika on todistuksen keskeinen idea? Pateeko lauseen kadnteinen suunta, eli jos
xo on Kkriittinen piste, niin onko se valttamaéatta lokaali dariarvokohta? Anna todistus, tai keksi
vastaesimerkki.

Ratkaisuehdotus: Kuten lauseen todistuksessa sanotaan, se seuraa suoraan reaaliarvoisen funk-
tion tapauksessa. Jos esim. funktiolla f : R? — R on lokaali maksimi kohdassa = = (zy,x2), niin
funktiolla (t) = f(t, xq) lokaali maksimi kohdassa o(z1). Télléin ¢'(z1) = 0 ja siksi ¢'(z1) =0
(kuten analyysin kurssilla on todistettu). Nyt patee myos, ettd ¢'(x1) = 01 f(x1, x2). Téssé siis ¢
on kuvaus R:lta R:4an.

Lauseen kddnteinen suunta ei pade, vastaesimerkkina edellisen tehtédvéin kohta b).



