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Harjoitus 2 - Ratkaisuehdotuksia

Kurssisivulta 16ytyy myo6s linkki myos tamén viikon Stack-tehtaviin, joissa jatketaan oisttainderivoinnin
opettelua. Naita derivointitehtévid varten kannattaa lukea kurssikirjan kappaleet 2.3 seka 2.5.

Tehtavasarja 1

1. Olkoon z, y € R". Kéyttden sisatulon laskusdantoji todista suunnikassddanto:
20z* +20y* = |z +y* + ]z —yl”.

Piirrd myo6s kuva, ja selitd mika on tdmén tuloksen geometrinen merkitys.

Ratkaisuehdotus: Tama ratkaistaan ihan mekaanisesti laskemalla:

T+ yP+lr—yPP =e+yr+y)+ (e —yz—y)

=(z,z+y) +(y,z+y) +(z, v —y) —(y,xr —y)

= (v, 2) + (z,9) + (v, 2) + (y,9) + (z,2) — (z,y) — (¥, 2) + (v, 9)
(z,2) +2(y,y)
[ + 2[y|*.

2
2

Suunnikassaanto voidaan tulkita niin, etté seuraavassa kuvassa sinisten janonen neil6iden summa
on sama on sama kuin punaisten janojen nelididen summa:

ja vastaavasti seuraavasta kuvasta nékee janojen ja vektoreiden vastaavuuden:

v

V+W

w

2. Olkoon z, y € R" ja |z| = 1 ja |y| = 2. Mééritd vektorin x —y suurin ja pienin mahdollinen pituus.

Ratkaisuehdotus: Kyseessa on siis ne vektorit joiden etéisyys origosta on joko 1 tai 2. Seuraa-
vassa kuvassa on tilanne avaruudessa R?:



{r’+_y2:l,xz+_y2:4}

Kasia heiluttemalla voidaan kuvasta nahdé, etté pisteiden x ja y lyhyin mahdollinen etaisyys on
1 ja suurin mahdollinen etéisyys on 3.

Lasketaan tdméa formaalisti. Jos = = (x1,91) ja y = (y1,y2), niin

|z —y| = \/(901 — 1) + (22 + y2)?
= \/l’% —2m1y1 + Y§ + a3 — 220ys + 3

= \/|9U|2 +yl> = 22191 — 22002
= \/5 — 2$1y1 — 21’2y2.

Sijoitetaan = = (1,0). Téll6in

[z =yl =52y
Nyt voidaan tutkia funktion f(z) = /5 — 2z ddriarvoja valilli [0,2] ja saadaan, ettd minimi
saavutetaan kohdassa z = 2 ja maksimi kohdassa z = 0. Talloin pienin etaisyys pisteiden x ja
y on 1 ja suurin 3, koska pienin etdisyys pisteestd x = (1,0) on pisteeseen y = (2,0) ja suurin
etéisyys pisteeseen y = (0, 3).

3.* Oletetaan, etta jonolle (x;), x; = (1,4, ...,%,,;) € R™, patee |z;| < 1. Oletetaan, ettd on olemassa
raja—arvo
r = lim z;.
1—>00

Péteeko |z| < 1?7 Anna tarkka todistus, tai keksi vastaesimerkki.

Ratkaisuehdotus: Osoitetaan, etta vaite pitda paikkaansa. Tehddan tamé vastaoletuksen kautta
eli oletetaan, etta
r = lim x;,
71— 00
|z;| <1 ja || > 1. Merkitdén = = (x,...,z,). Koska jono suppenee kohti pistettd x, niin z; ;
suppenee kohti pistetta x;. Tama tarkoittaa, ettd |x; ; — x;| — 0, kun i — oo.

Tiedetddn, ettd |z| > 1, joten |z| > |z; ;. Kéyttamalla hyviksi kolmioepédyhtélod saadaan, ettd
|7ig = x5 2 ||zl = lojll = || = |25 > 0.
Nyt jos valitaan € = (|z;| — |z;;])/2, niin saadaan
5] = |zl < iy — 5] < €= (lgg| = [ai3])/2,

mika on ristiriita sen kanssa, ettd |z; ; — x;| pitéisi saada epsilonia pienemméksi. Siis vastavéite
johtaa ristiriitan, joten |z| < 1.



Tehtavasarja I1

4.* Onko funktiolla
1T

T1,T3) = —5—, T =I(T1,T 0,

[z, 22) 227 + 2 (21, 32) #

raja-arvoa kun x — 07 Mita tarkoitetaan, kun sanotaan etté funktiolla on raja—arvo pitkin jokaista
origon kautta kulkevaa suoraa? Onko funktiolla f tdmé ominaisuus?

Ratkaisuehdotus: Funktion raja-arvon tutkiminen tapauksessa R? eroaa R:n tapauksessa siind,
etta raja-arvoehdokasta voidaan lahestyd ylinumeroituvan monesta suunnasta (vrt. R:ssa oikean-
ja vasemmanpuoleinen raja-arvo). Jos halutaan tutkia, ettd onko funktiolla raja-arvoa origossa,
niin helpointa on aloittaa tutkia miten funktio kdyttaytyy, kun origoa lahestytadn suoraa pitkin.
Jos funktiolla olisi raja-arvo origossa, niin tulisi sen olla sama ldhestyttiimpa origoa mita tahansa
suoraa pitkin.

Tutkitaan mita kay, kun funktio ldhestyy origoa suoraa (z,0) pitkin:

z-0
0 = — =
Funktio siis menee nollaan. Tutkitaan sitten suoraa (z,z):
x? 1
flz, @) = 322 3
Tehdéén vield viimeinen lasku suoraa (z,3z) pitkin:
3x? 3
2) = = 2
J20) = T = 1

Saatiin siis eri vastaukset riippuen siitd, mitd suoraa pitkin origoa saavuttiin. Funktiolla ei siis ole
raja-arvoa origossa. Funktion kuvaaja nayttda muuten talta:

5. Onko funktiolla

sin(z3z2)
)
223 + 23

x = (r1,22) # 0,

g(x17x2> -

raja-arvoa kun x — 07
Ratkaisuehdotus: Osoitetaan, etta funktiolla on origossa raja-arvo 0. Olkoon z; = (x;,y;) jono,
joka suppenee kohti origoa. Nyt téytyy siis ndyttaa, ettd f(z;) — 0. Lidhdetdan tutkimaan:
sin(zy?) _ iy v}y;

< .
20 +yP T 2xi 4yl T i+

f(z) = fl@i, y:) =



Tassa kéytettiin tietoa siitd, ettd sinz < x. Nyt lopputehtivd vastaa suoraan Martion kirjan
esimerkkia 2.2.5. Koska z? + y? > 2z,;, niin

I 20Ty Ty
21%2: 2y yz— y_>07
v}ty 20w+ y7) 2
kun ¢ — oco. Funktion kuvaaja nayttéaa téalta:
o sinfx® )
2x% 57
6.* Onko funktiolla
M) =~ (o) £0
T1,T2) = y X =(T1,T )
1 2 xil + ZE% 1 2

raja-arvoa kun x — 07 Vihje: Tutki funktion kayttaytymista pitkin sopivia origon kautta kulkevia
kayria.
Ratkaisuehdotus: Osoitetaan, ettd funktiolla ei ole raja-arvoa tutkimalla paraabeleja (x, ax?).
Nyt

r?7? T

1
2\ _ _
e r) = T T o T

mutta

22322 3zt 3
e 3° )= x4 + 9zt T 1028 10

Vield formaalimmin ilmaisten: On olemassa kaksi jonoa (z;,z?) ja (z;,3z?), jotka kummatkin
suppenevat kohti origoa, mutta h(z;,z?) — 1/2 ja h(x;,3z?) — 3/10, joten funktiolla h ei ole
raja-arvoa origossa. Funktio nayttaa talta:

ﬂ
2 Qd:,:fe

&

@"




Tehtavasarja I11
7. Laske funktion f(zy, s, x3) = sin(z? + z2) + (1 + ") gradientti.

Ratkaisuehdotus: Tehtdvdannon méaaritelmén mukaan funktion f gradientti V f(z) on vektori

Vi(x) = (0uf(x),02f (), O (),
missd © = (1, ¥, x3). Lasketaan siis funktion f osittaisderivaatat. Ne ovat

alf(x17 T, I‘g) = 2.1'1 COS(.CU% + I'Q)
82,](‘(1:17 X2, $3) = COS(ZE% + 1'2)

O3 f (21,22, 23) = €,

joten
Vf(z) = (221 cos(z] + x2), cos(z] + x2), ™).

8. Perehdy kurssikirjan esimerkkiin 2.4.1, ja laske tarkasti perustellen siina esitellyn funktion gra-
dientti jokaisessa tason pisteessi. Edelleen pohdi, kuinka paljon gradientti kertoo funktion kay-
toksesta ilman muita oletuksia funktiosta.

Ratkaisuehdotus: Jaetaan tarkastelu neljaén eri tapaukseen: 1) (z,y) = (0,0), 2) (z,y) = (0,y)
missd y # 0, 3) (z,y) = (2,0) missd x # 0 ja 4) (z,y) missd x # 0 ja y # 0. Kerrataan viela
osittaisderivaatan maaritelma: jos raja-arvo

o ot hey) = f()

h—0 h

on olemassa, niin se on funktion f osittaisderivaatta muuttujan z; suhteen pisteessa = (kirjasta
loytyy vield tarkat vaatimuksen h:n suhteen, ks. kappale 2.3.)

1) Olkoon (z,y) = (0,0). Talléin
f(O+h,0)—f(0,00 . 0-0

lim f((xvy)+hel)_f(x7y) = lim = lim :0’
h—0 h h—0 h h—0 h

joten 0y f(0,0) = 0. Samoin myos dy f(0,0) = 0.
2) Olkoon (z,y) = (0,y), missa y # 0. Téall6in

i L9 Fhe) = flwy) g FO+RY) = fOy) 0 120 1
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

mutta titd raja-arvoa ei ole olemassa. Ei siis ole olemassa osittaisderivaattaa 01 f(0,y). Kat-
sotaan viela onko silld toista osittaiderivaattaa:
0—-0

h—0 h h—0 h h—0 h

joten O f(0,y) = 0.

3) Tamé on symmetrinen edellisen kohdan kanssa eli toinen osittaisderivaatta on olemassa,
mutta toista ei.

4) Olkoon (z,y) sellainen, ettd x # 0 # y. Télloin

Hm f<<x7y)+h61)_f(x7y> — lim f(x—i—h,y)—f(x,y) _1s 1-1
h—0 h h—0 h h—0 h

joten Oy f(z,y) = 0. Samoin myos Oy f (z,y) = 0.

5



Kirjassa mainitaan, etta funktio ei ole jatkuva origossa. Silld on kuitenkin olemassa osittaisderi-
vaatat origossa, joten osittaisderivaattojen olemassaolosta ei voida vetda mitaan johtopaatoksia
funktion jatkuvuudesta.

9. Olkoon f(x1,x9) = sin(zy + x2), (71,79) € R? ja g(t) = (e',t?), t € R. Perehdy kurssikirjan
kappaleeseen 2.5, ja erityisesti ketjusddntdon. Laske huolellisesti ketjusaédntod kéyttaen funktion
(f o g)(t) derivaatta.

Ratkaisuehdotus: Kyseessia on tilanne, jossa f : R? — R ja g : R — R2 Kiytetdan siis
kirjan lausetta 2.5.9. (ndin voidaan tehdi, koska ¢'(¢) on olemassa jokaisessa pisteessa ¢ ja f on
derivoituva). Lauseen mukaan

(fog)(t)=Vfg(t) g'1)
Lasketaan gradientti ja ¢/(t), joka on madritelty ¢'(t) = (¢,(£), g4(¢)). Nyt
V f(x1,x2) = (cos(xy + x3), cos(xq + x2)
ja ¢'(t) = (¢!, 2t), joten
(fog)(t)=V[(g(t) g'(t) = (cos(e" + %), cos(e’ + %)) - (', 2¢)
= e cos(e’ + 1) + 2t cos(e’ + t?).
Tehtivisarja TV

10. Laske funktion f(zq,x2) = (x1 + 22, 21 — z3) derivaattamatriisi.

Ratkaisuehdotus: Derivaattamatriisi on matriisi, johon tulee funktion osittaisderivaat. Mat-
riisin koko riippuu siitd, ettd minka avaruuksien vélilld kuvaus on maéaritelty. Téssa tehtavéssa
f:R? — R?, joten derivaattamatriisi on muotoa 2 x 2. Se on méiritelmin mukaan

' N o fi(x) Oafi(z)
fla) = [51162@) a2f2(95)] '

Téssa siis fi(x) = z1 + x5 ja fo(x) = 21 — x9. Laskemalla osittaisderivaatat saadaan, etté
Lo 1

11.* Maarité funktion g(z1,z9) = (sin(xy), 21 + xg, x122) derivaattamatriisi.
Ratkaisuehdotus: Nyt g;(z) = sin(x;), g2(x) = 1 + x5 ja g3(x) = x125. Funktio g on kuvaus

avaruudesta R? avaruuteen R?, joten sen derivaattamatriisi on muotoa

Agi(z) Oagi(z)
g (x) = [O1g2(7) 0Oaga(x)
O1g3(z) Oags(x)

Laskemalla osittaisderivaatat saadaan, etta

cos(zy) 0
gay=| 1 1
i) T



12. Laske tehtdvan 9 funktion g o f derivaattamatriisi.

Ratkaisuehdotus: Lause 2.6.6. antaa ketjusdannon kaikkein yleisimmaéssa tapauksessa. Se on ai-
van sama kuin yhden muuttyjan tapauksessa, jossa ulkofunktion derivaatta kerrotaan sisafunktion
derivaatalla. Nyt kertolaskuna on vain matriisikertolasku. Siis

(go f)(x) =4 (f(x))- f(x)

g1 (sin(zy + z3))
g1 (sin(zy + z3))

_ - 1 . [cos(xl + x5) cos(zy + 332))}

6sin(a:l +x2)

= |2sin(a, + xQ)] [008(1:1 + 29) cos(zy + :172)}

[ et Ceog(zy + @) eSn(@1+22) L cos(xy + x9)
[ 2sin(@y + @) - cos(zy + xp)  2sin(wy 4 22) - cos(wy + x2)

Nyt tuloksena on 2 x 2-matriisi, koska kuvauksen g derivaattamatriisi on muotoa 2x1 (g : R — R?)
ja kuvauksen f derivaattamatriisi on muotoa 1 x 2 (f : R? — R).



