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Harjoitus 1 - Ratkaisuehdotuksia

Kurssisivulta 16ytyy myo6s linkki tdmén viikon Stack-tehtaviin, joissa kerrataan hieman lineaarialgebraa,
seké lasketaan muutama yksinkertainen osittainderivointi. Néitd derivointitehtavia varten kannattaa
lukea kurssikirjan kappale 2.3.

Tehtavasarja 1
1. Olkoon f(z) = sin(z) ja g(z) = (1 +2?)~!, z € R. Laske (fog) ja (go f).
Ratkaisuehdotus: Tamé tehtavé ratkeaa kayttdmalld yhdistetyn funktion derivoimissaantoa eli
ketjusaantod, joka sanoo, etta (f o g)'(z) = f'(g(x)) - ¢'(x). Nyt pétee, ettd f'(z) = cosz ja
g (x) = —22(1 + 2*)~? (kunktion g derivaatta on saatu myos kiyttamalld ketjusdéntoa). Téasta
saadaan, etta

(fog)(z)= dd (Sin (1>) _ TZweos (=)

x 1+ a2 (1 + x2)?
d 1 —2sinzcosx
/ = — —
(g0 f)(w) = dx (1 —|—sin2x) (1 + 22)2

2.* Téssa tehtavassa kertaamme funktion ddriarvojen (eli maksimien ja minimien) etsimista.

(a) Méérita funktion f(z) = zsin(2?), * € R, lokaalit ddriarvot, seki mahdollinen globaali
maksimi ja minimi. Kuvaajan hahmottelu auttaa!
(b) Muutoin sama tehtava kuin kohdassa (a), mutta nyt méaarittelemme funktion vain suljetulla

valilla [—/7, /7.

Ratkaisuehdotus: Funktion dariarvot saadaan joko derivaatan nollakohdissa tai maérittelyjou-
kon reunalla (funktio on kaikkialla derivoituva).

(a) Fukntion f(x) = wsin(z?) derivaatta saadaan tulon derivoimissidantod kiayttamalla. Merki-
tadn g(x) = z ja h(x) = sin(2?). Talloin

f'(z) = ¢ (z)h(x) + g(z)W () = sinz® + 2 - sin2? - 22 = sin 2® + 22% cos 2.

Valitettavasti yhtélolle sin 22 + 222 cos 2% = 0 ei 16ydy ratkaisua suljetussa muodossa. Funk-
tion x sin 22 kuvaaja nayttaa talta:
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Funktiolla ei ole globaaleja dariarvoja.

(b) Katsotaan, milta kuvaaja nayttaa suljetulle vélille rajoitettuna:

Inputinterpretation

plet  x sin[rzj v=-Vrtovr

Plot




Nyt aariarvokohdat ovat globaaleja ddriarvoja, koska valin paéatepisteissa funktion arvot on

F(-/R) =~/ - sin(— /R =~/ -sin(m) = —y/7 -0 =0
f(\/;) = /7 - sin(7) = 0.

Funtion derivaatalla on nollakohta origossa. Origo ei kuitenkaan ole dariarvo, koska siiné on
satulapiste.

3. Oletetaan, ettd f on derivoituva pisteessid o € R. Onko f jatkuva pisteesséd xy? Anna todistus
tai keksi vastaesimerkKki.

Ratkaisuehdotus: Osoitetaan, etta tehtavan vaite pitad paikkansa. Oletetaan siis, etta funktio
f on derivoituva pisteessia xo € R ja ettd f on madritelty pisteen xo ympéristossa. Koska f on
derivoituva pisteessa xg, niin

f(x0) = lim f(wo+h) — f(ifo).

Téasta seuraa, etta

joten
lim f(zo +h) = f(xo).

Merkitaan vield lopuksi x = zy + h, jolloin saadaan, etté
limz — 2o f(x) = f(x0).

Saimme siis osoitettua, ettd f on jatkuva pisteessa xg.

Tehtavasarja I1

4.* Laske integraalit

1 1 oo
(a) / v*e”dx, (D) / e dr, (c) / e da.
0 0 —00

Ratkaisuehdotus:

(a) Kiytetddn osittaisintegrointia. Valitaan f(z) = 22 ja ¢/(x) = . Talloin
1 1 1
/ ve’dr = [jr’e” —/ 2re"dr = e/ 2zedx.
0 0 0

Tehdédén uusi valinta uutta osittaisintegrointia varten valitsemalla f(x) = 2z ja ¢'(x) = €*.
Saadaan, etta

1 1
/ 2re’dr = /§2re” — / 2e"dx =2e —2e +2 =2,
0 0
joten
1
/ eldr = e — 2.
0



(b) Tiedetédn, ettd De* = 2ze®”, joten D1/2¢*° =

2 . . .
xe® . Tastd saadaan, etté

L 1. 1 1
/0 xe” dr = /(1)56 = 5(61 —e') = 5(6 —1).
(¢) Tehtévé ratkeaa helposti, kun huomataan etté funktio f(x) = 27¢* ~ on pariton eli f(—x)
— f(x). Talléin tieddmme, ettd

a S
/ z'e®  =0.
—a
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Integraali voidaan ratkaista myos sijoitusmenetelmalléd. Nyt joudumme kayttamaédn sitd mon-

ta kertaa, mutta voimme ottaa avuksi edellisen kohdan ratkaisun. Kirjoitetaan integraali
muotoon

.2
/xG-xe dx

ze~®" . Talldin saadaan, etta

ja merkitdin f(z) = 25, ¢'(2)

1, .- 1 1
/xﬁ cxe Vdr = — a4 /6£E5*€_“”2dx — b 4 /33756_x2d$.
2 2 2
Merkitééan sitten f(z) = 324, ¢'(z) = ze=*" jolloin

1 1 3
/3x4 cxe " dr = —31:456_‘”2 + / 12x3§e_22dx = —§I46_x2 + /6x36_w2dx.
Toistetaan sama prosessi viela muutama kerta, jolloin saadaan

2 1 2
/1376_x dr = —ie_z (mﬁ + 32 + 622 + 6) + C.
Talloin

/ e dr = — Z¢ ((—a)6 + 3a" + 6a” + 6)

e ((—ot)6 +3(—a)* + 6(—a)? + 6) = 0.



5. Laske integraali
1
/ V1—22dx.
0
Vihje: Kéyta sopivaa sijoitusta.
Ratkaisuehdotus: Kaytetaan sijoitusmenetelméd ja sijoitetaan x = sint, dxr = costdt. Talloin

w/2

1
/ V1 —z2dx = V1 — sin?t costdt
0 0

w/2
:/ cos? tdt.
0

Y14 on kiytetty kaavaa cost = /1 — sin? t. Kiyttamalli kaavaa cos?t = 1/2(1 + cos 2t) ja tietoa
integraalin ominaisuuksista, voidaan yhtélod muokata eteenpéin:

w/2 9 1 /2 /2
/ cos“ tdt = — / 1dt + / cos 2tdt
0 2 \Jo 0

1 & 1 /2
Zf-f—i—f/ cos 2tdt.
2 2 2Jo

Kéytetaan jaljelle jadneen integraalin laskemiseen taas sijoitusta tekemélld sijoitus ¢t = x/2, dt =
1/2dx. Tasté saadaan, etta

/2 1 rm
/ cos 2tdt = 7/ cos zdx
0 2 Jo

1
= i(sinﬂ—sinO) =0,

joten

1
/ \/1—$2d1’:%.
0

Tehtavasarja II1
6. Olkoon a = (1/v/2,1/4/2) ja b= (0, —2). Laske vektorin a — b pituus.
Ratkaisuehdotus: Ratkaistaan ensin vektori a — b:

a—b=(1/vV2,1/v2) - (0,-2) = (1/¥2 - 0,1/v2 — (-2)) = (1/v/2,1/V2 +2).

Nyt voidaan laskea vektorin a — b pituus:

la—bll = (V2 1/V2+2) = V(1/V2)? + (1/V2 + 2)?
= 1/241/2+4/V2+4 = /5 +4/V2 =[5+ 22

~ 2.8.

7. Maarité edellisen tehtévan vektorien a ja b vilinen kulma seké padtelemalld kuvasta (piirrd kuval),
etta kayttamalla kulman ja sisatulon vélista yhteytta.

Ratkaisuehdotus: Kulman ja sisatulon vélinen yhteys saadaan kaavalla
a-b
lallllol

cosf =

Vektorin a pituus on 1 ja vektorin b pituus on 2. Niiden sisatulo on

a-b=(1/V2)-0—(1/v2)-2=—-v2.

>



Tastd voidaan sitten laskea, ettd cos = —1/v/2 < 6 = 135deg. Tamén ndkee myds helposti

kuvasta:

—20 -15 -10 -05

05 10

—(1 1

8. Olkoon z,, = (1 + 1/n,e™™) jay, = (1 +1/n,e"), n € {1,2,...}. Maarita jonojen (x,) ja (yn)

raja—arvot mikali olemassa, kun n — oo.

Ratkaisuehdotus: Avaruuden R? jononen suppenemisen tutkimiseen riittiaa tarkastella “koor-
dinaattijonoja”. Tieddmmen, ettd jono x,, = (a,,b,) suppenee, jos ja vain jos jonot a, ja b, sup-
penevat. Jos a, suppenee kohti pistettd a ja b, suppenee kohti pistetta b, niin x,, suppenee kohti
pistetta (a,b). Voidaan kayttaa tdssa hyviksi Analyysin kursseilta opittuja tietoja raja-arvoista.
Tiedetaan siis, ettd 1/n — 0, €” — oo ja e — 0 kun n — oo. Téstd seuraa, ettd 1 +1/n — 1,
joten z,, suppenee kohti pistettd (1,0). Jono y, ei puolestaan suppene, koska jono e" ei suppene.

Tehtaviasarja IV
9. Piirra joukkojen A, B ja C kuvat.

Ratkaisuehdotus: Joukko A niyttda talta:

lxl+1yl=1
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Joukko B on sama joukko, mutta siitd on poistettu origo. Joukko C' nayttda talta:

line
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10.* Mitka néaistd joukoista ovat avoimia, ja mitké suljettuja?

Ratkaisuehdotus: Avoimien ja suljettujen joukkojen teoriaa selvitelldén tarkemmin kurssilla
Topologia 1. Téssa riittaa, ettd osaa intuitiivisesti sanoa, ettd onko joukko avoin tai suljettu.
Nopeasti sanottana esimerkiksi joukko {z € R? | |z| < 1} on avoin, koska pallon reuna ei kuulu
joukkoon ja toisaalta taas joukko {z € R? | |z| < 1} on suljettu, koska pallon reuna kuuluu siihen.
On kuitenkin tarkead huomata se, ettd maaritelmina avoin ja suljettu joukko eivét ole toistensa
vastakohtia. On nimittdin olemassa joukkoja, jotka ovat samaan aikaan avoimia ja suljettuja ja
toisaalta on myoOs olemassa joukkoja, jotka eivit ole kumpaakaan!

Edellisen tehtdvan joukoista joukko A on suljettu. Joukon C kuva on hieman harhaanjohtava,
koska nyt joukossa C' ei ole pisteitd x = y. Se on siis avoin (kuten on kaikki avoimet vilit (a, b)
R:ssé, koska paatepisteitd voidaan lahestyd mielivaltaisen ldhelle). Joukko B on nyt esimerkki
joukosta, joka ei ole avoin eika suljettu. Toisaalta sithen kuuluu nelion reuna, mutta origoa voidaan
ldhestyd mielivaltaisen ldhelle sitd koskaan saavuttamatta. Esimerkiksi jono (1/n,0) suppenee
kohti origoa, mutta B ei sisalla téta rajapistetta.

Bonustehtava: Keksitko joukon, joka on yhtaaikaa suljettu ja avoin?

11. Maérita joukkojen reunat 0A, 0B ja 0C.
Ratkaisuehdotus: Joukon A reuna 0A on A:n osajoukko, koska A on suljettu. Nyt

0A = {(z,y) € R?| |z] + |yl = 1}

eli tdma joukko

Xl +lyl=1

Joukon (' reuna taas vuorostaan ei ole itsensa osajoukko, koska C' on avoin. Nyt
0C ={(z,y) |z =y}

Joukon B reuna on muuten sama, kuin joukon A reuna, mutta lisdttyna origo (koska mika tahan-
sa origokeskeinen palloympéristo sisaltda pisteitd B:sta ja sen komplementista, koska origo itse
kuuluu B:n komplementtiin).

Tehtavasarja V

Lopuksi muutama harjoitustehtéva raja—arvoista. Tatd varten lue kurssikirjan kappale 2.2. Alla mer-
kitsemme z = (11, 22) € R?.

12. Maarita raja—arvo

2 2
Ty — T

rg%Q:z:%—i—x%—i—l'



13.

Ratkaisuehdotus: Funktiolla f on raja-arvo a pisteessa 0, jos jokaisella jonolla z,, z, — 0,
péatee f(z,) — a. Olkoon siis z, = (x,,y,) jono, joka suppenee kohti origoa. Tamé tarkoittaa,
ettd z, — 0 ja y, — 0. Analyysin kurssin tietojen pohjalta tiedetdén, ettd télloin 2 — 0 ja
y? — 0. Liséksi 22 + y2 — 0 ja 222 + y2 + 1 — 1, joten

2 2
Ty — Yn

0
_nIn_y — .
202 +y, +1 1

Funktion kuvajaa onkin origossa oikein natti:

Maarita raja—arvo

2 2
Ty — T

lim .
z—0 T —+ o

Ratkaisuehdotus: Funktiota f(x,y) = (2*—y?)/(x+y) ei ole maéritelty origossa. Nyt kuitenkin
kay niin, ettd nimittaja voidaan sieventaa lausekkeesta kokonaan:

2’ —y* _ (r+y)(z—y)
rT+y T+y

=x—uy.
Sitten samalla padttelylla kuin edellisessé tehtévassa saadaa, ettéd
Tp — Yn — 0,

kun x, — 0, y, — 0. Funktio nayttaa taas aika kivalta:

plot
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