Vektorianalyysi 1

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Syksy 2016

Harjoitus 4 - Ratkaisuehdotuksia

Muista, etté kurssisivulta loytyy linkki tamén viikon Stack-tehtéviin, joissa ensimmaéisia integrointihar-
joituksia.

Tehtavasarja I

1. Laske funktion
f(x171;27'r3) = (.Tl + x2>e$3’ M Rg?

suunnattu derivaatta pisteesd (0,0,1) suuntaan (1/v/2,0,1/v/2).

Ratkaisuehdotus: Kéytetdédn tdhan suunnatulle derivaatalle olevaa lausetta (néin voidaan teh-
d&, koska f on differentioituva pisteessa xo!)

O f(x0) =V f(20) - v.
Nyt siis 2o = (0,0,1), v = (1/v/2,0,1/4/2) ja Vf(z) = (€™, e, (v + 25)e™), joten
8,£(0,0,1) = V£(0,0,1) - (1/v/2,0,1/3/2)
= (', ¢!, (0+0)e) - (1/v2,0,1/V2)
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V2 V2
2. (Martion kirjan tehtéva 2.7:1) Osoita, ettd suunnatulle derivaatalle péatee 0_, f(x) = —0,f(x).
Ratkaisuehdotus: Nyt on kédytettdva suunnatun derivaatan maaritelmaa

f(xo +tv) — f(o)
, .

Sijoitetaan v:n paikalle —v. Télloin vektorien laskusaéntojen nojalla

f(zo +t(—v)) — f(wo) f(xo + (=t)v) — f(wo)

auf(xO) - 11_{%

O-vf(xo) = Jim ' =i '
~ lim f(xo + (—t)v) — f(xo))_
t—0 —t
Merkitaan vield h := —t, jolloin saadaan

9. a) = — iy L0+ 0= S

= —0yf(x0).

3. (Martion kirjan tehtavd 2.7:2) Funktio f : R — R on parillinen, jos f(—z) = f(z) kaikilla
z € R"™. Osoita, ettd jos f on lisdksi derivoituva, niin V f(—x) = —V f(x). Méarita talloin V f(0).

Ratkaisuehdotus: Koska f on differentioituva, sillé on kaikki osittaisderivaat 0; f(x) ja V f(z) =
(O f(x),...,0nf(x)). Tutkitaan osittaisderivaattaa 0; pisteessé —u:

floathe) = f(=2) | f(—(z — he) = f(=a)

Oif(—) = Jim I B0 h
o fE—he) — f@) S (h)e) — f(@)
>0 h "~ h50 h
_ f@+ (=h)e)) — f(z) _
= - ;1111}(1) 1 = —0if ()



Viimeiselld rivilld on tehty sama kikka kuin edellisessa tehtavéssa eli korvattu —h = ¢. Talloin
saadaan, etta

Vi(=2) = (0f(=2),..., 0nf (=) = (=01 f(x), ..., =Onf(2)) = =V [ ().

Maaritetdén lopuksi V f(0). Nyt pétee, etta Vf(—0) = =V f(0) eli Vf(0) = =V f(0). Tasta
seuraa, ettd V f(0) = 0.

Tehtavasarja I1
4. Olkoon K = {(z1,72) ER* 0 <21 < 1,0 <29 < 1}, ja
f(l'l,l'z) = (Il — 2)(21’2 — 1)

(a) Mé&aritd K:n reuna JK, ja sen sisipisteiden joukko K° = K \ 0K.

(b) Méarita fm kriittiset pisteet K:ssa, ja laske f:n arvot niissi pisteissi.

(¢) Tutki seuraavaksi funktion kdytosté reunalla 0K Jakamalla joukko K sopiviin osiin méarité
f:n aariarvot reunapisteissd. Vihje: Muista, kuinka yhden muuttujan funktion &ariarvot
madrattiin!

(d) Maarita funktion f maksimi ja minimi joukossa K, seka pisteet joissa ne saavutetaan.

Ratkaisuehdotus:
(a) Joukko K on tason nelié. Sen sisépisteiden joukko on

K ={(z1,15) R} 0 <2 <1,0< 25 <1}

ja reuna on neljan janan, {0} x [0,1], {1} x [0, 1], [0,1] x {0}, [0,1] x {1}, yhdiste.
(b) Lasketaan derivaatan nollakohdat:

Vf(.%l,l’g) = (2272 — 1,221 — 4) = (0,0) = (1’1,.%'2) = (27 1/2)

Huomataan, ettéd tama piste on joukon K ulkopuolella.

(c) Jaetaan K neljdén osaan

Ry ={(1,t); 0<t <1}
Ry = {(0,¢); 0 <t <1}
Ry ={(t,1); 0 <t <1}
Ry ={(t,0); 0 <t <1}

Maaritellaan sitten funktiot ¢1(t) = f(1,t), wo(t) = f(0,t), w3(t) = f(t, 1) ja wa(t) = f(t,0).
Néma ovat yhden muuttujan funktioita, joten ratkaistaan niiden aériarvot. Funktioiden &a-
riarvot 16ytyvit nyt joko derivaatan nollakohdista tai véilin [0, 1] paatepisteista. Nyt esimer-
kiksi ¢1(t) = f(1,t) = =2t + 1, joten ¢1(0) = 1 ja ¢1(1) = —1. Derivaatalla ¢|(t) = —2 ei
ole nollakohtia. Samoin voidaan laskea muiden funktioden arvot vélin paatepisteissa

pa(1) = £(0,1) = =2, ,(0) = f(0,0) =2

p3(1) = f(1,1) = =1, 3(0) = f(0,1) = -2
pa(1) = f(1,0) =1, ©4(0) = f(0,0) = 2.



(d) Koska K on suljettu ja rajoitettu (eli kompakti) avaruuden R? osajoukko ja f : K — R
jatkuva ja sisapisteissd differentioituva, niin funktion f &dariarvot loytyvit joko gradientin
nollakohdissa tai joukon K reunalla. Kohdassa b) huomattiin, ettd joukossa K ei ole gra-
dientin nollakohtia, joten ddriarvot 10ytyvét reunalta O K. Edellisessé kohdassa onkin laskettu
f:n aariarvot, jotka ovat siis -2 kohdassa (0, 1) ja 2 kohdassa (0,0).

plot x-2)2y-1

5.* Tarkastellaan jatkuvaa funktiota
f(z1,22) = (21 + 22)|2|, = (21, 22) € R

Mééaritd f:n maksimi ja minimi suljetussa yksikkokiekossa D = {x € R?; |x| < 1}. Vihje: voit
parametrisoida reunan esimerkiksi vaihekulmaa 6 kéyttaen, 0D = {(cos(0),sin(0)); 6 € [0, 2]}

Ratkaisuehdotus: Kaytetdan samaa strategiaa kuin edellisessé tehtéavassa eli lasketaan funktion
arvot gradientin nollakohdissa ja maéarittelyjoukon reunalla. Nyt gradientti on

208 4 w1y + a5 @] + 2129 + 223
Vf(xl,%):(xl R )

] ’ ]

kun (x1,22) # (0,0) ja Vf(0,0) = (0,0) (tdmé& oli todistettu viime viikon laskareissa). Tasta
saadaan, ettd V f(xy,z2) = (0,0), kun (z1,z2) = (0,0). Funktion arvo tdssi pisteessi on 0.

Tehdéan sitten kuten tehtdvanannon vihje neuvoo eli parametrisoidaan joukon D reuna vaihe-
kulmaa kayttéen, eli 0D = {(cos(6),sin(d)); 6 € [0,2x]|}. Nyt f(cos(d),sin(0)) = cos(#) + sin(h)

(| cos(8),sin(0))| = 1!) on yhden muuttujan funktio ja sen derivaatan nollakohta

f'(cos(0),sin(0)) = —sin(#) + cos(d) =0 = 0§ = % tai 55

Liséiksi f(cos(m/4),sin(7/4)) = /2 ja f(cos(57/4),sin(57/4)) = —/2. Reunoilla funktio saa arvot
cos(0) + sin(0) = 1 ja cos(27) + sin(27) = 1. Téstd saadaan, ettd funktion f maksimi on v/2 ja
minimi on —\/i.

Tehtavasarja II1
Tarkastellaan funktiota

f(z1,29) = |x|26_‘z|2, r = (r1,22) € R2.

6.7 Maaritd f:n kriittiset pisteet, ja tutki ovatko namé lokaaleja aériarvoja.

Ratkaisuehdotus: Katsotaan ensin, ettd milta funktion kuvaaja nayttaa:



plot  [x* +57) e

Nayttéisi siis silta, ettd funktiolla on lokaali maksimi ja minimi. Ratkaistaan ensin gradientin
nollakohdat:

Vf(y,x0) = (2zre™ 7% — 2216717 (22 4 22), 2wae 172 — a9 "1 (22 + 22))

= (2w 13 (1 — 22 — r3), 29326_”"%_7”%(1 — 22 —22)) =(0,0),

kun (z1,25) = (0,0) tai |x| = 1. Funktion arvo nollassa on f(0,0) = 0 ja pisteessa |z| = 1 arvo
on f(z1,m3) = 1-e7t = e'. Tamin lisiksi voidaan padtelld, ettd funktiolla on lokaali minimi
kohdassa (0, 0), koska funktion arvot ovat aina nollaa suurempia (erityisesti, koska e~ 17" on aina
aidosti nollaa suurempi). Kuvasta nahdédén, etta pisteissi || = 1 funktiolla on lokaali maksimi
(osoitetaan seuraavassa tehtévissi, ettd ndma on itseasiassa globaaleja dériarvoja.)

. Maarita raja—arvo

lim f(x),

|z|—00

ja paattele funktion f globaali maksimi ja minimi, seké joukot missd ndmé saavutetaan. Vihje:
Huomaa, etté funktio f on radiaalinen, eli sen arvot riippuvat vain pisteen z etéisyydesta origosta.
Tutki funktion kiytostd kuulissa {x € R3; |x| < R}, ja anna siteen R kasvaa lopulta rajatta.

Ratkaisuehdotus: Merkitédédn |x| = R ja lasketaan (kdytetdan analyysin kurssilta tuttua ’'Hopitalin
saantoa):

lim f(z) = lim f(R) = lim R% % = lim oy

|z|—00 R—o0 R—o0 R—oo ¢~ It

Funktion kuvaaja nayttaa talta:

Péételldén siis, ettd globaali minimi saavutetaan kohdassa (0,0) ja globaali maksimi saavutetaan
kohdassa |z| = 1.



Tehtavasarja IV
8. Olkoon R = [0,1] x [0, 1]. Laske integraali

/ x1"17%2 dg.
R

Ratkaisuehdotus: Tehtavin funktio on jatkuva, joten kiytetdan integraalin laskemiseen lausetta
4.1.6. Laskemalla saadaan, etta

1/ /1 1
/Rxlexﬁ”da::/o (/0 $1€$1+$2dl'2> dmlz/o (/éxle““?) dz,

1 1 1
:/0 r1 (et — e)dx, :/0 r1e  dry —/0 r1e" dx;.

Ratkaistaan tasta vield kumpainenkin integraali osittaisintegroinnilla:
! 1 1 1 ! 1 2 12, 1
/ e dzy = [yre™t —/ e ldr=1-¢2-0-¢' —e*+e' =¢
0 0

1 1
/ rie”tdry = [jrie™! —/ eldry=1-e—0-e"—e+e’ =1.
0 0

Taten
/ x0T dy = e — 1.
R

9. Olkoon R = [0,1] x [1,2]. Laske integraali

/~ sin(mzyx9) dx.
R

Ratkaisuehdotus: Tehtava on siirrtetty viitoslaskareihin.



