LAGRANGEN KERTOMISTA

Palautetaan mieliin luennoilla esitetty dariarvo-ongelma: oletetaan etta K C R™ on suljettu ja rajoi-
tettu, f : K — R jatkuva ja sisdpisteissa differentioituva. Tehtavané on etsid f:n mahdolliset lokaalit
maksimit ja minimit joukossa K. Osoitimme, ettd f:n saavuttaa lokaalit dariarvonsa joko reunalla 0K,
tai K:n sisipisteissa, jotka ovat f:n kriittisid pisteité.

Kriitisten pisteiden, eli gradientin V f nolla-kohtien loytadminen on suoraviivaista derivointia. Sen sijaan
f:n mahdollisten reunalla sijaitsevien maksimien ja minimien etsiminen saattaa olla hyvinkin hankalaa.
Luennoilla tutkimme tilannetta kun n = 2. Ratkaisimme ongelman etsimalld reunakéyrélle paramet-
riesityksen t +— (x1(t), z2(t)), ja sen avulla palautimme reunalla olevien dariarvojen etsimisen yhden
muuttujan funktion ¢ — f((z1(t), z2(t)) déariarvojen maaraamiseen.

Sopivan parametrisoinnin 16ytaminen ei aina onnistu. Lisdksi korkeammissa dimensioissa reunapinnan
dimensio on > 1, ja siten yhden muuttujan differentiaalilaskennnan menetelméat eivét riitta.

Esitdémme nyt lyhyesti Lagrangen kertoimina tunnetun menetelmén, joka on usein erittdin tehokas
tapa ns. sidottujen d#riarvo—ongelmien ratkaisuun. Tasmélliset (implisiittifunktiolauseeseen perus-
tuvat) todistukset esitimme vasta kurssin toisessa osassa. Nyt sensijaan perustelemme geometrisesti
miksi menetelma toimii, seka laskemme yhden esimerkin.

Oletus: Jatkossa oletamme ilman erillista mainintaa, etta kaikki tarkasteltavat funktiot ovat jatkuvasti
derivoituvia maéarittelyjoukoissaan.

A. Sidotut adriarvo—ongelmat. Oletetaan, etta tehtdvana on maérata funktion f &ariarvot jonkin
toisen funktion g maardamassa joukossa

Ny ={z € R"; g(z) = 0}.

Jos esim. g(z) = 23+ ... 4+ 22 — 1, niin joukko N, on R™n yksikkdympyréin keha

Kutsumme téllaista ongelmaa siodotuksi ddariarvo—ongelmaksi. Jos esim. alueen K reuna voidaan esittia
joukkona {g(x) = 0} jollain sopivalla g, niin funktion f reunalla sijaitsevien &ériarvojen maaraaminen
on sidottu adriarvo—ongelma.

B. Tasa—arvopinnat. Useamman muuttujan funktion f kuvaajan hahmottelu onnistuu hyvin kaytta-
malla sen tasa—arvopintoja

F.={x;f(zx)=c}, ceR.

Eli F, on kaikkien niiden pisteiden joukko, jossa f saa arvon c. Voi hyvin kéydé niin, etté jollain sopivalla
cn arvolla F, = (), yksittdinen piste, kokonainen pinta tai jopa koko f:n maarittelyjoukko.

Funktion f kuvaajan hahmottelu tasa—arvopintojen avulla tapahtuu samaan tapaan kuin kartoissa
maaston korkeus on kuvattu korkeuskayrien avulla: korkeuskéyrahédn on merenpinnasta mitatun kor-
keuden tasa—arvokéyra.



Kuva: http://i.stack.imgur.com

C. Sidotut airriarvot tasa—arvopintojen avulla. Pyritdén nyt maardmaan funktion f aariarvot
funktion ¢ nolla-joukossa (joka siis on myoskin erds tasa-arvopinta) N,. Oletetaan kuvassa yksinker-
taisuuden vuoksi, ettd n = 2, ja piirretdédn f:n tasa—arvokayrat samaan kuvaan g:n nollajoukon kanssa.
Allaolevassa kuvassa ¢ = 0.

Y

Kuva: https://commons.wikimedia.org

Tehtdvanad on siis 10ytad f:n ddriarvot kuljettaessa pitkin ¢g:n tasa—arvokayrda. Oletetaan, ettd olet
loytanyt tallaisen adriarvokohdan. Tarkastelleen téassé kohdassa g tasa—arvokéayran tangenttia. Jos tamé
ei ole my6s f:n tahan pisteeseen piirretyn tasa—arvokayran tangentti, niin kulkemalla g tasa—arvokayraé
pitkin joko eteen— tai taaksepain, 16ytéisit seké f:n suurempia etté pienempia arvoja. Mieti tdma huolella
ylldolevaa kuvaa apuna kayttaen.

Olemme siis tehneet seuraavan havainnon ': Funktion f sidotussa dériarvokohdassa f:n ja ¢gm tasa—
arvopintojen taytyy sivuta toisiaan tangentiaalisesti. Tamé on yhtapitavia sen kanssa, ettd niiden si-
vuamispisteeseen piirretyt normaalit n; ja n, ovat yhdensuuntaiset

LOlettaen tietenkin etts kaikki tarvittavat tangentit ovat olemassa; tésté lisdé kurssin II-osassa



Tasta havainnosta ei ole paljon iloa, ellei ole olemassa tehokasta tapaa laskea tasa—arvopintojen nor-
maalivektoreita. Onneksi tdméa on helppoa.

D. Tasa—arvopinnan normaali. Tarkastellaan funktiota f sen tasa—arvopinnalla S = {z; f(z) = c}.
Liikutaan pisteestd x € S pisteeseen = + Az € S pitkin pinta S. Kayttamélla f:n differentioituvuutta
saamme

flx+ Az) = f(x) + Vf(x) - Az + |Az|e(Az).

Toisaalta, koska litkuimme pitkin tasa—arvopintaa S, niin f(x + Az) = f(z), ja voimme kirjoittaa

yll6olevan yhtéalon muotoon
Ax

Az

Kun |Az| — 0, niin vektori Az/|Az| ldhestyy f:n tasa—arvopinnan erdsti tangenttivektoria 7(z) pis-
teessa x, ja patee

Vf(x) +e(Azx) = 0.

Vf(z)- 7(x)=0.

Voimme kdydd nain lapi kaikki mahdolliset tangenttisuunnat, ja paddymme siis siihen, ettd V f(z)
on kohtisuorassa kaikkia tasa—arvopinnan pisteeseen x piirrettyja tangentteja vastaan, eli funktion f
tasa—arvopinnan normaali pisteessid r on gradientin V f(z) suuntainen!.

Edelld joudumme olettamaan, etta Vf(x) # 0. Sisdpisteissa kriittiset pisteet eivéit aiheuta ongelmia,
mutta etsittdessa sidotun aariarvongelman ratkaisuja, eli dariarvoja reunalla, mahdolliset reunalla si-
jaitsevat kriittiset pisteet taytyy tarkastella aina erikseen.

E. Lagrangen kertoimet. Oletetaan nyt, ettd zy on funktion f lokaali 4driarvo joukossa {g(x) = 0}.
Tasséa pisteessé siis f:n ja g:n tasa—arvopintojen normaalit ovat samasuuntaiset, eli on olemassa A € R
siten, etta

ng = Ang,
eli gradienttien avulla
V f(zo) = AVg(z0). (1)
Liséksi patee siis sidosehto
g(xo) = 0. (2)

Yhtalot (1) ja (2) muodostavat yhdessé (yleensé epélineearisen) yhtalosysteemin, jossa on n+ 1 yhtaloa.
Tavoitteena on ratkaista zy ja A, eli myos tuntemattomia on n + 1 kappaletta. Parametria A kutsu-
taan Lagrangen kertoimeksi. Huomaa, ettd yhtélot (1) ja (2) antavat vain valttamattomén ehdon
adriarvon olemassaololle. Ne eivat vield takaa, ettd mahdollinen ratkaisupiste xy on dariarvo.

F. Esimerkki Maériatiaén funktion f(xq,z5) = z129 ddriarvot ellipisin kehalld {(z1, zo); 23 + 223 = 1}.
Nyt siis
g(wy,2) = o] + 225 — 1.

Lasketaan gradientit:
Vf(x) = (x2,71), Vg(x)=2(xy,2z,).

Yhtalot (1) ja (2) saavat siis muodon

Ty = 2X\x1, 11 = 4)\1o,

o1+ 225 —1=0.

Ylemmasta saamme
Ir = 4)\.1'2 = 4)\(2)\371), To = 2)\1’1 = 2)\(4)\1’1),



eli
1 = 8\2xy, o = 8\,

Pitee siis joko 71 = x5 = 0 tai 1 — 8\? = (. Toisaalta, sidosehdon nojalla x? 4+ 223 — 1 = 0, joten ei voi
olla z; = zo = 0, ja saamme nain ratkaistua Lagrangen kertoimen A,

1
A=+——.
22
Edelleen,
1
To — 2)\.%‘1 = iﬁxb

ja sijoittamalla tama sidosehtoon saamme

1
1 =ai+2(—5)" = ] + 21 = 247,

V2
eli 71 = +£1/4/2, ja siten 2, = £1/2. Mahdollsia dériarvopisteité ovat siis
(1/v/2,1/2), (=1/v/2,1/2), (1/v/2,-1/2), (=1/v/2,-1/2).
Néissa pisteissd f saa arvot

F(A/V2,1/2)) = fF((-1/V2,-1/2) = 2\1/5 F(=1/v2,1/2)) = F((1/v2,-1/2)) = —2\1/5-
Maksimi 1/2v/2 saavutetaan siis pisteissa (1/v/2,1/2) ja (—1/v/2, —1/2) ja minimi —1/2+/2 puolestaan
pisteissi (—1/v/2,1/2) ja (1/v/2,—1/2).



