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2.4.1. Esimerkki. Olkoon f: R? — R,

0, kun z =0 tai y = 0,
flz,y) = .
1, muulloin

Selvasti 01 f(0,0) = 0 = 82f(0,0), silld f saa arvon 0 koordinaattiak-
selien muodostamalla ristikolla. Funktio f ei kuitenkaan ole jatkuva

origossa, koska silld ei ole origossa raja-arvoa.

Edellinen esimerkki osoittaa, ettd osittaisderivaattojen olemassao-
losta tapauksessa n > 2 ei seuraa funktion jatkuvuus kyseisessd pis-

teessd. Tilanne on kuitenkin korjattavissa.

Tarvitaan kiisite, ettd funktiota f voidaan lahelld annettua pistettd
approksimoida affiinilla kuvauksella. Usein timé ilmaistaan siten, etta
funktion f graafia voidaan, lihelld annettua pistettd xo, approksimoida
tangenttitasollaan. Tami vastaa tapauksen n = 1 approksimointikaa-
vaa

f(z) = f(zo) + f'(20)(x — o) + & — @ole(x — o),
missé e(z — 7o) — 0 kun z — zo. Ylldoleva esitys kirjoitetaan usein

muotoon
fzo +h) = f(xo) + f'(zo)h + |hle(h), b — 0.

Kuvauksen z — f(20) + f'(z0)(xz — z0) graafi on suora, joka kulkee
pisteen (zo, f(zo)) kautta ja jonka kulmakerroin on f'(zo). T4ma on
f:n tangenttisuora pisteessi (zo, f(20)). Kuvauksen f approksimointi

tarkoittaa siis kuvauksen f approksimointia affiinilla kuvauksella
z = f(xzo) + f'(20)(z — 20).

Talls ilmiolld on luonnollinen vastine R™:ssd. Suoraa R?:ssa vastaa

nyt n-taso R™*!:ssid. Tillainen taso (joka ei ole kohtisuorassa tasoa
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Zp4+1 = 0 vastaan) on aina kuvauksen R" — R,
(2.4.2) (1, &n) — Qo+ a121 + ... + ATy,
graafi g

G={(z1,...,Tn, 00 + Q1Z1 + ... + QnZn) e R"! . (z1,...,2,) ER"}.

Kitevi tapa esittdd taso on kiyttdd vektoreiden a = (ay,...,an)

ja = (z1,...,z,) pistetuloa. Nyt kuvaus (2.4.2) saa muodon
r—ay+a-zx.

Téllaista kuvausta sanotaan affiiniksi. Sen graafi on n-taso avaruudessa
R™*1. Affiini kuvaus saadaan yhdistimilld lineaarikuvaus L : R* — R,

L(z) = a -z, ja Rin siirto t — ag + t. Luonnollisesti my6s kuvaus
z— ag+a-(z— o)

on affiini, vaikkakaan ei yleensd sama kuvaus.

Olkoon D C R™ avoin, f : D — R ja 29 € D. Asetetaan taso

kulkemaan pisteen (o, f(zo)) € R™! kautta ja tulkitaan se kuvauksen
T+ ag+a- (T —xg),

missi ag € R ja a € R", graafina. Tadmi kulkee pisteen (zq, f(zo)) €

R™*! kautta tdsmilleen silloin, kun ag = f(zo), eli kun
z+— f(z0) +a-(z— xo).

Tam4 johtaa seuraavaan kisitteeseen: funktio f : D — R on deri-
voituva eli differentioituva pisteessd xo € D, jos on olemassa a € R",

jolla pitee

(2.4.3) f(z) = f(zo) +a-(x —z0) + |z — zole(x — x0),
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missd e(z — zp) — 0 kun = — z,. Vektoria a sanotaan funktion f
gradientiksi pisteessd o ja merkitdin a = V f(zo). Toisaalta h +—
V f(zo) - h méérittelee lineaarikuvauksen L : R* — R kaavalla L(h) =
V f(x0) - h. Tété lineaarikuvausta merkitddn yleensd L = f'(xo); siis

f(zo)(h) = V f(z0) - h.

2.4.4. Huomautus. Kaava (2.4.3) on aina voimassa milld hyvéinsi a €
R™, silla voidaan asettaa
f(@) = f(@0) —a- (z — xo)

e(x — xp) = |z — 20|
0 , kun x = .

, kun x # xg, x € A,

Sen sijaan ei yleensi ole totta, ettd e(z — zp) — 0 kun z — .

2.4.5. Lause. Olkoon f derivoituva pisteessd xo. Tdlloin

V f(z0) = (01f(20), - - - , On f(0))-

Toisin sanoen pisteessd xo derivoituvan funktion f osittaisderivaatat

ovat kaikki olemassa pisteessd o ja ne antavat gradientin V f(zo).

Todistus. Lasketaan vektorin V f(zy) = a ensimmdiinen koordinaatti
a;. Muut ’koordinaatit lasketaan samoin. Olkoon £ = zg¢ + he;. Nyt
2z € D kun h € R on pieni. Kun h # 0, niin sijoitetaan = kaavaan
(2.4.3). Tadmi antaa

f(zo + her) — f(@o) = a- (her) + |h||ei]e(her).

Téasta seuraa, etta

f(zo + h@ﬁ) — f(zo) _ A |_Z_| e(her).

Rajankiynnilld, kun A — 0, saamme 0, f(zo) = a - e; = a1. a
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2.4.6. Lause. Jos f on derivoituva pisteessd xo, niin kaavan (2.4.3)

vektort a on yksikdsitteisesti madrdtty.

Todistus. Seuraa lauseesta 2.4.5, koska osittaisderivaatat d;f(xo) ovat
yksikasitteisesti méaratty;ja. (]
2.4.7. Huomautus. Kaava (2.4.3) kirjoitetaan usein muotoon

(2.4.8) f(zo+ h) = flzo) + V[f(zo) - h+ |hle(h),

missd h on R™:n vektori (yleensd |h| on pieni niin, ettd f(z¢ + h) on

madritelty) ja e(h) — 0 kun A — 0.

2.4.9. Irause. Olkoon D C R™ ja zg € D. Jos funktio f : D — R on

derivoituva pisteessd xg, nitn f on jatkuva pisteessd xg.

Todistus. On ndytettdvd, ettd lim, ., f(z) = f(zo), toisin sanoen on

osoitettava, etti ehdosta z; — o, #; € D seuraa f(z;) — f(zo). Nyt
f(@i) = f(zo) + Vf(2o) - (zi — T0) + |71 — wo| &(z: — o)
jansiis
|f(@:) — f(zo)| < |V f (o) - (i — z0)| + |z: — ol e — 20)]
< [V f(o)[l(2: — mo)| + |zi — molle(a: — zo)| — 0.

Téssd kiytettiin Cauchy-Schwartzin epdyhtilod, kaavaa (1.1.3). Tésti

seuraa f(z;) — f(zo), kuten vaadittiinkin. O
2.4.10. Huomautus. Vaikka funktiolla f on osittaisderivaatat

81f($0), N ,8nf(.'1,‘0),

niin f ei valttamattd ole derivoituva xzq:ssa, silld osittaisderivaatat voi-

vat olla olemassa, vaikka f ei ole edes jatkuva pisteessd xg.

e —————
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Jos tiedetddn, ettd f on derivoituva pisteessd zo, ei ole mitdan

vaikeuksia miiritd gradienttia V f(zo), sillé

Vf(xo) = (alf(m0)> -g: ,8nf(x0))

Pit#4 siis vain laskea osittaisderivaatat. Sen sijaan on vaikeampi paa-
telld, milloin f on derivoituva zg:ssa. Huomaa, ettd yleensé kirjallisuu-
dessa médritellisn gradientti ylla olevalla kaavalla, kunhan vain osit-
taisderivaatat ovat olemassa pisteessé zo. Gradientin olemassaolo ei siis

edellytd derivoituvuutta.

2.4.11. Esimerkki. Olkoon f : R? — R, f(z,y) = sin(zy). Téalléin
81 f(z,y) = 8. f(z,y) = y cos(zy) ja 02f(z,y) = 0, f(z,y) =  cos(zy).
Siten

Vf(z,y) = (ycos(zy), z cos(zy)).

Annamme pian ehdon funktion f derivoituvuudelle pisteessd zo.
Ehto osoittaa muun muassa, ettd esimerkin 2.4.11 funktio f on deri-

voituva R2:n jokaisessa pisteessi.

Jos f on derivoituva pisteessd zp, niin tasoa
Tnt1 = [(z0) + O1f (o) (21 — o) + ... + Onf(%0) (T — Ton)

sanotaan f:n tangenttitasoksi pisteessd (o, f(xo)). Témé on n-taso

R"+1:ssd. TAt4 tasoa kannattaa yleensd ajatella funktion R® — R
x> f(zo) + Vf(z0) - (x — z0)

graafina R"*1:ssi. Graafi on taso, joka kulkee pisteen (2o, f(70)) € R7+1

kautta ja on kohtisuorassa R"*1:n vektoria
(Vf((lfo), —1) = (81f(l'0), oK ,3nf($0), —1)

vastaan.
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2.4.12. Huomautus. Tapaus n = 1:

y = f(@o) + f'(zo)(z — z0),

misss, y = Tn41. TAmén suoran normaali on R%:n vektori (f'(zo), —1).

Jos f derivoituva zg:ssa, niin f:84 voidaan approksimoida pisteen

To pienessd ymparistossd affiinilla kuvauksella
(2.4.13) z +— f(zo) + V f(zo) - (z — x0),

katso kaava (2.4.2). TAm4 on pisteessd zo derivoituvan funktion f tér-
kein ominaisuus. Tahén el riitd osittaisderivaattojen eli gradientin ole-
massaolo pisteessd xy, vaan approksimointi vaatii funktion f derivoitu-
vuuden pisteessd xo. Huomaa, ettd kuvaus (2.4.13) on madritelty koko

R™:ss4.

2.4.14. Huomautus. Kuvaus h — V f(zo) - h on lineaarinen kuvaus
R™ — R; tdhdn palataan kappaleessa 2.6. Itse asiassa lineaarialgebran

tietojen nojalla jokainen lineaarinen kuvaus L : R® — R on muotoa
L(h) = a- h jollakin a € R™

HARJOITUSTEHTAVIA

2.4:1 M&#ritd funktion f: R2\{0} — R, f(z) = |z|"*l, gradientti.
2.4:2 Osoita, ettd funktio f : R? — R,
{ 23/ |z, kun z # 0,

€T =
/(@) 0, kun z = 0,

on derivoituva origossa.
2.4:3 Olkoon f : R? — R ja d;f = 0 = O,f. Osoita, etti f on

vakiofunktio.
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9.4:4 Olkoon f : R? = R, f(z,y) = z° — 4zy — 2y* + 122 — 12y —
1. Missé pisteissi (zo,%) € R? funktion f tangenttitaso on

horisontaalinen eli missé pisteissd affiinin kuvauksen

(CE, y) i f(anyO) + Vf(moayo) ' (13, y)
graafi on (z,y)-tason suuntainen?
2.4:5 Olkoon f : R? > R, f(z,y) = (x,ze?). Mééritad V f(1,1). Onko
olemassa pisteitd (z,y) € R?, missd V f(1,1) = (0,0)?

2.5. DERIVOIMISSAANTOJA

Osittaisderivaattojen laskeminen tapahtuu samoilla séanngilla kuin
yksiulotteisessa tapauksessa. Kuitenkin ndmé sdinnot yhdistettyjen
funktioiden tapauksessa edellyttivit usein derivoituvuutta (eivit pel-
kiistddn osittaisderivaattojen olemassaoloa), joten tutkimme ensin seu-
raavaa kysymysti. Milloin voidaan pédtelld, ettd funktio f : D — R

on derivoituva pisteessi xo € D?

2.5.1. Mé#ritelmd. Olkoon D C R™ avoin ja f : D — R. Funktio f
kuuluu luokkaan C'(D) (kerran jatkuvasti derivoituvat funktiot D:ssé),
jos

a) osittaisderivaatat 91 f(2o), - . -, Onf(2o) ovat olemassa D:n jokai-

sessa pisteessa ja

b) ndmé ovat jatkuvia D:ssa.

Usein yll4 olevassa madritelméssd oletetaan, ettd myds f on jatkuva
joukossa D. Tamé on kuitenkin tarpeetonta. Seuraavan lauseen nojalla
ehdoista a) ja b) seuraa funktion f jatkuvuus, silld derivoituva funktio

on aina jatkuva, kuten lauseessa 2.4.9 osoitettiin.
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2.5.2. Lause. Jos f € CY(D), niin f on derivoituva D:n jokaisessa

pisteessd.

Todistus tapauksessa n = 2. Olkoon f: D — Rjazp = (a,b) € D. On

niytettiva, ettd f on derivoituva pisteessd zy, toisin sanoen
(2.5.3)  f(z) = f(zo) + V(o) - (z = @0) + |z — @o| ez — 20),

missi £(z — zo) — 0 kun z — zo. Huomaa, ettd V f(zo) on olemassa,
koska olettamuksen mukaan osittaisderivaatat 01 f(xo) ja Oaf (zo) ovat
olemassa. Kuten aiemmin totesimme, kaava (2.5.3) pitd4 aina paikkan-

sa; ainoa ongelma on funktion € raja-arvo.

Kiinnitetddn nelic ¢ C D, jonka sivujen pituus on 2r ja jonka
keskipiste on zg = (a,b). Olkoon z = (a+h,b+k) € @, missi (h, k) # 0.
Tallsin |h|, |k| < r. Nyt pétee

f(z) = f(zo) = fla+h,b+ k) — f(a,b)
= fla+h,b+k)— fla,b+ k) + f(a,b+ k) — f(a,b).

Kiinteilld k funktio p(t) = f(a+t,b+ k) — f(a,b+ k) on méiritelty
valilld (—r,7) ja derivoituva kyseiselld valilla, silld ¢'(t) = 01f(a +
t,b+k). Soveltamalla tavallista viliarvolausetta vililla [0, h] (tai valilld
[h,0]) saadaan

fla+h,b+k)— fla, b+ k) = o(h) — ¢(0)
= ' (&)(h—0) =01 f(a+ &b+ k)h.

Samoin soveltamalla viliarvolausetta funktioon

(s) = fla,0+s) - fla,b)
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saadaan
fla,b+ k) = f(a,b) = 9(k) — 9(0)
= ¢'(0)(k — 0) = 02 f(a, b+ O)k.
Yhdistdmélld ndmé aikaisempaan yhtdloon saadaan
flx) = f(zo) = f(a+ &b+ k)h+ Oaf(a, b+ 0)k
= (01 f(a+ &b+ k), 0f(a, b+ 8)) - (h, k).

Luku £ on 0:n ja h:n vilissi ja luku 6 on vastaavasti O:n ja k:n vdlissé;
huomaa, ettid h ja k voivat olla my6s negatiivisia. Soveltamalla tdtéd

kaavaan (2.5.3) saadaan funktiolle € lauseke

[(O1f(a+&,b+ k), B2f(a,b+6))
— (01f (o), B2f(z0))] - (R, k)

e(lx — o) = =

. 1
Il‘—l‘o|

[(01f(a+E& b+k)— 01 f(xo), Oaf(a,b+6) —af(z0)) - (B, K)].

Koska £ — zo = (h, k), téstd seuraa

|(O1f(a+ &b+ k) — 01 f(20), O2f(a,b+0)
— Oy f (z0)||(h, k)]

=[(01f(a+&b+k) = 01f(z0),02f(a, b+ 6) — O2f (20)] — O,

kun (h, k) — 0. TAmi pétee, koska 0; f ja O, f ovat jatkuvia pisteessd
To = (a, b), talloin alf(a+§, b-l-k') — 81f(:1co) ja 62f(a, b+9) — 82f(.’130),

kun (h, k) — 0. Tastd seuraa viite. O

R (93]

2.5.4. Esimerkki. Miarataan funktion f: R™ — R,

f(@) = Izl = ot +... + 22,
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gradientti V f(z) ja tutkitaan funktion f derivoituvuutta. Osittaisderi-
vaattoja ei ole olemassa pisteessi x = 0. Jitdmme tdméan todistamisen
harjoitustehtiaviksi; taimé vastaa yksiulotteista tapausta, jossa funktiol-
la z — |z| ei ole derivaattaa origossa. Nyt funktio f ei ole derivoituva
pisteessd 0. Lasketaan V f(z), kun z # 0. Kiinnitetddn s = 1,2,...,n

ja tutkitaan yhden muuttujan, x;, funktiota

TN 2 S S 2

Laskemalla tamén derivaatta saadaan
Of(x)=1/2(x+ ... +22)" Y22z, = =2

Funktio’ f on derivoituva joukossa R™\{0}. Syy téhén on seuraava.
Funktio z — |z| on jatkuva R™:ssd, mistd seuraa tapausta n = 1 vas-
taavasti, ettd = +— 1/|z| on jatkuva joukossa R™\{0}. Funktio z — z;
on selvasti jatkuva R™:ssé ja kahden jatkuvan funktion tulo on jatku-
va, joten funktio  — z;/|z| on jatkuva joukossa R™\{0}. Tdma pétee
kaikillaz = 1,2, ..., n. Lauseen 2.5.2 nojalla f on siten derivoituva jou-
kossa R™\{0}. Funktion f gradientille V f(z) saadaan pisteessd x # 0

lauseke

VF@) = Ouf(oe Buf@) = (Do )
1 T
= |—$—|(3:1, B = m
2.5.5. Huomautus. Tapaus n = 1: Olkoon f : R — R, f(z) = |z|.
Talloin
=1, kun z > 0,
= —1, kun z < 0.

fl(@)=Vf(z)=—= {

Tarkastellaan seuraavassa f:n osittaisderivaattojen méaardamisti

tapauksessa, kun f on yhdistetty funktio, eli johdetaan niin sanotut
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yhdistetyn funktion derivoimisen ketjusianndt. Tarkastelemme tilan-
netta ensin erikoistapausten kautta. Yleinen tilanne kisitelldan kappa-

leessa 2.6.

A) Olkoon D C R™ avoin, A C Rvili, h: D —- Ajag: A — R,

Tarkastelemme funktion f = g o h derivoimista.

Tama on helppoa, silld osittaisderivaatat lasketaan rajoittamalla
funktio R™:n koordinaattiakselien suuntaisille suorille. Maérdtaan tassa

tapauksessa 0; f. Maaritelmin mukaan

) oh(xzg +te;) —goh(x
() = g L2 2 101) 9o hlrn)

Koska zo € D ja D on avoin, funktio

©(t) = g o h(zo + tey)

on médritelty jollakin vélilld (-4, §), § > 0. Laskemalla tdmén funktion

derivaatta 0:ssa tavallisella yksiulotteisella ketjusddnnélla saadaan

©'(0) = g'(h(zo + Oe1)) - O1h(zo + Oey)
9'(M(z0))01h(z0).

Toisaalta

Havaitaan siis, ettd 0 f(xo) = ¢'(h(%0))01h(x0), jos derivaatat 0;h(x)

ja g'(h(zo)) ovat olemassa. Yleisesti saadaan ketjusdinto

8if(£L'0) = g'(h(xo)) &'h(ﬂfo), 1= 1, ey N
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2.5.6. Esimerkki. Olkoon f : R? —» R, f(z,y) = sin(zy). Nyt f =
goh, missi h : R? — R, h(z,y) = zy ja g : R — R, g(s) = sins.

Madratddn O, f(z,y). Ylldolevasta kaavasta saadaan

”

O f(z,y) = g9'(h(z,y)) - Oh(z,y)

= cos(h(z,y))z = cos(zy)z.

Sama tulos saadaan tietysti suoraan kiinnittamalld z ja derivoimalla

y:n suhteen.

B) Olkqot D, D’ C R™ avoimia, w : D — D’ ja h: D' — R. Tarkaste-

lemme funktion f = h o w derivoimista.

Kuvauksia eli funktioita w, joiden arvot ovat R™:sséd, ei ole aikaisem-
min kisitelty. Nama palautetaan reaaliarvoiseen tapaukseen seuraavas-
ti. Kuvauksen w : D — D’ mééritelmédn mukaan jokaiseen z € D on
liitetty yksikisitteinen w(z) € D', toisin sanoen w(z) = (Y1,.-.,Yn)s
missa y; on w(z):n koordinaatti. Siten w maarad n kappaletta funktioi-
ta y; = wi(z), z € D. Ndmai ovat kuvauksia w; : D — R, toisin sanoen
w(z) = (wi(z),...,w,(z)), missd w; on kuvauksen w i. koordinaatti-
funktio. Siten

f(z) = h(w(z)) = h(wy(x), ..., w.(z)).

2.5.7. Lause. Olkoot funktiot w; derivoituvia pisteessd ro € D ja h

derivoituva pisteessd w(zo). Tallgin f on derivoituva pisteessd xq ja

0if(zo) = Y _ Oh(w(0))dw;(xo), 1 =1,2,...,7.
j=1
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Todistus. Todistetaan kaava tapauksessa 1 = 1. Muut indeksit ¢ mene-

vit samoin. On néytettavi, etté
81f(5130) = Z(')Jh(w(azo))ale(xo)
j=1

Maidritelmén nojalla

flzo +ter) — f(xo)_
t

01 f(zo) = lim
Olkoon t # 0 niin pieni, ettd zy + te; € D. Nyt
flzo+ter) — flwo)  h{w(zo+ter)) — h(w(xo))'

t t
Koska h on derivoituva pisteessd w(zg), pitee jokaisella y € D’
h(y) — h(w(zo)) = Vh(w(zo)) - (y — w(o)) + |y — w(zo)| &(y — w(wo)),

vertaa kaava (2.4.8). Asettamalla y = w(zo + te;) € D’ ja jakamalla

puolittain £:114 saadaan

h(w(mo + tel)) — h(w(xo))

t
= Vh(w(zo)) - w(zo + te;) — w(zo)
izt ien - wiz) e(w(zo + ter) — w(wo)).

t
Koordinaattifunktioiden avulla esittimalla saadaan

w(zo + te;) — w(xo)
t
. ('U)] (CE() + t@l) — W1 (CCo) wn(a?O + tel) - wn(ﬂfo))
= t t Bt t

— (81101(230), ST 81'wn($0)),
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kun ¢ — 0. Yhdistdmélld tdmi aikaisempaan kaavaan ja antamalla

t — 0 havaitaan, ettd

31f(330) =
ZVh(’w(.’L'o)) . (81’(1}1(330), SN 61’LUn(iE0)) + l(@lwl(azo), Ce ,81wn(:c0))| . 0

:Zajh(w(xo))ale(wo)-

Tamai on vaadittu summakaava. Funktion f derivoituvuus seuraa suh-
teellisen helposti funktioiden h ja wy, i = 1,...,n, derivoituvuudesta.

Jatdmme todistamisen harjoitustehtiviksi. O
2.5.8. Esimerkki. Olkoon f: R? — R,

f(z,y) = sin(sin(z)e™).

Osittaisderivaatta 0y f(z,y) on mahdollista méaérittid tavalliseen ta-
paan kiinnittdmalla y ja derivoimalla z:n suhteen. Kaytetiin kuiten-

kin ketjusdantoa asettamalla

h(z,y) = sin(zy),

w(z,y) = (wi(z,y), wa(z,y)) = (sinz, ™).
T&lloin
(how)(z,y) = h(w(z,y)) = h(wi(z,y), wa(=, y))
= sin(sin(z)e™) = f(z,y).
Suoraan laskemalla saadaan funktion h gradientiksi

Vh(.’]?, y) = (81h(.’13, y)a 82}7’(33’ y))

= (ycos(zy), z cos(zy))
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ja osittaisderivaatoiksi
drwi(x,y) = cosz, dywa(z,y) = ye™.

Kaikki funktiot ovat jatkuvia, joten voidaan kdyttdd ketjusddntod. Se

antaa

O f(z,y) = €™ cos(sin ze™) - cos x + sin z cos(sin ze™) - ye™.

C) Seuraava tilanne tulee usein vastaan. Olkoon A C R vili, D C R*
avoin joukko ja g : D — R sekd v : A — D kuvauksia. Funktio y
on siis kuvaus vililtd A avoimeen joukkoon D C R™. Jokaisella t € D

kuvauksen « arvo pisteessd t on R™n vektori

(m(t), 72(2), . s (D)),

toisin sanoen 7 méirittelee koordinaattifunktiot 73 : A — R, ¢ =
1,...,n. Kuvausta v sanotaan jatkuvaksi, jos jokainen -; on jatku-
va, ja jatkuvaa kuvausta v : A — D sanotaan poluksi joukossa D.

Kuvauksen « derivaatta +'(t) pisteessd t € A madritellddn vektoriksi

V() = (), 7®),

missid v,(f) on tavallinen derivaatta. Tamé tietenkin edellyttdd, ettd
jokainen derivaatoista /(t) on olemassa pisteessd t. Nyt on méaritet-
tivi tavallisen reaaliarvoisen funktion u : A — R derivaatta pisteessa

Zo € A, kun u on muotoa u = go-y.

2.5.9. Lause. Olkoonty € A, ¥'(ty) olemassa ja g : D — R derivoituva
pisteessd y(to). Tdlldin

K (to) = Vg(v(to)) - 7' (to).

Todistus. Harjoitustehtava. U

i
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Polkuja ja muita vektoriarvoisia funktioita késitellian tarkemmin
luvussa 3.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.5:1 Todista viliarvolause avaruudessa R™: Olkoon D C R™, f €
CYD), z,y € D ja jana

I'={ty+(1-t)z:t€l0,1]} c D.

T4lloin on olemassa sellainen € € I, ettd

“

fly) = f(@) = V(&) (y— ).

Vihje: Tarkastele funktiota ¢(t) = f(ty + (1 —t)z), t € [0, 1].

2.5:2 Muotoile ongelma virheen arvioinnista kiyttien hyviksi edellis-
td tehtdvdd tapauksessa D C R? ja ratkaise se.

2.5:3 Kuinka monta desimaalia luvuista 7 ja e on tunnettava, jotta
luku €™ saadaan laskettua tarkkuudella 0,001? Pyri karkeaan,
mutta varmasti riittdvdan arvioon.

2.5:4 Olkoon v : R — R?, y(t) = (¢, cost), ja f : R? = R, f(z,y) =
zy. Mairitad f oy ja (f o) (t).

2.5:5 Madritd edellisen tehtdvin derivaatta (f o y)(t) ketjusi&nnén
avulla.

2.5:6 Todista lause 2.5.9.

2.5:7 Olkoot D, D" C R™ avoimia, w : D — D' ja h : D' — R.
Oletetaan, ettd kuvauksen w koordinaattifunktiot w; : D — R,
t=1,...,n, ovat derivoituvia pisteessi zo € D ja ettd funktio
h on derivoituva pisteessid w(zo) € D'. Osoita, ettd kuvaus f :

D — R, f = how on derivoituva pisteessi zq € D.
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2.6. DERIVAATTA JA KETJUSAANTO YLEISESSA TILANTEESSA

Olkoon D C R*ja f : D — RP, p > 1, kuvaus. T&ll6in jokaisella
z €D

f(:l?) = (fl(w)) . '>fP($))a

missd f; : D — R, j = 1,...,p, ovat fin koordinaatiifunktiot. Ku-
vausta f sanotaan jatkuvaksi pisteessa xo € D, jos jokaisella joukon D
jonolla (z;), jolla z; — =zo, pétee f(z;) — f(zo). Kuten aikaisemmin
todettiin, timi on yhtipitivid sen kanssa, ettd jokainen koordinaat-
tifunktio f;, j = 1,...,p, on jatkuva pisteessd zo. Kuvaus on jatkuva

joukossa D, jos se on jatkuva D:n jokaisessa pisteessi.

Oletetaan, etti D on R™n avoin osajoukko ja o € D. Kuvaus
f : D — RP on derivoituva eli differentioituva pisteessid xp, jos on

olemassa sellainen lineaarikuvaus
L:R"— RP,
ettd
(2.6.1) f(zo +h) = f(zo) = L(h) + |hle(h),

missi, e(h) — 0, kun h — 0. Siis jos (h;) on sellainen jono vektoreita,
ettd h; — 0ja h; # 0, niin g(h;) — 0. Tdma on yhtépitavii sen kanssa,

ettd jokaisella € > 0 on olemassa sellainen § > 0, ettd
(2.6.2) le(h)| < €, kun |h| < 4.

Joukon D avoimuudesta seuraa, ettd ¢ on méadritelty ainakin jossain
pallossa B(0,7), » > 0. Asettamalla €(0) = 0 havaitaan, ettd ehto

(2.6.2) on yhtépitivi sen kanssa, ettd ¢ on jatkuva origossa. Kuten
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aikaisemminkin, on syytd huomata, ettd kaava (2.6.1) pitee jokaisel-
le lineaarikuvaukselle L : R* — RP; derivoituvuus sen sijaan riippuu
chdosta €(h) — 0 kun h — 0.

Kiytamme seu;aavassa lineaarialgebran kurssin tietoja, kun kasit-
telemme lineaarikuvauksia L : R®™ — RP. Muista, ettd kuvaus L : R® —
R? on lineaarinen, jos L(ah+ Bh') = aL(h)+ BL(K) kaikilla h, b’ € R™
jaa,B eR.

Jos f on derivoituva pisteessd xg, niin lineaarikuvausta L kaavassa
(2.6.1) merkitddn f’(zo):lla. Seuraava lause ei ole vaikea todistaa; sen

todistus on sama kuin tapauksessa p = 1, vertaa lause 2.4.9.

2.6.3. Lause. Olkoon f : D — RP derivoituva pisteessid o € D.
Talloin

(i) f on jatkuva pisteessi xq,
(ii) lineaarikuvaus f'(zo) : R™ — RP on yksikdsitteisesti mddrdtty,
(iii) koordinaattifunktiot f;, j =1,...,p, ovat derivoituvia pisteessd
Zy. O

Ehdosta (iii) seuraa myos kuvauksen f derivoituvuus pisteessi x.

Oletetaan, ettd f on derivoituva pisteessd zo. Téllsin f/(x¢) : R™ —
R? on lineaarikuvaus, ja jokaisella lineaarikuvauksella on esitysmatriisi,

joka téssd tapauksessa on (p x n)-matriisi

"an Q12 ... Qin
dgy Q29 ... Q9
! n
f (330) =
[Gp1 Qp2 ... Qpp |
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avaruuksien R™ ja RP standardikannassa. Témé tarkoittaa, ettd kun
h = (hi,...,hy,) € R niin f'(z¢) h on RP:n vektori

iy -+ Qin h*l
f'(zo) h =
ﬂ,?;] oae G‘Pﬂ- h‘ﬂ
= (a11h1+...+a1nhn, R ap1h1+...+a,mhn).

Edelld on merkitty, kuten lineaarikuvausten yhteydessi on tavallista,
f'(z0)(h) = f'(z0) h, toisin sanoen kuvauksen argumentin ympérilta
jatetddn sulut pois.

Jos f on derivoituva pisteessd zo ja lineaarikuvauksella f'(zo) on
edelld mainittu esitysmatriisi, niin maarddmme seuraavaksi luvut aj;,
1< j<p, 1<1i<n, funktion f koordinaattifunktioiden f; osittaisde-
rivaattojen avulla lausuttuna. Valitaan kaavassa (2.6.1) h = tey, t # 0
ja L = f'(z0). Nyt kuvauksen f'(zo) lineaarisuuden takia

f'(xo)(ter) =t f'(xo) €1

ja toisaalta

flzo +tey) — fxo) = (f1(mo +ter) — f1(wa), - ., fol@o +ter) — fp(wo))-

Kaava (2.6.1) saadaan, jakamalla puolittain #:114, muotoon

(Folao + ter) - fp(fvo)))

o+ | =

<% (fr(zo +ter) — fi(@o))s - - -

= f'(z0) €1 + |—i—l e(ter)
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aiy ... Qip ’~ 1
agz1 ... Qop 0 t
= + u E(tel)
[ap1 - apn] | O]

t
= (o amn, . ap0) + D efrey)

Koska €(te;) — 0, kun ¢t — 0, ja koska koordinaattifunktioilla f; on
osittaisderivaatat

% (fi(zo + ter) — fi(@o)) — 61 filzo),

niin antamalla ¢ — 0 ndhd&én, ettd vektorit

.+ (O1fi(%0), 01 f2(w0), . - ., O fp(20))

ja (a11,091,...,0a,) ovat samat ja siis a;; = 01 f;(xo) jokaisella j =

1,...,p. Vastaavasti jokaisellai =1,...,n saadaan
aji = 0, f;(2o),

missd 1 <7 < njal<j<p. Siten lineaarikuvauksen f/(zq) esitys-
matriisi on muotoa

Falfl(xo) A2f1(zo) ... Onfi(zo)

(264) f/(xo): 81f2:($0) 82f2($0) 8nf2($0)

_81fp(1'0) 02 fp(o) ... anfp(xo),,

Yll4 on itse asiassa todistettu aikaisempi tulos, lause 2.4.5, yleisemmiis-

sd muodossa. Lauseen 2.4.5 kaavassa vaakarivejs on vain yksi.

Samoin kuin aiemmin yksinkertaisemmassa tapauksessa pétee, ettd
kaikkien koordinaattifunktioiden derivoituvuudesta seuraa f:n derivoi-
tuvuus. Lisdksi pétee, ettd jos kaikki funktiot f; € CY(D), 1 < j <p,
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niin f on derivoituva D:n jokaisessa pisteessd. Néiden todistaminen ei

ole oleellisesti vaikeampaa kuin aikaisempien tulosten.

Josp=1eli f: D — R, olemme médritelleet derivoituvuuden
pisteessi zo € D kaavalla (2.4.3), missi vektori a = V f(zo). Derivoi-
tuvuus on tissi tapauksessa tdsmalleen sama kuin ylld maaritelty. Syy

on se, ettd lineaarikuvaus f'(2o) : R® — R tulee muotoon
(2.6.5) f'(zo) h =V f(z0) - hy

mikd ndhdddn suoraan esityksestd (2.6.4). Kuten aiemmin todettiin,
on jokainen lineaarikuvaus L : R* — R muotoa Lh = a- h, h € R",
jollakin kiintedlld a € R™.

Tutkimme lopuksi ketjusidintoé yleisessa tapauksessa. Olkoon D C
R" ja D' C RP avoimia joukkoja seki, f : D — D' jag: D' — R
kuvauksia. Seuraava lause ei ole vaikeampi todistaa kuin aikaisemmat

ketjusdannot,.

2.6.6. Lause. Jos f on derivoituva pisteessd xo ja g on deriwoituva
pisteessd f(xo), niin yhdistetty kuvaus go f : D — R7 on derivoituva

pisteessd xoy ja

(2.6.7) | (g0 f)(x0) = g'(f(%0)) f'(z0)-
O

Kaava (2.6.7) tarkoittaa, ettd lineaarikuvaus (go f)'(zo) : R® — RY
saadaan yhdistamalla lineaarikuvaukset f'(zo) : R* — R? ja ¢'(f(z0)) :
R?P — R kuten tavallista, ei yhdistettyjen lineaarikuvausten vélissa
kiytetd merkintdi o. Lineaarikuvausten (g o f)'(xo) esitysmatriisi saa-
daan kertomalla ¢'(f(zo))n ja f'(zo):n esitysmatriisit. Kaikki aikai-

semmat ketjusdannot ovat seurauksia lauseesta 2.6.6.

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT R"™:SSA 47

2.6.8. Esimerkki. Olkoot f : R? — R? f(z,y) = (sinz,2y) ja g :
R? > R, g(z,y) = zy. Talldin go f : R? - R,

(90 £)(z,9) = g(f(2,9)) = g(sinz, zy) = zysinz.

Nyt g, f, g o f € C(R?), joten kaikki kuvaukset ovat derivoituvia.
Laskemme gradientin V(g o f)(z,y) lauseen 2.6.6 kaavasta

(gof)(z,y)= d(f(zy) o  fl=zy)

]jnuaarlkuvaus R2—=R lineaarikuvaus R2—R?2
>

=
lineaarikuvausten yhdistetty lineaarikuvaus R2—R

kdyttdmalld derivaatan ja gradientin vélistd yhteyttd (2.6.5),

(gof)(zy)h=V(go f)(z,y) h,

missd h € R?. Kaavasta 2.6.4 saadaan lineaarikuvauksen f'(x,y) esi-
tysmatriisiksi

) = ofilz,y) Oafi(z,y) _ [cosz 0
i {31f2($,y) 32f2(:v,y)] { Y x}

Kayttdmailld kaavaa (2.6.5) kuvaukseen g saadaan

2

Vy(z,y) - h = g'(z,y)h = (919(2,y), Oag(z, y)) [ﬂ

2

hy
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Lasketaan seuraavaksi yhdistetyn lineaarikuvauksen ¢'(f(z,v))of'(z, y)
arvo vektorilla A € R?; timi tulee suoraan edellisistd kaavoista. Saa-

daan

g(f(z,y)) f'(z,y) b= g'(f(z,y)(f'(z

(7 )

(cosz) hy }

Y, sinx
= (zy,sinz) Yy 2y

= (zy (cosz) hy + (sinx)(y k1 + x ha)
= (zy cosz 4+ y sinz)hy +z(sinz) hy

= (zy cosz + y sinz, z sinz) - (hy, ha).

Saadaan siis V(go f)(z,y) = (zy cosz+¥ sinz, sinz). Saman tulok-

sen saa helpommin laskemalla suoraan osittaisderivaatat.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.6:1 Olkoon f :R? — R?ja f = (f1, f2). Osoita, ettd jos fi ja fo ovat
derivoituvia pisteessi o € R?, niin f on derivoituva pisteessi
To.

2.6:2 Mairitd kuvauksen f: R?2 — R? f(z,y) = (&Y, zy), derivaatan
f'(z,y) esitysmatriisi pisteessd (z,y) = (1, 1).

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT R™:SSA 49

2.7. SUUNNATTU DERIVAATTA JA GRADIENTIN GEOMETRINEN
MERKITYS

Késittelemme asiaa vain, kun n = 2. Yleistys tapaukseen n > 3 on
helppo. Reaaliarvoisen funktion osittaisderivaatat pisteessd zgy on otet-
tu koordinaattiakselien suuntaan. Yhtd hyvin osittaisderivaatta voi-

daan maééaritelld mihin suuntaan hyvinsa.
Olkoon f: D — R, D avoin R%ssa ja zg € D seki v € R?, |v| =1
eli v on yksikkdvektori. Funktion f:n suunnattu derivaatta pisteessd g

suuntaan v on

f(zo + tv) = f(20)
t

fo(zo) = 0y f(z0) = Dy f(20) = lim

mikili kyseinen raja-arvo on olemassa. Havaitaan, ettd

01f(20) = Oe, f(w0), Oaf(z0) = Oe, f(20).
2.7.1. Lause. Olkoon f derivoituva pisteessd xqo. Talloin
Oy f (o) = Vf (o) - v
i
|0 f ()| < |V f(o)]-

2.7.2. Huomautus. Lauseen 2.7.1 epdyhtilossa vasen puoli on reaalilu-

vun itseisarvo ja oikea on vektorin pituus.

Lauseen 2.7.1 todistus. Koska f on derivoituva pisteessa g, pitee

f(zo+h) = f(zo) = Vf(xo) - h+ |h|e(h).




