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on olemassa sellainen, mahdollisesti dérellinen, jono laatikoita D;, 1 =
1,2,..., etta

Zvol(Di) <e
ja
Nc|JD.
i=1
Ylla

VOl(D) = (b1 — al)(b2 — a2) .. (bn — an)

on laatikon D = [a1,b1] X ... X [an, b, tilavuus. Lause 4.2.3 a) pétee

myos kun n > 3.

5.1.1. Lause (Lebesgue). Olkoon A C R™ kompakti, 0A nollajoukko
ja f: A — R jatkuva. Talléin integraali

/fdrcl...dacn
A

on olemassa. d

5.1.2. Huomautus. “Saannollisten” joukkojen A reunat 0A ovat yleenséi

nollajoukkoja, vaikkakin on syyta olla tarkkana.

Joukon A C R™ tilavuus maaritelldan kaavalla
vol(A) = / 1dz; ... dzy,,
A

jos integraali on olemassa. Lauseen 5.1.1 perusteella joukolla A on tila-
vuus, jos 4 on kompakti ja A on nollajoukko. T#lléin pitee vol(A) =
vol(A). Ep#oleelliset integraalit késitellidn samoin kuin tapauksessa

n =2,
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5.2. INTEGRAALIN KAYTANNON LASKEMINEN

Integraalien laskemiseksi ovat kiytettivisss samat menetelmit kuin

tapauksessa n = 2. Kasittelemme néité esimerkkien avulla.

5.2.1. Esimerkki. Lasketaan integraali

I = / T3 diL'] dLI)Q dﬂ?g
A
iteroituna integraalina, missi A4 on joukko, jonka mairaavit epayhtalot

i+ 22 < 22
i+ i+ <1,
23320

Niistd ensimmainen epiyhtild rajaa kartion, toinen edustaa suljettua

yksikkopalloa ja kolmas ylempé puoliavaruutta.

Funktio f(z1, z3,23) = 23 on jatkuva, joukko A on kompakti ja 04
on nollajoukko, mité ei ole aivan helppo nahdi. Néin ollen integraali

on lauseen 5.1.1 nojalla olemassa, joten saamme

2

‘11_1’2
I = / / T3 d.’L‘3 dil?l dIL‘Q
B(O'T) 2+:c2 )

=3 // (1 — 2z} — 222) da; das.
B(0, %)
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Ympyri 8B(0,1/v2) = {(z1,72) € R? : 2] + 23 = 1/2} edustaa yksik-
kopallon pinnan ja kartion leikkauksen projektiota z129-tasolle. Kiin-
tealld (z1,2) € B(0,1//2) muuttuja 3 on kartiopinnan ja pallopin-
nan vilissd. Tami antaa integroimisrajat. Napakoordinaattimuunnok-

sella viimeinen integraali tulee muotoon

2 L
1/ /ﬁ(l—Zrz)rdrdap
2Jo Jo
1
=7r/w(1—2r2)rdr=:
; 8

5.2.2. Esimerkki. Integraaleja voidaan kisitelld muuttujanvaihdol-
la kuten tapauksessa n = 2. Olkoot D, D" C R™ avoimia, D ja D'
kompakteja, D, 0D’ nollajoukkoja sekd w bijektiivinen Cl-kuvaus,

w:D — D' Jos f: D' — R on jatkuva, niin

fdz, ... dz, :/ fw)|r(w)|dzy ... dza,
D D

missé 7(w) on kuvauksen w jacobiaani eli Jacobin determinantti

owy - Gy
r(w)=detw' =| : . 1 |,
81’11)11 e an'wn
ja ws, . .., wn ovat w:n koordinaattifunktiot.

. . . 3 e
Tarkastellaan esimerkkini kuvauksesta w avaruuden R° niin sanot-

tua pallokoordinaatistoa

z1 = rsinf cos p,
Ty = rsinfsin g,

x5 = 7 cos .

——f
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Tamén geometrinen tulkinta on seuraava: r = \/2? + 22 + 2% edustaa
vektorin « = (z, 9, 3) pituutta ja 6 € [0, 7] on kulma z:n ja positii-
visen zs-akselin vililld. Kulma ¢ € [0, 27) edustaa vektorin (5131;(82, 0)

. o e . ”~ . ey .
ja positiivisen zi-akselin vilistd kulmaa z,z,-tasossa.

Olkoon
w: [0,00) x [0,27) x [0, 7] — R3

edellisen kaavan méirittelemd kuvaus, eli w(r, ¢, 0) = (21, z3, x3). Té-

ma ei ole bijektio, mutta w:n rajoittuma

w: (0,00) x [0,27) x (0, 7) — R\ {z3-akseli}

on. Joukko (0,00) x [0,27) x (0,7) ei ole suljettu eikd avoin, mutta
sen reuna ja reunan kuva ovat nollajoukkoja. Suoraviivainen derivointi

antaa kuvauksen w Jacobin determinantiksi

sinfcosp —rsinfsing rcosfcosyp
T(w)(r, ¢, 0) = det |sinfsing rsinfcosy rcosfsing
cos 6 0 —rsiné

= r?giné,

Jatdmme tdmén determinantin kehittdmisen harjoitustehtéviksi.

5.2.8. Huomautus. Vastaava muunnos esiintyy myos R™:ssd. Kunn = 2,

tdmé muunnos on napakoordinaattiesitys, jonka Jacobin determinantti

onr.




132 VEKTORIANALYYSI

Lasketaan edellistd muunnosta w kiyttien pallon B(0, R) tilavuus.

Maééaritelman mukaan

vol(B(0, R)) = / 1 dz; dzy das
B(O,R)
R
//f 1-7r?sinfdpdfdr
=2 / 6 /f = o
—7r0—cos 03—37r.

5.2.4. Esimerkki. Lasketaan toisena esimerkkini muuttujanvaihdosta

integraali

1
I =/ dzy dzo dzs.
Bo,p) 1+ a3 + 2§ + 23

Joukko 0B(0, R) on nollajoukko, joten integraali voidaan yhtd hyvin
laskea joukon B(0, R) yli. Funktio
1

f($1,3?2,$3) TW

on jatkuva R3:ssa, joten

///%f “P’ ) |7 (w )(Ia%e)ldgodédr

=r2sinf

R 7‘2 T
=27r/ (/ Sin0d0> dr
o 1+72\Jo

R 2
- 47r/ 5 dr = 4n(R — arctan R).
0

147

e
14r

5.2.5. Esimerkki. Kuten tapauksessa n = 2 voidaan integraali laskea

my0s tasa-arvopintojen avulla. Kaava saa R™:ss4 muodon

/Ah(f(ml,...,a:n))dxvl...da:n:/a h(t)V'(¢) dt,
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missd V (t) = vol{(z1,...,2,) € A: f(z1,...,2,) < t).
Lasketaan edellinen esimerkki tilld tekniikalla. Nyt h(t) = 1/(1+t)
ja f(zy, 22, 23) = 22 + 22 + 2. Funktio h o f on tillsin
’ 1
142} + 2% + 23
Jos f <t, niin 2? 4+ 2% + 22 < (V1)?, ja kun 0 < t < R?, niin

(ho f)(z1,m2,23) =

V(t) = 43” 32,

silld r-siteisen pallon tilavuus on 472 /3. Derivoimalla saadaan V'(t) =
2m t1/2 ja siten

-R? 1 R? t1/2
- / L vieydt=on / dt.
o 14+t o 14+t

Sijoituksella ¢t = u? integraali muuttuu muotoon

R u2 R 1
I =4 du =4 1-—-
7r/0 T U 7r/0 < 1+u2) du

= 47(R — arctan R).

5.2.6. Esimerkki. Epioleellisten integraalien tulkinta on my6s saman-

laista kuin tasossa. Maaratddn epdoleellinen integraali

1
]:/ dz; dzy dxs,
B(0,1) '37]

missé « > 0 ja B(0,1) on R3:n yksikkdpallo. Nyt funktio
1
flz) = —
||
ei ole mééritelty pallossa B(0,1) eikd rajoitettu joukossa B(0,1)\{0}.
Yksi piste, tédssd tapauksessa origo 0, on kolmiulotteinen nollajoukko,

joten

I =/ f d.’l?l d.’EQ diL'3,
(0,1)\{0}
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jos epéoleellinen integraali 5.2:2 Maarité ellipsoidin z3/a® + 22/6% + 22/c? < 1 tilavuus, Kéiyts

/ f dd?l dl‘z d(L‘g
B(0,1)\{0}

on olemassa. Havaitaan, ettd f > 0. Epdoleellinen integraali I tulkitaan

hyvéksesi muunnosta w(z1, zg, 23) = (az;, bx,, cx3)

raja-arvona
I = lim —— dzydzydas = li%l I
T—0+

r=0+ / po,1\B(0,r) 1]

Kun 0 < r < 1, niin integraali I, on tavallinen jatkuvan funktion

Riemann-integraali ja se kannattaa laskea pallokoordinaatistossa:

1 2 ™ 1
Ir=/ / / —r?sind dfdedr
r Jo Jo T¢
1
ES 47r/ r*=dr.

Olkoon « # 3. Téllsin, kun r — 0,

k
dr /r3_a:347r (1-r 5 3o un a < 3,
-

Jos a = 3, niin
4 1
Ik = 47r/ r~ldr = 47r/logr = —4rlogr — oo,

kun r — 0. Siis integraali I suppenee vain, kun o < 3.

HARJOITUSTEHTAVIA

5.2:1 Olkoon A = {(z,y,2) € R : z?+22 < r? 0 < z3 < h} sylinteri.

Madritd integraali

/// Z‘g(l‘% + IE%) d.’IIl dSL‘Q dIEg.
A




