1. EUKLIDINEN AVARUUS R"

1.1. R™:N STRUKTUURI

Euklidinen avaruus R™, n =1,2,..., méiritellddn joukkona

R"={(ac1,x2,...,xn):xieR, 7:_—_1,...,7’),},

missi (1, T2, .-.,Ts) O0 luvun n pituinen reaalilukujono. Avaruuden

R™ pisteille eli vektoreille kiytetddn merkintad
T=7=(21,Z2,...,%n)

ja z;:td kutsutaan z:mn 4. koordinaatiksi. Emme yleensd kéytd vekto-

rin pdalld viivaa. Kaksi R™:n vektoria, z = (z1,22,...,2) ja y =
(Y1, Y2, - - -, Yn), Ovat samat silloin ja vain silloin kun z; = y; jokaisella
i =1,...,n. Havaitaan, ettd R! on samaistettavissa R:n kanssa.

Avaruus R” on reaalinen vektori- eli lineaariavaruus, kun méaaritel-

l44n vektoreiden z ja y summa
z+y=(@1+Y1,. ., Tn+Yn)
ja reaaliluvulla A kertominen

AL = ()\-'L'l, . .,)\.’L‘n);

nolla-alkio R™:ssé on nollavektori, merkitdain 0 = 0 = (0,...,0). Kay-
tamme R™:ssi lineaarialgebran tietoja.
Vektoriavaruuden R" standardiyksikkovektorit ovat
e = (1,0,...,0),
€ = (0)1)0)"'70)7

e. = (0,...,0,1).
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Jokainen vektori = (z,zs,...,2,) voidaan yksikisitteiselli tavalla

esittdd muodossa,

T =161+ 220+ ...+ T,6,.

Vektoreiden kertolasku ei yleensé ole miiritelty, paitsi kun n = 1,
Jolloin se on tavallinen reaalilukujen kertolasku. Avaruudessa R? eli ta-
sossa voidaan kayttad vektoreiden kertolaskuna kompleksista kertolas-
kua. Tatd emme kuitenkaan kéyté talls kurssilla. MyShemmin kdytam-
me R%:ssa vektoreiden z,y € R® ristituloa z X y muutamassa yhteydes-
sé.

Avaruudessa R™ méidriteltyd pistetuloa z - y ei pidi sekoittaa ker-
tolaskuun. Pistetulo liittdd vektoripariin z,y € R” reaaliluvun z - Yy
kaavalla

T Y=Y+ ...+ Tl

Pistetulo toteuttaa yhtalst

rT-y=y-x,

z-(y+z2)=z-y+z-2

Vektorin x € R™ pituus méiiritelldin kaavalla

lz| =vVz -z =\/z}+... +22 >0

ja kahden vektorin z ja y vilinen etdisyys kaavalla

dz,y) = |z =yl = V(e1 = 91)P + .. + (0 — yn)2.

Havaitaan, ettd |z| = 0 tédsmélleen silloin kun z = 0 eli kun z on
nollavektori.
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Vektoreiden z ja y vilinen kulma 6 € [0, 7] on kulma, joka toteuttaa

yhtalon

| T kel #0# 1,
(1.1.1) cosh = ¢ lzllyl '
1 , kun |z| =0 tai |y| = 0.

1.1.2. Huomautus. Kulman € olemassaolon ehtona on

® Y e [-1,1].

|=lyl

Palaamme tdhdn myShemmin.

Seuraavassa tarkastelemme joitakin pistetulon, pituuden ja etéi-

syyden" ominaisuuksia.
A) Cauchy-Schwartzin epéyhtilé:
(1.1.3) |z -yl < |2lly]

eli

|Z1ys + .-+ Tnla| < \/w?+~-+$%\/yf+---+yﬁ-

Todistus. Voidaan olettaa, etti = # 0 # y, koska muuten kaava (1.1.3)
on selvd. Olkoon t € R. Télloin pétee

0<ltz+y|* = (tz+vy) (tz+y)
r.ozt+tr-y+ty-z+y-y
= tHz|2 + 2z -y + |y|?
Nyt ¢ — t?|z|% + 2tz - y + |y|> > 0 on toisen asteen polynomi, jonka
graafi on t-akselin yldpuolella ja jolla voi olla enintdén yksi nollakohta.
Niin ollen sen diskriminantti D = b? —4ac toteuttaa epiyhtilén D < 0

eli
D = b? — dac = 4(z - y)® — 4|z|*|y|* < 0.
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Téstd seuraa
(@ 9)* < |yl
mikd puolestaan on yhtéipitivis epayhtilon
|z -yl < =[]yl
kanssa. (]
1.1.4. Huomautus. Edells kiytimme tietoa

<P e < e ol <8I

Cauchy-Schwartzin epayhtilosts seuraa, ettd kaavan (1.1.1) kulma
¢ on hyvin méaritelty.

B) Etiisyydelld on seuraavat ominaisuudet:

(i) |z| >0 ja |z| = 0 tésmélleen silloin kun z = 0,
(ii) |Az| = |)||z| jokaisella ) € R,
(iii) kolmioepayht#ls

|z 4yl < la| + Jyl.

Todistus. Kohdat (i) ja (ii) ovat selvid, kohdan (iii) jitdmme harjoitus-
tehtavaksi. a

C) Kohdalla B) (iii) on yleistykset

@ lz+y+. . +w <l|z|+ ]yl +...+]|w],
(IT) kolmioepayht#ldn vasen puoli

2l =1yl < ll=| = Iyl < &+ y).
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Todistus. Kohta (I) on selvd. Kohdan (II) ensimmaéinen epéyhtélo on

myos selvi, koska jokaisella reaaliluvulla o péitee o < |a|. Epayhtéldstd
Azl =@ +y) -yl < |z +yl+ 1yl
seuraa |z| — |y| < |z + y| ja epiyhtélosta
lyl =y + 2) — 2| < |z + y| + |=]
seuraa |y| — |z| < |z + y|. Yhdistdmalld ndm4 saadaan
||z = [yl < |z +yl,

mikéa paattad todistuksen. O

D) Havaitaan, ettd jokaisella z = (z1,...,2,) € R" pitee
2] < Jol < Joul + Jaal + ...+ [l
Todistus. Selvisti |z;| < /22 + ... + 2 = |z|. Oikean puolen todista-
miseksi esitetddn z muodossa
T =2x1€1+ ...+ Tpey,
jolloin kohdan C) (I) ja tiedon |e;| =1, ¢ =1,...,n, nojalla
|z| = |z1€1 + - . . + Znen| < |zi€1] + ..+ |Tnen]

= |$1||61| + ...+ |£L‘n||6n| B |ZE1| + ...+ |£I7n|

HARJOITUSTEHTAVIA

1.1:1 Olkoon z,y € R" ja |z| = |y| = 1. Miké on vektorin z —y suurin

mahdollinen pituus?
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1.1:2 Todista kolmioepayhtals |z + y| < |z| + |y| avaruudessa R™.
Vihje: Kdytd hyvéksi tietoa [z+y|> = (z+y)- (2 +y) ja Cauchy-
Schwartz -epayhtiléd |z - y| < |z||y|.

1.2. KONVERGENSSI R™:SSA

Olkoon z1, 3, ... jono R™:n pisteitd (huomaa, etti z; ei ole pisteen
z koordinaatti) eli

Z; = (mi,l,...,mi,n), 1= 1,2,....

Merkitsemme vektorijonoa z1, zo, . . . kuten reaalilukujonoakin (;):114.
1.2.1. Esimerkki. Méarittelemélld z; = (1/4,1/(i + 1)) € R?, i =
1,2,..., saadaan jono (z;) tason R? pisteiti.

Olkoon zg € R™. Jono (x;) konvergoi eli suppenee kohti pistetti xq,
jos
(122) |x,- - 330' — O,
kun ¢ — co. Téll6in sanomme, ett4 o on jonon (z;) raja-arvo. Huomaa,
ettd kaavassa (1.2.2) esiintyy tavallinen reaalilukujen raja-arvo. Toisin

sanoen pisteiden x; etdisyys pisteestd zo lihestyy nollaa, kun 4 — oo.

Merkitéén lyhyesti z; — o, i — 00, tai vain z; — x,.

1.2.3. Huomautus. Vektorijonon suppenemisen méairitelma on oleelli-
sesti sama kuin reaalilukujonon, sill3 reaalilukujonolle (z;) seuraavat
ehdot ovat yhtapitivit:

(i) x; — X,

(ii) |z; — zo| — 0.
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1.2.4. Lause. Pdtee: z; — x, i — 00 jos ja vain j0s x; ; — x; jokaisella
j=1,...,n. Toisin sanoen jono (x;) konvergoi kohti pistettd x jos ja
vain jos jokainen pisteiden x; koordinaattien muodostama jono (z;;),

j=1,...,n, kondergoi kohti pisteen z vastaavaa koordinaattia ;.

Todistus. Kiinnitetddn j = 1,...,n. On osoitettava, ettd z;; —

z;. Ominaisuuden D) nojalla
|zij — 2] < |oi — 2] =0,

mistd vaite seuraa.
[ET. Tunnetusti lukujonoille pétee, ettd ehdoista , — 0, y, — 0,
.\, 2n — 0 seurda z, + yn + ... + 2, — 0. Oletetaan, ettd z;; — x;
jokaisella j, jolloin |z;; — z;| — 0, kun ¢ — oo. Koska tdmé pétee

kaikilla 7 = 1,...,n, niin
|Ti1 — 21| + |Zi2 — 2ol + ... + |Tin — 20| — 0,
kun ¢ — co. Niin ollen ominaisuuden D) nojalla
|z: —z| < |zig — 21|+ ...+ |Zin —za] — 0,

kun i — oo, misté viite seuraa. O

Lauseen 1.2.4 nojalla R™:n pistejonon (x;) konvergenssi palautuu
reaalilukujen konvergenssin késitteeseen. Esimerkin 1.2.1 jonolle z; =
(1/1,1/(i+1)), i = 1,2,... pétee, ettd z; — 0 = (0,0), kun ¢ — o0, silld
1/i — 0ja 1/(:+ 1) — 0. Havaitaan, ettd jonon (z;) raja-arvo on yksi-
késitteinen (johtuen lauseesta 1.2.4 ja raja-arvon yksikésitteisyydestd
R:ssd).
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Pistejono (z;), 2; € R, hajaantuu eli divergoi, jos se ei suppene.
Pistejono hajaantuu siis tdsméilleen silloin, kuin ainakin yksi reaalilu-

kujonoista
(zi;), 7=1,...,n,

hajaantuu.

Konvergenssin késite syvenee topologian kurssilla

HARJOITUSTEHTAVIA

1.2:1 Osoita médritelmén nojalla, etti jonolle z; = (1/4,1/4) pitee
z; — (0,0), kun 7 — co.

1.2:2 Suppeneeko vai hajaantuuko jono z; = (1/3, (32 4+ 1) /4)?

1.3. R™:N JOUKOT

Erds avaruuden R", n > 2, perusvaikeuksista on, ettei sielld ole
samanlaista “luonnollista” jarjestystd kuin reaaliakselilla. Tast4 seuraa,

ettel R™:ssé ole yhtd luonnollista joukkoa kuin R:n vili.

Etéisyyden avulla on mahdollista méaritelld joitakin R™n perus-
joukkoja. Jos z € R™ ja r > 0, niin joukkoa

B(z,r)=B"(z,r) ={y e R": [y —z| < r}

kutsutaan R™:n z-keskiseksi, r-séteiseksi avoimekss palloksi tai kuulak-
si. Nimitystd kiekko kdytetddn, kun n = 2. Joukkoa B(0,1) kutsutaan
avoimeksi yksikkopalloksi. Kun n = 1, niin mééritelman nojalla B(x,r)
on avoin vili (z — 7,z +r) ja B(0,1) avoin vili (—=1,1). Kun n = 2,
niin B(0,1) = {y € R?: y? + 4% < 1}.
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Pallon B(z,r) reunaa
OB(z,r) = S(z,r) = S" Yz,r) ={y e R" : |y — z| =71}
:r{y € Rn : (yl — .’L‘])Q + ...+ (yn . xﬂ)? - 7'2}

kutsutaan (n—1 -ulotteiseksi) a-keskiseksi, r-sdteiseksi palloksi R™:ssa.
Selvyyden vuoksi kdytdmme joukosta S(z,r) usein nimitystd pallokuo-
ri. Kun n = 2, niin S(x,r) on z-keskinen, r-siteinen ympyré.
Avaruuden R" joukkojen tehokas kdytto vaatii joitakin topologian
peruskésitteitd. Olkoon A C R™ mielivaltainen joukko. Joukko A on
suljettu, jos jokaisella suppenevalla jonolla (z;), missi z; € A ja z; —

To, pitee o € A. Sanomme, ettd A sisaltdd kaikki rajapisteensd.

1.3.1. Esimerkki. Avaruuden R"™ suljettu pallo, joka méiritelldin

joukkona
F(x,r) = Fn(x,r) ={yeR":|ly—z| <r},

on R™n suljettu osajoukko. Tdmén todentamiseksi olkoon (zx;) jono,
missd z; € B(z,r) ja x; — xo. On niytettivd zo € B(z,r). Koska
z; € B(z,r), niin pitee |z; — z| < 7 ja siis |z; — 2|> < 72 Timai
merkitsee sitd, ettd o; = (zi1 — 1) + ... + (Tin — 7,)? < 72 Koska
T;; — To; kun i — oo jokaisella j = 1,2,...,n, niin lukujonolla («;)
on raja-arvo ag = (o1 — 1)+ ... + (Ton — T,)? ja ap < r? Tami

merkitsee, ettd |zo — z|* < r? ja siis |zg — z| < 7.
1.3.2. Huomautus. Edelld kiytettiin epayhtalon siilymisen periaatetta
eli jos a; — ag ja oy < 72, niin o < 72

Joukko A C R™ maédéritellddn avoimeksi, jos R™\ A on suljettu.

1.3.3. Lause. Joukko A C R™ on avoin tdismdlleen silloin, kuin jokai-

sella x € A on olemassa sellainen r > 0, ettd B(z,r) C A.
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Todistus. On néytettdvi, ettd ehdosta seuraa, etti R™\ A on sul-
jettu. Olkoon (z;) jono pisteitd z; € R®\A ja z; — zo. On osoitettava,
ettd zo € R™\ A. Talléin on kaksi mahdollisuutta: zq € R™\ A4, jolloin

vaite on todistettu, tai zo € A, mikd on néytettivi mahdottomaksi.

Jos xyp € A, niin olettamuksen nojalla on olemassa r > 0 siten,
ettd B(zo,r) C A. Toisaalta z; € R"\A ja siis z; ¢ B(zo,r), misti

seuraa, ettd |z; — x| > r. Nyt z; £ o, silld z; — z tarkoittaa, ettd

|z; — xo| — 0. Saatiin haluttu ristiriita.

harjoitustehtévi. 0

Olkoon A C R" joukko. Joukon A reuna 64 on Jjoukko
0A={z €R":¥r >0 B(z,r) N A # 0 ja B(z,r) N (R"\A) £ 0}.

Joukon A reuna on siis niiden pisteiden & joukko, joiden jokainen pallo-
ympaéristd kohtaa sekd A:n ettd A:n komplementin. Jos A on avoin, niin
OA:n pisteet eiviit milloinkaan ole A:n pisteiti. Tama seuraa lausees-
ta 1.3.3. Toisaalta jos A on suljettu, niin 4 C A. Jitimme timin
todistamisen harjoitustehtiviksi.

1.3.4. Esimerkki. Olkoon A yksid, eli A = {x,}. Tallsin A = A =
{zo}. Piste zo kuuluu dA:han, silld jokaisella r > 0 pallo B(zg,r) si-
saltdd A:n pisteitd (pisteen xg), ja selvisti myds R™\ A:n pisteiti.

Jos T # g, niin z & OA, silld jos r = |z — 20| > 0, niin pallo B(z,r)

el sisdlld xg:aa eiki siis A:n pisteitd. Siten zg on dA:n ainoa piste ja siis

1.3.5. Lause. Olkoon A Cc R™. Talléin

(i) OA on suljettu ja
(ii) AUOA on suljettu.
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Todistus. Harjoitustehtava. )

Joukkoa AUOA sanotaan A:n sulkeumaksi ja merkitiin A. Lauseen
1.3.5 nojalla se on suljettu joukko. Itse asiassa se on pienin suljettu

joukko, joka sisaltdd A:n.
1.3.6. Esimerkki. Olkoon B(xzg, ) avoin pallo R™:ssi. Havaitaan, ettd
OB(zo,7) = S(zg,7) = {y : |y — %o| = r}. Nyt sulkeuman méairitelman
nojalla
B(zo,7) = Blwo,r) US(wo,7) = {y: ly — zo| <7}
Niin ollen B(zg,r) = B(zo,r) todella on “suljettu pallo”.
1.8.7. Huomautus. Tapauksessa n =1
B(zg, 1) = (2o — 7,20 + 7),
S(zo,7) = {x0 — 7,20 + 1},

B(zo,7) = [x0 — 7,20 + 7).

Topologian tarkeimpid késitteitd on kompaktius. Buklidisessa ava-
ruudessa R™ tdmé voidaan médritelld seuraavasti. Joukko A C R™ on
kompakti, jos jokaisella jonolla (z;), 2; € A, on sellainen osajono (z;, ),
ettd x;; — o ja g € A. Toisin sanoen jokaisesta jonosta A:n pisteitd

voidaan valita osajono, joka suppenee kohti A:n pistetti.

1.8.8. Huomautus. Tapauksessa n = 1 pitee: Josz; € [a,b],1=1,2,...,
niin on olemassa osajono x;; — %o ja To € [a,b]. Osajono (z;;) 1dyde-
tadn esimerkiksi vélin [a, b] “puolitusmenetelmlld”. Siis suljettu vili

[a,b] on reaaliakselin R = R! kompakti osajoukko.

Sanomme joukkoa A C R" rajoitetuksi, jos A C B(0,r) jollakin
r > 0.
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1.3.9. Lause. Olkoon A C R"™ Tdllsin A on kompakti tismdlleen

silloin, kun A on suljettu ja rajoitettu.

Todistus. Olkoon (z;) jono Am pisteiti. On ensiksi naytetta-
vd, ettd tilld jonolla on suppeneva osajono. Jokainen reaalilukujono

(zij), 7 = 1,2,...,n, on rajoitettu (|ij] < |zi] < 7), joten sille voi-

daan niin sanotulla vilin puolitusmenetelmalli valita suppeneva 0sajo-

no. Valitaan reaalilukujonosta (z;;) suppeneva osajono (z;; 1), sitten
jonosta (z;, ) suppeneva osajono ja jatketaan néin ottamalla lopul-
ta jonosta (z;,) suppeneva osajono (zj,,). Nyt kaikki Jonot (zy, ;),
J=1,2,...,n, suppenevat, koska suppenevan jonon jokainen osajono

suppenee. Toisin sanoen 16ytyy sellaiset luvut z; € R, ettd
Tr,; — Ty, 1—00, J=1,2,... n.

Asetetaan z = (z1,...,z,) € R" Tillsin Tk, — = kun 7 — oo, silld
z; — v tarkoittaa, ettd pisteen z; jokainen koordinaatti konvergoi kohti

z:n vastaavaa koordinaattia, vertaa lause 1.2.4.

On néytetty, ettd jonolla (z;) on osajono (zx,;) joka suppenee kohti
z:ad. On vield ndytettivi, etti z € A. Olettamuksen nojalla A on

suljettu, joten jonon (z,) raja-arvo z kuuluu A:han.

Harjoitustehtéva. a

1.3.10. Esimerkki. Suljettu pallo E(zo,r) on kompakti, silli se on

suljettu ja selvisti rajoitettu.

Avoimet, suljetut ja kompaktit joukot selvitetiin tarkemmin

topologian kurssilla.
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HARJOITUSTEHTAVIA

1.3:1 Todista lause 1.3.5: Joukon A C R™ reuna 0A seké sen sulkeuma
A = AU A ovat suljettuja.

1.3:2 Todista lauseen 1.3.3. toinen puoli: Olkoon joukko A avoin.
Talloin jokaisella z € A on olemassa sellainen » > 0, ettd
B(z,r) C A.

1.3:3 Olkoon

Q* ={(z,9) eR*:aecQbeQ}

avaruuden R? rationaalipisteiden joukko ja a joukon Q? piste.
T&lloin avoin pallo B(a,r) sisdltdd jokaisella » > 0 sekd jou-
i<on Q? ettd sen komplementin pisteitd, joten joukko Q2 ei ole
avoin. Koska Q? ei ole avoin, se on suljettu. Miki virhe téssd
padttelyssd tehdiin ja mitd todella voit pastelld joukosta Q*?

1.3:4 Olkoon A C R™ diskreetti joukko, toisin sanoen joukko, jonka
pisteet ovat erillisié eli jokaisella z € A on olemassa sellainen
r > 0, ettéd pallo B(z,r) sisdltdd joukon A pisteistd ainoastaan
pisteen z. Tutki, onko joukko A avoin tai suljettu.

1.3:5 Todista lauseen 1.3.9 toinen puoli: Jos A C R™ on kompakti,
niin se on suljettu ja rajoitettu.

1.3:6 Olkoon A C R™ suljettu. Osoita, ettd 0A C A.




9. REAALIARVOISET FUNKTIOT R":SSA
2.1. FuNkTIOT R™:SSA

Olkoon A C R™ joukko ja u : A — R reaaliarvoinen funktio eli
kuvaus joukossa A, toisin sanoen jokaiscen x € A on liitetty yksika-
sitteinen reaaliluku u(z) € R. Usein kirjoitetaan u(z) = u(z1,...,Zs),
eli z = (z1,...,%,). Funktioiden kuvaajien eli graafien luonnostelu
on R™ssd, n > 2, hankalampaa kuin reaaliakselilla R. Avaruuden R"
funktion graafi on aina avaruuden Rt osajoukko. Yksiulotteisessa ta-
pauksessa reaaliarvoisen funktion graafi on siis tasossa R?, jolloin se on

helppo hahmotella.

2.1.1. Esimerkki. Olkoon u : R* — R, u(z) = |z|, pisteen z etdisyys

origosta. Tapauksessa n = 2 funktion u graafi on R3:n osajoukko
{(z1, 72, u(z1, 7)) € R®: (z1,22) € R?}.
Tama on R3:n kartio, jonka kérki on origossa.

2.1.2. Esimerkki. Olkoon v : R® — R, u(z) = u(z1, ..., %), luvun z
ensimmaéinen desimaali. Talldin u ei ole funktio, silld josz; = 1,00... =
0,99..., niin u(z) = 0 tai u(z) = 9, eikd siis u:n arvo pisteesséd z ole

yksikésitteisesti maaratty.

2.1.3. Esimerkki. Olkoon f: RZ = R, f(z,y) = 22 — y* sekd c € R.
Joukkoa

C=C.={(zy) eR’: f(z,y) =¢}
kutsutaan f:n tasa-arvokdyriksi. Joukon C ei tarvitse olla “kéyrd”; ylei-
selle kuvaukselle f se voi olla R?:n mielivaltainen joukko. Téssé tapauk-

sessa C on helposti madrattavissa:

flay)=2*—y*=c & (@E-yl+y)=c
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Jos ¢ =0, niin z —y = 0 tal £ +y = 0, miki merkitsee, ettd Cp
muodostuu suorasta z = y tai £ = —y. Jos ¢ # 0, niin C, koostuu

kahdesta hyperbelin kaaresta 2 — 32 = ¢.

Huomaa, ettd esimerkissi 2.1.3 kiytimme merkinnin (x1,x2) si-
Jaan merkintdd (z,y). T4mi on yleinen kdytintd R2:ssa. Vastaavasti

avaruudessa R? pisteiden tavallinen esitystapa on (z,y, 2).

2.1.4. Esimerkki. Olkoon f : R®* — R. Nyt on mahdotonta piirtis
fin graafia, koska tdmé on R*:n osajoukko

{(x,yaza f(l‘,y,z)) € R4 : (x,y,z) € RB}

Olkoon f(z,y,2) = 2% — 2. Nyt voi luonnostella funktion f tasa-arvo-
pinnat eli joukot

Ce={(z,y,2) R’ : f(z,y,2) = ¢}
={(z,y,2) eR*: 2 — 2 = ¢}
= {(z,y, 2) €R3:z=x2—c}.

Joukko C. on parabolinen sylinteri.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.1:1 Missé tason R? joukossa In(zy) madrittelee funktion? Missi jou-
kossa funktio saa arvon 0? Luonnostele timin funktion tasa-
arvojoukkoja.

2.1:2 Olkoon z = (z1,z3) € R? ja f : R? > R, f(z) = el*l. Luonnos-
tele fin graafi. Mitd voidaan sanoa funktion f arvoista joukossa
R?\B(0,1n2).
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2.1:3 Olkoon z = (z1,72) € R% Miti vikaa on funktion f:R? — R,
z|¥/z1, kun z # 0,
flay = 1/
i 0, kun z =0,

madrittelyssa?

2.2. RAJA-ARVOT JA JATKUVUUS

Olkoon A C R"ja f: A — R sekd zg € R" ja a € R. Funktiolla
[ on raja-arvo a pisteessd zo, jos jokaisella jonolla (z;), jolla z; € A,

T; — Tg ja x; # X, pitee
(2.21) o flz) - a.
Merkitsemme lim,_,;, f(z) = a. Toisinaan kiytetdin myds merkintis

lim f(z) =a.

TT0

z€A\{z0}
Jono (f(z;)) on reaalilukujono ja kaavassa (2.2.1) esiintyy tavallinen

reaalilukujonon raja-arvo.

2.2.2. Huomautus. Jotta mééritelmi olisi mielekds, tulee olla zy € A.
Mikali tdma ei pade, niin 2o € R™\A. Joukko R™\ 4 on avoin, joten on
olemassa sellainen r > 0, ettd B(zo,r) C R™\A. Liséiksi A = AU A,
joten A C A ja erityisesti B(zo,7) C R*\ A. Niin ollen ei ole olemassa
sellaista joukon A jonoa (z;), ettd z; — xo. Vastaava péittely pitee
my0s, kun zy on joukon A erillinen piste, toisin sanoen kun jollakin
r > 0 pitee B(zo,7) N A = {zo}.

2.2.3. Esimerkki. Olkoon f: R%\{0} — R,

2zy
flz,y) = Tt
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Tutkitaan, onko raja-arvo lim,_q f (x) olemassa. Ensinnikin kysymys
on mielekis, koska 0 € R2\{0} = R2. Tutkitaan raja-arvoa katsomalla,
miten f kdyttdytyy pisteissi f(z;) kun jono (z;) valitaan sopivasti.
Valitaan ensin

z; = (1/i,0) € R*\{0}.
Nyt z; — 0 = (0, 0), silla

2 = 0 = V(T/i =02 + (0= 0) = 1/i — 0.

Toisaalta
2:1/i-0

E 0

flzi) = f(1/4,0) =
joten f(z;) — 0. Valitaan seuraavaksi
yi = (1/1,1/i) € R*\{0}.
Nyt myés y; — 0 ja
N 5 V22 VA

Joten vakiojonona (f(y;)) toteuttaa f(y;) — 1. Téstd voimme pédtel-

14, ettei f:114 ole raja-arvoa origossa, silld raja-arvon on oltava sama

1,

Jjokaisella jonolla.

2.2.4. Huomautus. Raja-arvon méaritelmi on sama kuin tapauksessa
n = 1. Ainoa ero on, ettd nyt f voi olla mééritelty R:n mielivaltaisessa
Joukossa A. Huomaa, ettd tilld madritelmalla tulevat toispuoleiset raja-

arvot vilin padtepisteissi kisiteltyd samalla kertaa.

2.2.5. Esimerkki. Olkoon f: R*\{0} — R,

2,2
Ty
T,Y) = ——0.
f(z,y) 2402

Osoitamme, ettd lim,_o f(z) = 0. Olkoon (z;,y;) — (0,0), (z;,5:) €
R?\{0}. On néytettavi: f(z;,y;) — 0.

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT R"™:SSA 19

Todistus 1. -
T;Y;
oY) — 0] = »Yi) = 3
|f($ y) | f(x y) x?_}_yiz

Olkoon € > 0. Jos#z; — 0, niin z2 — 0. Niin ollen on olemassa sellainen

ie, ettd 22 < € kun ¢ > 7. Tistd seuraa

2,,2 2
T3y € Yi .
oy) =0l = ¥ < Y uni> 4,

joten viite patee.
Edellisessd todistuksessa on virhe. Viimeinen arvio on mieleton,
koska tdssd tapauksessa y; voi olla 0, silld vaikka (z;,v:) # 0, voi olla
y; = 0. Padttely voidaan kuitenkin korjata seuraavasti.
Todistus 2. Koska a2+ (32— 208 = (a—f)? > 0, niin 2af < o®+ 42
Néin ollen pitee 2z,y; < z? + y?2. Tésti seuraa
ry? _ 2%y TiYs Ty
T ) 2

silld jos z; — 0, y; — 0, niin z;y; — 0. O

— 0, kun i — oo,

Tarkastellaan seuraavaksi jatkuvuuden kisitettd avaruudessa R™.
Olkoon A C R"*, f: A— R jaxy € A. Kuvaus f on jatkuva pisteessd

Lo, jOS

lim f(:E) = f(ivo)

IT—T9
2.2.6. Huomautus. Akateeminen tapaus: jos o on kuvauksen f méaarit-
telyjoukon A erillinen piste, niin f on automaattisesti jatkuva pisteessé

Zg.

Jatkuvuudelle saadaan yhtapitdva karakterisaatio myds pistejono-
jen kautta. Kuvaus f on jatkuva pisteessi zo € A tdsmalleen silloin,

kun kaikilla jonoilla (z;), joilla z; € A ja x; — o patee f(z;) — f(zo).
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Huomaa, etti tdssi z; saa olla myos o, mutta riittas tarkastella Jjonoja
(z:), joilla pétee z; £ zo jokaisella i.

2.2.7. Esimerkki. Tarkastellaan esimerkin 2.2.5 funktiota
2,82
fR\{0} > R, f(z,y) = -ZY_
z? + 92
Funktion jatkuvuutta origossa, ei voida tutkia, koska kuvaus f ei ole
maaritelty origossa. Pisteissi (z,y) # (0,0) jatkuvuuden tutkiminen
on mielekdsts.

Olzkoon (@i, 4:) = (z,y), (zs,9:) # (0,0). Koska z; — = jay — oy,

11 2 2 : 2 2
nun 27 — 2% ja yi — y°. Néin ollen z2y? — z2y?. Samoin z2 + y? —
1 )

2%+ 32 +£ 0. Tisti seuraa, etti
z}y? z%y?
24 .2 Tl o
T + Y z? + y?
ja siis
2,2 20,2
F@ow) = flay)| = |l - TV
Tty x? 2
Joten f on jatkuva pisteissi (z,y) # (0,0).
Médéritellddn £(0, 0) = 0. Nyt f on jatkuva my0s origossa, koska
esimerkin 2.2.5 nojalla,
lim  f(z,5) = 0= £(0,0).

(z.y)—(0,0)

Jos maéaritelladn f(0,0) = a # 0, niin saatu funktio ei ole jatkuva

origossa.

2.2.8. Esimerkki. Olkoon f:R? — R, f(z,y) = azy™ + bamyn-! 4
-+t ¢z +dy + a. Tillaista funktiota sanotaan polynomiksi R%ssa ja
se on selvisti jatkuva jokaisessa R2:n pisteess.

——
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Funktiota f : A — R sanotaan jatkuvaksi joukossa A, jos f on

jatkuva joukon A jokaisessa pisteessi.

Raja-arvoa ja jatkuvuutta kdsitellddn tarkemmin

topologian kurssilla.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.2:1 Osoita, etta jos
lim f(z) = a, lim g(x) = b,

T—xTQ T—To
niin
e lim (f(z) + g(z)) = a +b.
T—x0

Muotoile viite oikein kiinnittdmélld huomiota kuvausten maa-
rittelyjoukkoihin.

2.2:2 Olkoon f : R2\{0} — R, f(z,y) = 2z%y/(z* + y?). Osoita, etti
funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa.

2.2:3 Olkoon f : R2\{0} — R. Mit4 tarkoitetaan kun sanotaan, etti
f:114 on raja-arvo pitkin jokaista origon kautta kulkevaa suoraa?
Osoita, ettd tehtdvin 2.2:2 funktiolla f on tdmé ominaisuus.

2.2:4 Olkoon f : R*\{0} — R,

2 _ .2
f@w%=%:%;

Onko olemassa raja-arvoa

lim z,y)?
(z,y)—(0,0) f@)

2.2:5 Olkoon f : A — R jatkuva, missi A C R? on kompakti joukko.
Osoita, ettd f on tasaisest: jatkuva, toisin sanoen jokaisella € >
0 on olemassa sellainen 6 > 0, ettd |f(z) — f(y)| < € kun
z,y € Aja |z —y| <d. Vihje: Tee vastaoletus.
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2.3. OSITTAISDERIVAATAT

Olkoon D C R™ avoin ja f: D — R. Kiinnitetdin piste zo € D.
Koska D on avoin, on olemassa sellainen 7 > 0, ettd B(zo,7) C D.
Siten f on médritelty pisteissid zo + vy, kun |y| < r. Kiinnitetisn j =
L,2,...,n. Nyt funktio h — f(z¢ + he;) on méidiritelty ainakin, kun
h € (—r,r). Jos raja-arvo

o (@0 + he) = f(a)

h—0 h
=l f(1’30.1,$0,2, sy Tog hy... axO,n) - f(ivo)
h—0 h

on olemassa, niin sitd kutsutaan funktion f osittaisderivaataksi muut-

tujan x; suhteen pisteessd xy ja merkitidin

0 f(wo) = %(xo) =D;f(z0) =D f(zoq,.-.,Ton)

J

Médéritelmén nojalla 0, f(zo) € R, jos se on olemassa.
Osittaisderivaatan geometrinen merkitys on helppo tulkita. Yksin-

kertaisuuden vuoksi tarkastellaan tapausta tasossa, eli kun n = 2, ja

osittaisderivaattaa 0y f(zo). Funktio f rajoitetaan suoran
Lz{xERQ:x:xo+tel,t€R},
ja D:n leikkaukseen, toisin sanoen tarkastellaan reaaliarvoista funktiota

s+ f(s,00).
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Tama4 on madritelty ainakin vililld (zo; — 7, 20,1 + 7). Lasketaan tdméan

funktion derivaatta, jos sellainen on olemassa, pisteessé g;. Saadaan

g(zo,1 + h) — g(Z0,1)

g (zo,r) = lim

h—0 h

. f(zo1 + h,To2) — f(zo1, %o2)
= lim

h—0 h

. f(mo + hey) — f(xo)
= lim

h—0 h
= 01 f(20).

Osittaisderivaatan laskeminen palautuu siis aivan tavallisen yksiulot-

teisen derivaatan laskemiseen.
Ylléiblevat merkinnit ovat turhan monimutkaisia. Siirtymalld kéyt-
tamain tason R? pisteille merkintéi (z,y) tarkastellaan funktiota
(z,9) — f(z,y)

pisteen (29, o) € D léhelld. Asetetaan kuten ylld g(s) = f(s, yo), mutta
kilytetddn s:n tilalla 2:44, g(z) = f(z,v0). Nyt 01 f (2o, %0) = g'(z0) ja
vastaavasti 0y f (o, yo) = A’ (yo), missé h(y) = f(zo,y).

Havaitaan siis, ettd osittaisderivaatan laskeminen pisteessa
Io = (330,1, o2y - - ,fﬂo,n)

muuttujan z;, j = 1,...,n, suhteen palautuu seuraavaan. Tarkastel-

laan vililld (zg; — 7, Zo.; + 7) médriteltyd funktiota
W ) »J
8§ f(xO,h v X0,5-1, 5, L0541y - - - axO,n)
ja muodostetaan sen derivaatta pisteessd zg ;.

2.3.1. Esimerkki. Olkoon f : R? — R, f(z,y) = zy. Miaritdan
O f(zo,v0). Pitds derivoida funktio s — f(s,yo) pisteessd zo. TAma

on funktio g(s) = syo. Nyt ¢'(s) = yo ja siis 01 f(zo, %) = yo. Tama




—ﬁ

24 VEKTORIANALYYSI

voidaan tehd4d helpommin muuttamalla merkintéja. Osittaisderivaatan
01 f(zo, yo) madrddmiseksi pitid derivoida z + f(z,y) = zy. Derivoin-
ti z:n suhteen, pitden y:td vakiona, antaa Oi1f(z,y) = y. Vastaavasti

Oaf (x,y) = z, silld funktion s+ s derivaatta pisteessa y on z.

2.3.2. Esimerkki. Olkoon f : R? — R, flz,y) = |z|. Miki on
Orf(x,y)? Taman mairaimiseksi pitdd derivoida funktio y — f(z, y) =
|z|, kun 2 on kiinnitetty. Tami on vakiofunktio. Siis Oaf(z,y) = 0 jo-
kaisella (z,y) € R2,

Madratddn seuraavaksi 0, f(z,y). Pitdd siis derivoida funktio z
f(z,y) = |z|, kun y on kiinnitetty.
7

o1 f(z,y) =4 lal’

el midritelty, kun z = 0.

kun z #£ 0,

Néin ollen osittaisderivaattaa, 01f(0,y) ei ole olemassa.
2.3.3. Esimerkki. Olkoon
1 .
F(z,9) = — + cos(ay) + e+,

Témd lauseke méirittelee funktion f : R*\{(z,y) e R? : 7 = 0} — R.

-

ree e eea avoin joukko
Maérdtdan Oaf(z,y) kun z = 0, toisin sanoen y-akselin ulkopuolella.

Tétd varten kiinnitetddn z # 0 ja derivoidaan funktio
1 .
y - + cos(zy) + esin@+y)
Téamén derivaatta on

O f(x,y) =0~ sin(zy) - & + e+ cos(z + y) - 1

= —zsin(zy) + cos(x + y)enETY),
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Korkeammissa ulottuvuuksissa osittaisderivaatat lasketaan tdysin

vastaavasti.

2.3.4. EsimerkKki. Olkoon f: R* = R, f(z) = z12y + T3€™. Miiri-

tadn O3 f(z). Kiinnitetdin zy, o, x4 ja derivoidaan funktio
XT3 — T1To + $3€I4.
Tamén derivaatta on ™ = 03 f(z).

2.8.5. Huomautus. Sovelluksissa f ei usein ole méairitelty R™:n avoi-
messa joukossa (R™:ssi esiintyy derivaatta myos pditepisteissd). Esi-
merkiksi funktio voi olla méiritelty R%n “suljetussa” neliossd. T#lloin
on mielekistd tutkia osittaisderivaattoja myos nelién reunalla. Madri-

telmé muistuttaa toispuoleisia derivaattoja pditepisteissa.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.3:1 Muodosta funktion f : R? — R, f(z,y) = € cos(z + y), osit-
taisderivaatat 0, f(z,y) ja 0o f(z,y).

2.3:2 Muodosta funktion f : R? — R, f(z,y) = sin®z 4 cos? y, osit-
taisderivaatat 0, f(z,y) ja Oaf (z, ).

2.3:3 Anna esimerkki funktiosta f : R? — R, jolla &, f(z,y) = 0
jokaisella (z,y) € R?, mutta f ei ole jatkuva.

2.4. DERIVOITUVUUS JA TANGENTTITASO

Tapauksessa n = 1 pitee 0y f(z) = f'(x). Jos f:1ld on derivaatta

f'(z) pisteessd z, niin f on jatkuva pisteessi z.




