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takia + ei vaikuta kyseisessd pisteessd saatuun f:n arvoon. Pisteessi
(0,0) funktio f saa arvon 0, pisteessi (2/v/5,1/1/5) arvon 5 ja pisteessi
(1/+/5,—2/+/5) arvon 20.

Yhdistdmalld ylla olevat tulokset havaitaan, ettd funktio f saa mi-

nimiarvonsa pisteessi (0,0) ja maksimiarvonsa, pisteissi
+(1/V5, —2/V5).

Pieni lisdanalyysi kertoo, ettd naissi pisteissd dériarvot ovat aitoja.
Pisteen (0,0) tapauksessa tdmé selvidd kriittisten pisteiden avalyysin
avulla, mutta pisteiden 4(1/v/5, —2/v/5) osalta vaaditaan lisdpaitte-
lya. Lisdanalyysi kertoo, ettd funktion f maarddma, toisen asteen muoto

on positiivisesti definiitti, vertaa kappale 2.9.

HARJOITUSTEHTAVIA

3.4:1 Milld suoralla sylinterilld, jonka tilavuus on V' > 0, on pienin
vaipan ja pohjien yhteenlaskettu pinta-ala?

3.4:2 Maaritd funktion f(z,y) = zy maksimiarvo joukossa {(z,y) €
R?: 2z +y = 4}.

3.4:3 Lagrangen kertoimia voidaan kiyttdd myos moniulotteisessa a-
varuudessa R™. Ratkaise tehtévd 2.9:6 kiiyttden Lagrangen ker-
toimia.

3.4:4 Etsi funktion f:R? — R,

=Y

f(x’y)zl—i—m—“ryz’

suurin ja pienin arvo ylemmaéssa puolitasossa y > 0.

4., INTEGROINTI TASOSSA
4.1, INTEGRAALIN MAARITTELY SUORAKAITEEN YLI

Euklidisessa ;varuudessa R™ integrointivélid [a,b] vastaa “laatik-
ko”, joka on n:n vilin karteesinen tulo. Riemann-integraali laatikon yli
el oleellisesti eroa Riemann-integraalista yksiulotteisen vilin [a, ] yli.
Vaikeuksia integroimisessa R™:ssd tuottaa integroiminen yli monimut-
kaisempien joukkojen kuin laatikoiden. Niihin tilanteisiin joudutaan
useissa kdytdnnon sovelluksissa. Késittelemme téssi luvussa tapausta
n = 2 ja palaamme tapaukseen n > 3 luvussa 5. Lihdemme liikkeelle

R2:n suljetusta suorakaiteesta eli kaksiulotteisesta laatikosta
D={(z1,22) e R*:a <z <bec<ay<d} =[a,b] x [c,d],

missd a < b jac <d.

Suorakaiteen D ositus eli jako { Ri;} muodostuu vilien [a, b] ja [c, d]
osituksista: a = zp <21 < ... <z =bc=yY <y < ... < Yn = d,
missd suorakaiteet Ri; = [z;_1, ;] X [yj—l,yj], 1<i<m, 1<j<n,

muodostavat joukon D osituksen {R;;}.

Suorakaiteen R;; pinta-ala A(R;;) méiritelldin luonnollisella taval-

la sivujen pituuksien tulona, siis

A(Rij) = &.’L £ CL‘i_l) (yj — yj—l)/-

.

Vv vV
Ax; ij

Kéytimme tédssd merkintdd A(R;;); myShemmin kuitenkin siirrymme
merkintdin area(R;;). Suorakaiteen R;; lapimitalla tarkoitetaan sen li-

vistdjan pituutta

d(Ri;) = (Az] + Ay)' 72,
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ja jaon {R;;} normilla ||R;;|| tarkoitetaan suorakaiteiden R;; suurinta

lapimittaa eli

| Rij|| = max{d(R;;): 1 <i<m, 1< j<m}.

Olkoon f : D — R rajoitettu funktio. Funktion f Riemannin sum-

ma jaossa {R;;} on

R(f, Rij) = Zf(&'j) A(Ry)

= i 2": f(&5) A(Ryg),

i=1 j=1
missd &;; € R;;. Huomaa, ettd R(f, Ri;) riippuu myds pisteiden &;

valinnasta, vaikka emme erikseen merkitse titd riippuvuutta.

4.1.1. Maaritelmi. Rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva yli
suorakaiteen D, jos on olemassa luku I € R, jolle pétee seuraava ehto:

jokaisella € > 0 on olemassa sellainen § > 0, ettd
IR(fa Rij) - I‘ <E,

kun ositus {R;;} toteuttaa ehdon || R;;|| < d. Merkitdén

I=/Dfdxdy:/DfdAz//Dfdxdyz//Df(x,y) dz dy.

Kuten yhden muuttujan funktion tapauksessa on mahdollista muo-
dostaa myds funktioon f liittyvit yli- ja alasummat
S(f,Ri;) = >_sup{R(f, Ryj) : &; € Rij} (ylasumma),
1,]
s(f, Rij) = Zinf{R(f, R;;) : &j € Ri;} (alasumma).

1,
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N&améi ovat molemmat olemassa, koska f on rajoitettu.

Seuraavien lauseiden todistukset eivit poikkea yksiulotteisesta ta-

pauksesta.
"

4.1.2. Lause. Olkoon f : D — R rajoitettu. Tdlloin f on Riemann-
integroituva yli D:n tdsmdlleen silloin, kun jokaisella e > 0 on olemassa
sellainen ositus {R;;}, etta S(f, Ri;) — s(f, Ry) < €. O

4.1.3. Lause. Olkoon f : D — R jatkuva. Tdlloin f on Riemann-

integroituva. U

4.1.4. Huomautus. Lauseen 4.1.3 todistus vastaa tdysin yksiulotteisen
vastineen todistusta. Todistus perustuu f:n tasaiseen jatkuvuuteen, sil-
14 kompaktissa joukossa, kuten joukossa D, jatkuva funktio on tasai-

sesti jatkuva.

4.1.5. Esimerkki. Integraalin méaéritelmé&4 4.1.1 on hankala kiyttaa
integraalin arvon méairadmiseen. Joskus se kuitenkin onnistuu. Olkoon
D =[a,b] % [¢,d] ja f: D — R, f(z,y) = a vakiofunktio. Nyt

/ f dzdy = a area(D),
D S——
(b—a)(d—c)

sillé jokaisella Riemannin summalla on t4méa sama vakioarvo a area(D).

Integraalin laskeminen iteroituna integraalina on yksi tarkeimmis-
td moniulotteisten integraalien maarittdmismenetelmisti. Olkoon D =
[a,b] X [c,d] ja f: D — R jatkuva. Téllgin kiintells = € [a, b] funktio

y — f(z,y) on jatkuva vililli [c, d] ja integraali

/C o) ay
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on olemassa. Vastaavasti kiinteilld y € [c, d] integraali

b
/ f(z,y) dz

4.1.6. Lause. Olkoon f: D — R jatkuva. Tdlloin

|1 dxdy=/: (/cdf(x,y) dy) dx=/cd (/ﬂbﬂm,y) da:) dy

Todistus. Luonnostelemme todistuksen idean. Valitaan &; = (zi,y;) €

on olemassa.

fxy dmdyN fa i ZZ]{&J A(R )
/ ] i=1 j=1 Az;Ay;

i MS IIMS

Az, Z f T4y Yj Ay]

/f:vi,y dyN//fa:y ) dy dz.

Todistuksessa k*(iytetaan tietoa, ettd funktio

xH/cdf(:v,y)d

on jatkuva ja siis integroituva yli vélin [a,b]. Funktion jatkuvuus on
suhteellisen helppo nahdé,; se perustuu funktion f tasaiseen jatkuvuu-

teen joukossa D. Tami jitetddn harjoitustehtdvaksi. Toisen yhtalon
O

Q

todistus menee samoin.

Iteroidussa integraalissa on syytd muistaa, mitkd rajat kuuluvat

millekin muuttujalle. On huomattava, etté yleisesti el pade

/Df(w,y) dzdy = /ab /Cdf(x,w dy dz,
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kun f on Riemann-integroituva. Syy tdhdn on, ettd iteroitujen inte-
graalien ei tarvitse olla olemassa. Integraalit ovat olemassa, kun f on
jatkuva. Edellinen todistus kéiyttda tdtd tietoa. Lauseen 4.1.6 kaava

patee yleisemminkin.

4.1.7. Lause. Olkoon f : D — R rajoitettu ja integraali

/ f dxdy
D

olemassa, toisin sanoen f on Riemann-integroituva. Jos integraali

/ ' f(ey) da

on olemassa kaikilla y € [c,d] ja funktio

b
Y '-*/ flz,y) dz

on Riemann-integroituva vélilld [c,d], niin

/Df dmdyz/cd/abf(w,y) dz dy.

Sama pdtee, jos x:n ja y:n roolit oletuksissa vaihdetaan. (]

Integraalille pateviat samat ominaisuudet kuin yksiulotteisessa ta-

pauksessa. Niiden todistukset ovat suurelta osin samat.

4.1.8. Lause. Olkoon D = [a,b] x [c,d], A € R ja olkoot funktiot

fy9: D — R Riemann-integroituvia. Tdlloin

a)

/(f+g) dxdy:/fdmdy+/gdxdy,
D D D
b)

/)\f dxdyz)\/fdxdy,

D D
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c) jos f(z,y) < g(z,y) jokaisella (z,y) € D, niin

/fMMS/gMM,
D D

I dady < [ |1l dwdy,

e) jos Dy,...,Dn C D ovat oleellisesti pistevieraita suorakaiteita

ja U, Di = D, niin

> fdxdy:/fdxdy.
i=1 Y Di 2

O

Oleellisesti pistevierailla suorakaiteilla on yhteisia pisteita korkeintaan

reunoillaan. Huomaa, ettd kaikki suorakaiteet ovat suljettuja.

4.1.9. Esimerkki. Olkoon D = [1,3] x [0, 1]. Lasketaan

//,;(‘1%;;)3 dz dy.

Nyt funktio
:C —_—
(1+2y)?

flz,y) =

on jatkuva joukossa D. Tamé ndhdain siitd, ettd nimittdjd on kah-

den muuttujan polynomi eikd saa arvoa nolla joukossa D. Nain ollen

—%’i
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integraali voidaan laskea iteroituna integraalina:

3 1 -
dzd :/ / .—,.'L .
//Df Yy )y GFap? dy dz
1 0 1+:L‘y B 1 1+£E) o

/(@~In(1+2)) =2~ In2.
1

If

HARJOITUSTEHTAVIA

4.1:1 ©lkoon D = [0,1] x [0,1] ja f(z,y) = 0, kun = € [0,1] on

rationaalinen ja 1 muulloin. Tutki integraalin

// f(z,y) dedy

D
olemassaoloa.

4.1:2 Olkoon f:[0,1] x [0,1] — R,

f(t,s) = // (z+y) dz dy.
[0,£]x[0,5]

Maéritéd pisteet, joissa f saa suurimman ja pienimmén arvonsa
joukossa [0, 1] x [0, 1].

4.1:3 Olkoon D = [0,1] x [0,1] ja f € CY{(R?), f(z,y) = z, kun
(z,y) € 0D. Mé&irita integraali

//D O f(z,y) dz dy.

4.1:4 Olkoon D = [0,1] x [0, 1]. Osoita integraalin médritelméin pe-

//xdxdygl.
D

rusteella, ettd
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4.1:5 Olkoon D = [0,1] x [0, 1]. M&Arit4 integraali

//D (2 + zy) dz dy.

4.1:6 Olkoon D = [0,1] x [0, 1]. Mairité integraali

// e™ dzdy.
D

4.1:7 Osoita, ettd jos f : [a,b] X [¢,d] — R on jatkuva, niin funktio

il
:vH/ flz,y) dy

on jatkuva vililld [a, b].
Vihje: Harjoitustehtava 2.2:5.

4.2. INTEGROINT! YLEISTEN JOUKKOJEN YLI

Seuraava teoria tulee kyseeseen myds kun n = 1, mutta taté teoriaa
ei juuri erikseen kasitelld. Olkoon A C R® rajoitettu joukko ja f: A —
R rajoitettu funktio. Huomaa, ettd f:n ei tarvitse olla jatkuva. Koska

A on rajoitettu, on olemassa sellainen suorakaide D, etta D D A

4.2.1. Mairitelma. Asetetaan

/fd:cdy=/fdxdy,
A D

| f@) ;kunzeA
(=) 0 , kun z € D\A,

missa

jos jalkimmaéinen integraali on olemassa. On suhteellisen helppoa néh-

di, ettd integraalin médrittely ei riipu valitusta suorakaiteesta D.
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Huomaa, ettad f on harvoin jatkuva, vaikka f olisi jatkuva A:ssa.

Koska integraali

. /fdxdy
: D

sitten on olemassa? Téhén ei riitd funktion f jatkuvuus A:ssa, vaan on

otettava huomioon joukon A reunan dA monimutkaisuus.

Emme kisittele tatd ongelmaa syvillisemmin, vaan annamme siihen
kiytdnnon tarpeita tyydyttdvin vastauksen. Titd ei ole periaatteessa
vaikea todistaa. Vastausta varten tarvitsemme Lebesguen nollajoukon
kisitteen. Téssé tarkoitamme nollajoukolla Lebesguen mitan suhteen

nollamittaista joukkoa.

Joukko N C R? on nollajoukko, jos jokaisella € > 0 on olemassa
sellainen, mahdollisesti #érellinen, jono suorakaiteita R; = [a;, b;] x
[Ci7 di], ettd

(e o]

(b; —ai){d; — ¢;) < ¢

= are_z:ERi)
ja
Nc|Jr,
i
toisin sanoen suorakaiteet R; peittdvit N:n.

4.2.2. Esimerkki. Jana I = {(¢,0) : 0 < t < 1} on nollajoukko

tasossa R?, silli suorakaide
R=1[0,1] x [-¢/2, €/2], e >0
peittdd I:n, toisin sanoen I C R, ja

area(R) =1-(e/2+¢/2) =e.
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Nollajoukon osajoukko on selvisti nollajoukko. Lisdksi, jos joukko
A ei ole nollajoukko ja A C B, niin joukko B ei mydskaén ole nolla-

joukko. Téméan todistamisen jatdmme harjoitustehtévaksi.

4.2.3. Lause (Lebesgue). a) Olkoon A C R? kompakti, OA nolla-
joukko ja f: A — R jatkuva. Tdlloin integraali

/f dz dy
A
on olemassa.

b) Olkoon f : A — R rajoitettu ja A C R? kompakti nollajoukko.

Tdlloin
/ f dzdy =0.
A

O

4.2.4. Huomautus. Lauseen 4.2.3 kohdassa a) ei tarvitse olettaa, ettd f
on rajoitettu, koska jatkuva funktio on kompaktissa joukossa aina ra-
joitettu. Kohdassa b) oletus funktion f rajoittuneisuudesta tarvitaan:
Riemann-integraali voidaan kohdistaa vain rajoitettuihin funktioihin.

Sitd ei ole méaritelty rajoittamattomille funktioille, esimerkiksi

1
1
— dzx
7
ei ole Riemann-integraali. Se on niin sanottu epéoleellinen integraali,

joka lasketaan raja-arvona

1
) 1
s / 7z

Epioleelliseen integraaliin palaamme kappaleessa 4.7.

Lauseen 4.1.8 antamat integraalin perusominaisuudet yleistyvit

suorakaiteesta yleisemmille joukoille seuraavan lauseen avulla.
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4.2.5. Lause. a) Olkoot funktiot f,g: A — R integroituvia rajoi-
tetun joukon A C R? yli ja olkoon \ € R. Tdllsin

aj)

/(f+9) d$dy=/fdxdy+/gdxdy,
A A A

//\f dxdyz)\/ f dzdy,
A A
ag) jos f(z,y) < g(z,y) jokaisella (z,y) € D, niin

/f dzdy < / g dzdy.
A A
b) ©Olkoon funktio f: A — R integroituva yli joukon A,

ap)

AL, ... A C A,
0A; nollajoukko jokaisella i = 1,... k, A;N A; C 0A; N 0A;,
L # 7, ja
k
JAai=4
i=1
Talloin

i
;/fmw=éfmw

]

4.2.6. Huomautus. Ominaisuutta b) sanotaan kirjallisuudessa usein in-
tegraalin additiivisuudeks:.

Riemann-integraali antaa mahdollisuuden méiritelld joukon 4 C
R? pinta-alan. Olkoon A C R? rajoitettu joukko. Jos integraali

(4.2.7) / dz dy
A




104 VEKTORIANALYYSI

on olemassa, niin sitd sanotaan A:n Jordanin mitaksi, kaksiulotteisessa
tapauksessa siis pinta-alaksi, ja merkitaén area(A). Integraali (4.2.7)

tarkoittaa siis integraalia

/ 7 iy,
D

missid D on joukon A sisiltiivd suorakaide ja x4 joukon A karakteristi-

nen funktio, toisin sanoen

1, kun z € A,
xa(z) =

0, kun z ¢ A,

Seuraava lause antaa riittavan ja vilttdmattoméan ehdon pinta-alan

area(A) olemassaololle.

4.2.8. Lause (Lebesgue). Rajoitetulla joukolla A C R? on pinta-ala

tasmalleen silloin, kun OA on nollajoukko. Tdlloin

(4.2.9) area(A) = /_1 dz dy,
A
missi A = AU DA on joukon A sulkeuma. 0

Huomaa, ettd koska A on rajoitettu, myds A on rajoitettu. Niin

ollen se on suljettuna joukkona kompakti.

4.2.10. Huomautus. Funktio f A - R, f(z) = 1, on jatkuva kompak-
tissa joukossa 4 ja lauseen 4.2.3 a) mukaan kaavan (4.2.9) integraali on

olemassa, koska olemme olettaneet, ettda 0A on nollajoukko. Lauseiden

4.2.3 b) ja 4.2.5 b) nojalla

/1dxdy=/ ldxdy—l—/ldxdy:/ldxdy.
a DA\A A A
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Jos A = [a,b] x [c,d], niin olemme méiéritelleet A:n pinta-alaksi
area(A) = (b—a)(d - c). Koska R%n jana on nollajoukko, myds 0A, eli
suorakaiteen reuna, on nollajoukko, ja lauseen 4.2.8 nojalla suorakai-
teella on ylldmainittu pinta-ala. Lauseesta 4.2.8 havaitaan myds, etti
joukon A sisépisteiden joukko intA = (a,b) x (c,d) toteuttaa yhtilon
area(intA) = area(A), silli intA = A.

Y114 on kasitelty integrointia tasossa eli R%:ssa. Tilannetta on syy-
ta verrata tarkemmin tuttuun yksiulotteiseen tapaukseen. Rajoitetulla
Joukolla A C R on Jordanin pituus, toisin sanoen yksiulotteinen Jor-

danin mitta [(A), jos Riemann-integraali

P

(A) = / xalt) dt

on olemassa. Téssé [a, b] on suljettu vili, joka sisdltds joukon A. Lebes-
guen lause 4.2.8 pitee myGs yksiulotteisessa tapauksessa ja kertoo, etti
rajoitetulla joukolla A C R on pituus tdsmilleen silloin, kun A:n reu-
na 0A on yksiulotteinen nollajoukko. Taméi merkitsee, etti Jokaisella
€ > 0 on olemassa sellaiset vilit [a;, 0], = 1,2,.. ., ettd A C |, [as, bi]
ja

Z(bi —a;) <Ee.

1

Olkoon Q rationaalilukujen joukko ja 4 = QN [0,1]. T4lldin A on
rajoitettu joukko, mutta x4 ei ole Riemann-integroituva vilills [0, 1).
Tédma on helppo nadhda yksiulotteisten yli- ja alasummien avulla, silla
Jjokainen yldsumma on 1 ja jokainen alasumma 0. Taméi seuraa tietysti
my6s Lebesguen lauseesta 4.2.8, koska A = [0,1] ja siten 9A ei ole
yksiulotteinen nollajoukko. Yhtésuuruus A4 = [0,1] on helppo nihdi:

jokaisen z € [0, 1] jokainen ympéristé sisiltés sekd joukon A = QnN[o, 1]




106 VEKTORIANALYYSI

ettd joukon [0, 1]\Q pisteitd, joten 2 € OA joukon A reunan maaritel-
min perusteella. Jitdmme harjoitustehtéviksi ndyttaa, ettd [0,1] ei ole
yksiulotteinen nollajoukko. Koska Q on numeroituva joukko, ndhdaan
helposti, ettd A itse on yksiulotteinen nollajoukko. Joukko A ei kui-
tenkaan ole kompakti, joten lauseen 4.2.3 b) yksiulotteista versiota ei

voida kayttaa.

Riemann-integraalin avulla maéritellyilla pituuden, pinta-alan ja
tilavuuden kisitteilld on vikana, ettd harvoilla avaruuksien R, R? ja
R? joukoilla on Jordanin mitta, toisin sanoen pituus, pinta-ala tai ti-
lavuus. Pidasiassa H. Lebesguen 1900-luvun alussa kehittdma mitta-
ja integraaliteoria pystyy vastaamaan naihin kysymyksiin paremmin
kuin edelld esitelty Riemann-integraaliin perustuva teoria. Esimerkik-
si Lebesguen teoria antaa joukolle A = QN [0, 1] pituudeksi 0, vaikka

joukolla A ei ole pituutta edelld esitetyn teorian valossa.

HARJOITUSTEHTAVIA

4.2:1 Olkoot A, B C R? ja A C B. Osoita, ettd jos joukko A ei ole
nollajoukko, niin mydskaan joukko B ei ole nollajoukko.
4.2:2 Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja N funktion f graafi, toisin

sanoern

N ={(z, f(z)) € R?: z € [a, b]}.

Nayté, ettd N on nollajoukko avaruudessa R2.

4. INTEGROINTI TASOSSA 107

4.3. RIEMANNIN SUMMA YLEISESSA JOUKOSSA

Olkoon D kompakti joukko R?:ssa ja 6D nollajoukko. Joukon D

jaolla {D;} osiin,D;, i = 1,...,k, tarkoitetaan seuraavaa:

a) Joukot D; ovat kompakteja,

b) Joukkojen D; reunat D; ovat nollajoukkoja,

¢) DiND; C 8D;NdD;, i # j, toisin sanoen joukot D; ja Dj ovat
oleellisesti pistevieraita ja

d) UD;=D.

Jaon {D;} normi [|{D;}|| = max{d(D;)}, missi d(D;) on joukon D
halkaistja eli lépimitta, toisin sanoen d(D;) = sup{|z — y| : z,y €
D;}. Seuraavan lauseen todistus perustuu jatkuvan funktion tasaiseen
jatkuvuuteen kompaktissa joukossa.

4.3.1. Lause. Jos f: D — R on jatkuva, niin

k
(43.2) > feaea(D) — [ f dway,
i=1 D
kun |{Di}|| — 0 ja (zi,y;) € Dy, i =1,2,... k. 0

4.3.3. Huomautus. Lause 4.3.1 on kiytannossi tarked, kun pyritdén ap-
proksimoimaan integraalin arvoa. Raja-arvo (4.3.2) tarkoittaa seuraa-
vaa: Jokaisella e > 0 on olemassa sellainen § > 0, etti kun ||{D;}|| < 6,
niin

k

Zf(xi,yi) area(D;) —/ f dady
D

i=1

<&,

missé (7, y;) ovat mitd hyvinss D;:n pisteiti.
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4.4. INTEGRAALIN KAYTANNON LASKEMINEN

Usein tulee tehtiviksi laskea jatkuvan funktion f : A — R inte-

graali yli joukon
A={(z,y) eR*: gi(z) <y < go(z), 7 € [a, 0]},

missé funktiot g; : [a,b] — R ovat jatkuvia, i = 1,2, ja gi(z) < go(z)
kaikilla z € [a, b].
4.4.1. Huomautuksia. a) Joukko A on kompakti. Tama johtuu funk-
tioiden jatkuvuudesta. Jitdmme todistuksen harjoitustehtaviksi.
b) Joukon A reuna 0A on nollajoukko. Tama johtuu seuraavasta:

i) Am pdadyt ovat janoja, joten ne ovat nollajoukkoja.

ii) Funktioiden g;, ¢ = 1,2,..., graafit ovat nollajoukkoja. TAméa

perustuu jatkuvan funktion tasaiseen jatkuvuuteen suljetulla

vililla. Jatdmme tadméin harjoitustehtévaksi.

iii) Adsrellisen monen nollajoukon yhdiste on nollajoukko.

Yhdistamilla edelliset huomautukset a) ja b) lauseeseen 4.2.3 néh-

Af@@

on olemassa. Miten integraali lasketaan kiytannossa? On luonnollista

dién, ettd integraali

kiyttid iteroitua integraalia. Valitaan suorakaide
D = [a,b] x [c, d],
missa esimerkiksi

d = max{gs(z) : z € [a,8]}, ¢ = min{g1(z) : = € [a,b]}.
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Télléin D D A ja
/fdxdy=/ f dzdy,
A D

(x)={ f(z) ,kunze A
0 , kun z € D\ A.

missa

Nyt lauseen 4.1.7 nojalla

N b rd
/Dfdﬂvdy://fdydm,

kunhan iteroidut integraalit ovat olemassa. Iteroitu integraali lasketaan

seuraavasti. Kiinnitetddn « € [a, b]. Pitii laskea,

L

[i flz,y) dy.

Nyt funktiolla y + f(z,y) on vililli [c, d] enintadn kaksi epijatkuvuus-

kohtaa, nimittdin g;(z) ja go(x), ja yhden muuttujan integraalilaskenta

sanoo, etta
d _ g2(z)
/f(:v,y) dy:/ - flz,y) dy,

g1(z)
silld f(x,y) =0, kun y € [c, d]\[g1(), g2()].

Téstd seuraa, ettd

- b pga(z)
/f dxdy:/ f da:dy.—_/ / flz,y) dydz,
A D a Jgi(z)

koska ei ole vaikea nihda, ettd funktio

g2(z)

T - f(z,y) dy
g1(z)

on jatkuva vilill4 [a, b], joten myds toinen iteroitu integraali on olemas-
sa.
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4.4.2. Esimerkki. Olkoon D kolmio, jonka kirjet ovat pisteissé (0,0),
(1,0), (1,1). Lasketaan

= /D(:r:2 + %) dz dy.
Asetetaan g1(z) = 0 ja go(z) = . T4ll6in D voidaan esittdd muodossa
D ={(z,y) € R*: gi1(z) <y < g2(2), z € [0,1]}
={(z,y) eR*: 0<y <z, z€[0,1]}
Lisiksi g1, g2 ja f(z,y) = z? + y* ovat jatkuvia. Néin ollen

I=/1 (/Oz(x2+y2) dy> dac=/01 (/z(x2y+y3/3)> dz

0
1 1

=/ (z® + 2%/3) (l:z;=/x4/3= 1/3.
° =4z%/3 g

Edellinen voidaan integroida myds toisessa jarjestyksess,

1r=/01 (/yl(x2+y2) dac) dy=...=1/3;

Huomaa rajat. Lasku on téssd tapauksessa hieman hankalampi.

4.4.3. Esimerkki. Maaritaan tasolevyn D C R? massa. Oletetaan,

etti levyn tiheys pisteessi (z,y) on p(z,y) (kg/m?). Huomaa, ettéd ti-
heys ei vilttimitta ole vakio. Nyt D:n massaa m voidaan ajatella ap-

proksimoitavaksi Riemannin summilla
Z p(zi, ys)area(Ds),

jotka lahestyvit integraalia

m= // p(zay) dCL'dy,
D
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kun [[{D;}|| — O, mikali kyseessé oleva integraali on olemassa. Tami
madrittelee massan m. Jos tiheys p(z,y) = po on vakio, niin

, m= // po dxdy = po‘ar‘ea(D).
D

Vakiopintatiheyksiselld levylld D on siis massa, jos silld on pinta-ala.
Tdmi tapahtuu lauseen 4.2.8 mukaan tismilleen silloin, kun D on
rajoitettu ja 0D on nollajoukko.

HARJOITUSTEHTAVIA

4.4:1 Olkoon A C R? kolmio, jonka kirjet ovat pisteissé (0, 0), (1,0)
ja (1,1). Masrits integraali

// zy dz dy.
A

4.4:2 Olkoon A C R? tehtédvin 4.4:1 kolmio. Ma#rits integraali

Ty
//A 1T 28 dz dy.

4.4:3 Olkoon A C R? kompakti ja polkyhteniinen joukko, toisin sa-
noen sellainen joukko, ettd jokaisella 2,y € A on olemassa polku
7 : [a,b] — A siten, ettd y(a) = 2 ja y(b) = y. Osoita, etti jos
f A — R on jatkuva ja A on nollajoukko, niin on olemassa
sellainen (zg,yo) € A, etti

//Af(:v,y) dzdy = f(zo, yo)area(A).

Vihje: Kompaktissa joukossa jatkuva funktio saa suurimman ja
plenimman arvonsa.

4.4:4 Olkoon A kolmio 0 < z < 7/2,0 < y < z. M#iriti integraali

// (2% + cosz) dz dy.
A
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4.4:5 Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Nayta, ettd

2/1b/zbf(x)f(y) dydz = (/abf(:v) dx)Q.

4.4:6 Funktion f: D = R, D C R?, graafin pinta-alalla on lauseke

area(graph f) = // V14 01f2+ 0yf? dz dy.
D

Mill oletuksilla graafilla on varmasti pinta-ala?
4.4:7 Olkoon D suorien £ = 0, y = 0 ja z +y = 1 rajaama kclmio.
Maarita funktion f: D — R, f(z,y) = 2+, graafin pinta-ala.
4.4:8 Olkoon D = {(z,y) € R? : z <y < 1,0 < z < 1}. Médrita

integraali
// z dz dy.
D

4.5. MUUTTUJAN VAIHTO INTEGRAALEISSA

Yksiulotteisten Riemann-integraalien ehkd hyddyllisin muunnos-

kaava on
b 3
(451) [ i@ da= [ sowpgan

missa g(a) = a, g(B8) = b ja kaikki esiintyvat funktiot ovat jatkuvia.
Huomaa, ettei ylla vaadita, ettd g : [a,8] — R mééarittelisi bijektion
joukolle [a,b]. Vil [a, 8] voi olla lisiksi “véérinpdin”. Kaavan (4.5.1)
todistus perustuu integraalifunktion késitteeseen ja on helppo. Olkoon
F funktion f integraalifunktio eli F'(z) = f(z). Télloin yhdistetyn

funktion derivoimissdannon nojalla patee

Flg@) g'(t) = F'(g()) ¢'(t) = (F o 9)'(t),
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ja siis
/a f(z) dz = F(b) - F(a) = F(g(8)) — F(g(a))

A 3
N / (Fogyyat= [ f(9(®) g'(t) dt.

o

Tilanne on hankalampi, kun n > 2. Teoriaa ei tallin voida perus-
taa integraalifunktion kisitteeseen. Lisiksi integroimisjoukot tarjoavat
lisiivaikeuksia.

Tarkastellaan tilannetta, jossa D, D’ C R? ovat avoimia, D, D
kompakteja ja 0D, 0D’ nollajoukkoja. Oletamme, ettd kuvaus w :
D— D: on bijektio (kuvauksen w ei tarvitse olla bijektio D — D) ja
ettd w = (wy, wy) on C'(D)-kuvaus, toisin sanoen koordinaattifunktiot
wy, wy € CH(D). Olkoon liséksi f : D’ — R jatkuva tai f: D' — R vain
Riemann-integroituva.

4.5.2. Lause. Yld olevilla oletuksilla pitee
JI| fw) azay
.
= || forte) wnto, ) [ et (2, )] ey
= [ s lrw) aray,

missd w'(z,y) : R? — R? on kuvauksen w derivaatta pisteessi (z,y) €

D. Ku , . . . : o
vaus w'(z,y) on lineaarikuvaus, jonka esitysmatriisi on

8]_'(.U1 8271)1-
Oiwy  Byws |
Jja
T(w)(x,y) = det w,(g;,y) — Oiwy  Ohwy
O1wz  Oyws
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on lineaarikuvauksen w'(z,y) esitysmatriisin determinantts eli funktion

w Jacobin determinantti pisteessi (z,y) € D.

4.5.8. Huomautuksia. a) Lause 4.5.2 ei pide aivan ylla olevassa muo-

dossaan, koska funktio
(4.5.4) (z,9) — f(w(z,y)) |7(w)(z, y)|

ei valttamatts ole Riemann-integroituva joukossa D. Funktion ei nimit-
tain tarvitse olla rajoitettu. Kuitenkin jokaisella D;, missd D; C D, D,
kompakti D:ssi ja OD; on nollajoukko, pétee, ettd funktio (4.5.4) on

Riemann-integroituva joukossa D;. Lisédksi jos

DicDyC...
ja

|Jb: =D,
niin

lim f( w) |r(w)] dz dy

1—00

on olemassa ja riippumaton Jonosta D;. Tati raja-arvoa merkitdan

(455) [ i)l azay,

D
ja se on sama kuin lauseen 4.5.2 integraali. Itse asiassa (4.5.5) on esi-
merkki epioleellisesta integraalista, joita kisittelemme kappaleessa 4.7.

b) Lauseen 4.5.2 kaava pitee myds, kun D:n tilalla on D ja D':n tilalla
D, Syy tihén on, ettd sekd 0D ettd oD’ ovat nollajoukkoja.

Lauseen 4.5.2 todistus. Esittelemme todistuksen idean. Huomautuksen

4.5.3 a) valossa yksityiskohdissa on melko paljon ty6td. Merkitddn w:n
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kddnteiskuvausta w™! : D' — D. Olkoon {D;} joukon D jako, katso
kappale 4.3. Nyt pitee

k
e dz dy ~ T4 !
/DI f y ; f(m“ yl) a’rea’(Dz):

missd D; = w(D;) ja w(zs, y:) = (2, ). Kuvaus
= w(zi, yi) + w' (@, y) (@ — (2, 1))

approksimoi kuvausta w joukossa D; siti tarkemmin, mité pienempi D;
on. Téama johtuu siitd, ettd w on derivoituva ja kyseessé on kuvauksen
w lokaali approksimointi derivaattakuvauksen avulla.

Olkoon L : R? — R? lineaarikuvaus ja A = [a,b] X [a, 5] C R? nelis.
Télléin A:n pinta-ala on area(A) = (b—a)?, ja lineaarialgebran tietojen
nojalla nelién kuvan pinta-ala toteuttaa,

area(L(A)) = | det L| area(A).

Tam4 ei pade pelkistdin nelidille vaan kaikille joukoille A, joilla on
pinta-ala. Lineaarikuvauksessa kuvajoukon pinta-ala saadaan ylla ole-
vasta kaavasta. Soveltamalla téts pinta-alan muuttumisen kaavaa fm

Riemannin summaan ja lineaarikuvaukseen L = w/ (z;,y:) seki otta-
malla huomioon, ettd

area(D;) = area(w(D;)) ~ area(L(D;)) = | det w'(xz;, ;) |area(D;),

saadaan
Zf ;,y;) area(D Zf w(z;,y:))| det w'(z;, y;)| area(D;)

%/Df(w)ldetw’l dz dy.
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4.5.6. Esimerkki. Lasketaan

T
. d.’L’d,
I //,;,x+2y 4

missia D' on suorien 2z—y = 0, z+2y =2, z+2y = lja2z—y = 2ra-
joittama suorakaide. Kuvaus w : R? — R?, w(z,y) = (22 — v,z +2y),

on lineaarikuvaus, ja sen kiinteiskuvauksella w~!: R?2 — R? on lauseke
e . L + 2v)
wH (u,v) = 5(2u+v),g( u :

Tami saadaan ratkaisemalla yhtaléryhma

Uu=2r—Yy

v=a+2y
z:n ja y:n suhteen. Kuvaus w on valittu siksi, ettd se kuvaa suorakai-
teen D' bijektiivisesti suorakaiteelle D, jonka kirkipisteet ovat (0, 1),

(0,2), (2,1) ja (2,2). Jos lineaarikuvauksella on kidnteiskuvaus, niin

0 o . i 0 e s
kisinteiskuvaus on myds lineaarikuvaus. Kuvauksen w™" esitysmatriisi

2/5 1/5
~1/5 2/5|"

joten sen determinantiksi saadaan

on

il

5

2/5 1/5

@ =1y o

Kuvaus w-! on selvisti C!-kuvaus R2:ssa. Asettamalla

x
T+ 2y

flz,y) =
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ja soveltamalla lausetta 4.5.2 kuvaukseen w~! saadaan
= //D/ 5 f2y dzdy = //D Fw™Hw, ) |7 (w™)(u,v)| du dv
2u+v 1 1 Y
= —dudv = — 211 dud
//1)51) 5“”25//D<v+>uv
1 2

2 /2 2 ) dv) du=—~ [ (2uln2+1)d
= — J— Uy = —
25 Jo \Ji \v 25 Jo “
42 +2

25
Tehtédvissd hyddyttiin, kun D’ kuvattiin yksinkertaisemmalle joukolle

D, jossa oli helppo soveltaa iteroitua integraalia. On varsin tavallista,
ettd lausetta 4.5.2 sovelletaan kédnteiskuvaukseen.

4.5.7. Esimerkki. Lasketaan integraali

Ji= // e~ Y dzdy,
D

missd D = {(z,y) € R?:a? < 2?2+ 42 < ¥?},0< a < b < 00, on kah-
den samankeskisen ympyrin vilissd oleva osa. Joukko D on kompakti,
tapauksessa a = 0 se on suljettu kiekko B(0, b). Tarkastellaan kuvausta
w: [a,b] x [0,27] — R?,

w(r,¢) = (z,y) = (rcos ¢, Tsin ).

Kyseessé on pisteen (z,y) napakoordinaattiesitys. Kuvaus w kuvaa avoi-
men suorakaiteen (a,b) x (0,27) bijektiivisesti joukolle

D' =intD\{(z,y) e R*: y =0,z > 0}.

Kuvaus w on selvisti C'-kuvaus joukossa (a, b) x (0,27) ja sen Jacobin

determinantille saadaan lauseke

cosy —rsin
T(w)(r, p) = i e =rcos’p +rsin®p=r.

sing Trcosyp
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Koska integroitava funktio on jatkuva kompaktissa joukossa D ja jou-

kosta D pois jatettdva osa on nollajoukko saadaan

1=// —at-y? dxdy—// -4 4z dy
d 2
=// rdrdgo—(/ d<p> (/ e"rrdr>
[a,b]x [012‘"] 0 a

b
1 2 2 2
g 2 /—-— i — ( . b —b > .
™ 26 U (&

T4t4 integraalia kdytetddn todennikoisyyslaskennassa. Huomaa, ettd

/ e~ dt
0

ei voi esittia alkeisfunktioiden avulla.

integraalia

HARJOITUSTEHTAVIA

4.5:1 Miaritd muunnoksen w : R? — R?,
w(z,y) = (@*,z +y),

Jacobin determinantti. Onko w bijektio?
4.5:2 Olkoon D = B(0,1)\B(0,1/2). Mairitd integraali

//logm +4?) dzdy

kiyttamilld muuttujanvaihtoa

(r,) v (rcos @, rsin ).

4.5:3 Olkoon D = {(z,y) € B(0,1) : y 2 0} C R? ja f : R* - R,

f(z,y) = 2* + y* Miiiritd integraali

[ faw) s
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4.6. INTEGRAALIN LASKEMINEN TASA-ARVOKAYRIEN AVULLA

Menetelma soveltuu erityisesti tyyppié

/ h(g(z,y)) dedy
D

olevien integraalien laskemiseen. Olkoon 2 C R? avoin, D C § kom-
pakti, g : @ — R sellainen C'(Q)-kuvaus, ettd g(D) C [a,b], ja h :
la,b] — R on jatkuva. Merkit#sin

»

A(t) = area(Gy), t € R,

Il.l.iSS'é'i Gy = {(z,y) € D : g(z,y) < t}. Oletetaan, ettd A € C!([a,b)]);
tdmé luennollisesti edellyttdd area(G;):mn olemassaoloa.

4.6.1. Lause. Olkoot funktiot f,g ja A kuten ylli. Tdlloin

// wy)dxdy—/h t)A'(t) dt.

Todistus. Luonnostelemme todistuksen. Olkoon
a=ty <1 <...<t,=0b
vélin [a, b] jako. T4lldin patee
h(g(z,y)) = h(t;),

kun (z,y) € Gy, \Gy,_,. Arvio on sitd tarkempi, mité pienempi erotus
t; — t;—1 on. Nyt

//D hlo(e,v) dody ~ 37 h(6)(A(t) — Atir)
~ DA (E) b — tir) = / b h(t)A'(t) dt.

O
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Koska integroitava funktio on jatkuva kompaktissa joukossa D ja jou-

kosta D pois jatettivi osa on nollajoukko, saadaan

I = // eV dpdy = // eV dzdy
D /
2w b )
= // e rdrdp = (/ d<p> (/ e™" rdr)
[a,b] % [0,27] 0 a
2 / Lo _ T (e'“2 — e‘bz)
= o / ~5e = ‘

Tats integraalia kdytetddn todennikoisyyslaskennassa. Huomaa, etta

/ et dt
. 0

ei voi esittaa alkeisfunktioiden avulla.

integraalia

HARJOITUSTEHTAVIA

4.5:1 Madrits muunnoksen w : R — R?,
w(x,y) = (xBa T+ y))

Jacobin determinantti. Onko w bijektio?
4.5:2 Olkoon D = B(0,1)\B(0,1/2). Maariti integraali

//logx +4?) dz dy

kiyttamailld muuttujanvaihtoa

(r,p) +— (rcosp,rsin ¥).

4.5:3 Olkoon D = {(z,y) € B(0,1) : y > 0} C R? ja f : R? - R,

flz,y) = z° + y*. Maarits integraali

//D f(@,y) dody.
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4.6. INTEGRAALIN LASKEMINEN TASA-ARVOKAYRIEN AVULLA

Menetelmi soveltuu erityisesti tyyppis

[ #lot@v)) azay
D

olevien integraalien laskemiseen. Olkoon Q C R2 avoin, D C § kom-
pakti, g : € — R sellainen C'(Q)-kuvaus, ettd g(D) C [a,8], ja h :
[a,b] — R on jatkuva. Merkitéin

”~

A(t) = area(Gy), t € R,

missi G; = {(z,y) € D : g(z,y) < t}. Oletetaan, etti A € C!([a, b));
tama Inonnollisesti edellyttid area(G;):n olemassaoloa.

4.6.1. Lause. Olkoot funktiot f,g ja A kuten ylli. Télléin

//Dh(g(m,y)) dxdy=/abh(t)A’(t) dt

Todistus. Luonnostelemme todistuksen. Olkoon
a=t <t <...<t,=0b
vélin [a, b] jako. Tilldin patee
h(g(z,y)) = h(t:),

kun (z,y) € G, \Gy,_,. Arvio on siti tarkempi, miti pienempi erotus
t; — ti—; on. Nyt

//h (z,y)) dzdy ~ th)(A ~ A(ti-1))
~ Zh(ti)A'(ti)(ti —tiy) ™ / bh(t)A’(t) dt
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Lause patee heikommillakin oletuksilla, mutta on t&lléin hankala muo-

toilla.

4.6.2. Esimerkki. Olkoon D = B(0,1) ja

I= // sin(z? + y*) dz dy.
D
Nyt h(t) = sint, g(z,y) = 2° + y? seki

A(t) = area(Gy) = area({(z,y) : z° + y? < t}) = 7t.

Té&lloin .

I= /1 h(t)A'(t) dt = 7r/1 sintdt = 7r/(— cost) = m(1 —cos 1).
0 0 5
Vilin [0,1] tilalla voisi kéyttaa laajempaakin vélié [a, b] D“ 0, 1]
Nyt kuitenkin A(t) on vakio kun t € [a,b]\[0, 1]. Huomaa, ettd A el
ole Cl-funktio vililld [a,b], jos a < 0 tal b > 1. Lause 4.6.1 pat?e
tissikin erikoistapauksessa. Huomaa, etta integraalin I voi laskea myos

napakoordinaatistossa.
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HARJOITUSTEHTAVIA

4.6:1 Olkoon D joukko, jota rajoittavat z-akseli ja suorat z = 1 ja
y = z. Magrité integraali

// z dzdy
D

tasa-arvokiyrien avulla kiyttiméilld apufunktioita g(z,y) = =
ja h(t) =t.

4.6:2 Olkoon f(z,y) = max(z,y) ja D = [0, 1] x [0, 1] neli. Maarita

integraali
// f*dzdy
D

t‘ésa—arvokéiyrien avulla. Vihje: G; on my6s nelid.

4.7. EPAOLEELLISET INTEGRAALIT

Tapauksessa n = 1

oo M
/0 f(z) dz = N}Enw/o f(z) dz.

edustaa niin sanottua epdoleellista integraalia. Se on olemassa, jos se-~
ki f on Riemann-integroituva jokaisella valilli [0, M] ettd yll4 oleva
raja-arvo on olemassa. Tilanne hankaloituu avaruudessa R”, n > 2, sil-
1a epéoleelliset integraalit R:ssid perustuvat reaalilukujen luonnolliseen

Jarjestykseen. Mitdén tallaista ei ole kilytettivissi R™:ssd, kun n > 2.

Olkoon A C R? suljettu tai avoin, A nollajoukko, (zo,y0) € DA
sekd f : A\{(z0,y0)} — [0,00) jatkuva. Emme oleta, ettd A olisi kom-
pakti; A voi olla esimerkiksi rajoittamaton; tilldin piste (20, yo) tul-
kitaan “darettomyyspisteeksi”. Lisdksi funktion f jatkuvuus voidaan
usein korvata Riemann-integroituvuudella.
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Tarkastellaan tapausta, missd (zo,%0) € 0A ja f (z,y) — oo, kun
(z,y) — (o, %) ja (z,¥) € A\{(z0,70)}. Oletetaan, ettd Riemann-in-

tegraali
[ s s,
D

on olemassa joukoilla D, jotka tyhjentévét joukon A\{(zo,y0)}- Talla
tarkoitetaan, ettd jokaisella r > 0 on olemassa sellainen joukko D, ettd
integraali on olemassa, D C A ja D D A\B((zo,v0),T) Asetetaan

I = sup / F(z,y) dzdy,
D JD

missd supremum otetaan edelld mainittujen joukkojen D yli. Huomaa,
ettd oletimme f > 0, jolloin kaikki integraalit ovat myds positiivisia tai

nollia. Oikein tulkitsemalla (zo, %) voi olla “§arettomyyspiste”.

Jos I = 0o, toisin sanoen integraalien joukko ei ole ylhailté rajoi-

tettu, niin sanomme, ettd epdoleellinen integraalt

/ f(z,y) dzdy
A

hajaantuu eli divergoi pisteessd (0, Yo). Jos I < 00, niin sanotaan, etta

[N

(epdoleellinen) integraali

/ f(@,y) dzdy
A

on olemassa eli suppenee (konvergoi) pisteessa (20, Yo) ja sen arvo on I.
Seuraava pitee: Olkoon Dy C Dy C ..\ f Riemann-integroituva

yli jokaisen joukon D;, D; C Aja

) s = A\{(z0,w0)}-
Talloin

I = lim f dzdy.

. H
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Tétd ei ole vaikea todistaa, koska f > 0. Huomaa, efté lukujono

- ai'_—/ fdxdy
Dy

on kasvava, joten silld on aina raja-arvo, joka voi olla co. Epioleellisen
integraalin suppeneminen tarkoittaa, etti timai raja-arvo on direllinen
Vastaavasti menetellddn, jos f < 0. Jos f saa sekd positiivisia etté

negatiivisia arvoja, niin se voidaan hajoittaa osiin
L — £t .
f=r-=r,

missd f*(z) = max{f(z),0} ja f~ = — min{f(z),0}. Maérittelemme

fz/fdxdy=/f+dxdy—/f‘ dz dy
A A A !

jos molemmat ep#oleelliset integraalit konvergoivat.

Edelld “singulariteetin” muodosti yksi ainoa piste (@0, yo). Singu-

lariteetti voi kuitenkin olla suurempikin joukko. T#ll6in menetelldsn
vastaavasti.

4.7.1. Esimerkki. Olkoon A = (0,1) x (0,1) avoin nelié ja f(z,y) =
1/y/z, kun (z,y) € A. Télldin integraali

/ f(@,y) dzdy
A
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ei ole madritelty tavallisena Riemann-integraalina, koska Riemann-in-
tegroituvan funktion tulee olla rajoitettu. Tulkitaan integraali epdoleel-

lisena integraalina, jolloin saadaan

f(z,y) dedy = lim // dz dy
/A( ) t—0+ [tl]x[Ol]\/—
1 /1
:tl—l.r& /——dmdy— hm A <t/2\/5> d

1
— lim (2—2\/2) dy = lim 2(1— V8 =2

t—=0+ Jy
Huomaa, ettd tassi tapauksessa “singulariteetti” koostuu y-akselin va-

lista (0, 1].
4.7.2. Esimerkki. Olkoon

A={(z,y) eR*:2>1, 0<y<1/z}.

// dz dy
ATty
1

on jatkuva A:ssa ja f(z,y) > 0. Joukko A on rajoittamaton, joten

integraali ei voi olla olemassa tavallisen Riemann-integraalin mielessé.

Maaratiaan

Nyt funktio

Singulariteetti (zo, yo) pitdd tulkita “Garettomyyteen”.

Merkitian A, = AN ([1,8] % [0,1]) ja mAaritelladn

// drdy // dx dy
A x—{—y t—»oo A, aj—|—y’

jos raja-arvo on olemassa. Funktio

// dz dy
t—
A ZTTY
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on kasvava, joten silld on raja-arvo ddrettomyydessi. Ainoa ongelma
on, ettd raja-arvo voi olla direton.

1/x

3 dﬂ:dy ’t 1/x dU t
j/A;$+‘y_/1(,/g T +y d:r:/l /ln(:z:+y) dz

0

‘ z+1/x ¢
=/ln( /’") dq::/ln(l—i——l—) dz
1 Z 1 z?

Logaritmille pétee In(1 + s) < s, joten saadaan arvio

/tln(l—F——*l)d </t—1d —t L 1+
z -/ __—_z
1 %2 —J; 2? o 1/ z t ls1

Naéin ollen
]]’ dz dy
t—'oo T+y
Tarkan arvon lausekkeelle

’ 1
tl_lglo 1 In (1 + F) dz

voi laskea osittaisintegroinnilla, silld integroitavan funktion derivaattaa

on olemassa ja direllinen.

edustaa rationaalilauseke.

HARJOITUSTEHTAVIA
4,7:1 Madritéd epdoleellinen integraali
JED
p =%y’
kun D = [1,00) X [1,00).
4.7:2 Olkoon D joukko 0 < z <1, 0 < y < 22, M&érit# integraali

//D m dz dy.
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ioi i 2 5liin jasva 5. INTEGROINTI MONIULOTTEISESSA AVARUUDESSA
4.7:3 Olkoon D funktioiden y = z ja y = z* graafien viliin jaavd

rajoitettu joukko. Madrité integraali 5.1. PERUSMAARITELMAT

// dz dy "
D TY Perusmédritelmédt ovat samat kuin edellisen luvun tapauksessa n =

2. Rajoitetun funktion f: D — R Riemann-integraali yli “laatikon”
D = [a1,b1] X [ag, bo] X ... X [a,,b,] C R™

voidaan médritelld kuten R?:ssa; myds yli- ja alasummia voidaan kiyt-

tad. Erityisesti, kun iteroidut integraalit ovat olemassa, pitee

by pbe by,
/'fdml.‘.dxnz/ / f(z1, ... z,)dz, ... dzy,
D wy ag a

"
o

-

iteroidut integraalit

Jajos f: D — R on jatkuva, niin seki integraali

/fda:l...dxn
D

ettd iteroidut integraalit ovat olemassa.

Olkoon sitten A C R™ rajoitettu joukko ja f : A — R rajoitettu
funktio. Asetetaan

=« ) flz),kunz e A
fle) = { 0, kun 2z € R™\ A.

Valitaan laatikko D siten, ettd D D A ja méaaritellddn

/fdxl...d:cnz/fdxl...d:z:n,
| A D

Jos jalkimmainen integraali on olemassa.

Joukko N C R"™ on Lebesguen nollajoukko R™:ssd, toisin sanoen

nollamittainen n-ulotteisen Lebesguen mitan suhteen, jos kaikilla e > 0




