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Valitaan h = tv, t # 0. Télléin

f(@o +tv) — flzo) _ V(mo)-(tv)  [to]
t - t +5 W)

=Vf(zo) v+ |tt—vl€(tv).

Nyt

|—t:—| e(tv) — 0,
kun t — 0, koska
Jtv]

= [v]

ja e(tv) — 0, kun t — 0. Nin ollen 8,f(zo) = V f(zo) - v. Lisdksi,
koska |v| = 1, saamme Cauchy-Schwartzin epayhtélén (1.1.3) nojalla

100 f (z0)| = [V f(w0) - v] < |V (wo)lJv] = [V f(wo)].

g

2.7.3. Esimerkki. Lasketaan funktion f(z,y) = sinz + y suunnattu
1 ..
derivaatta origossa suuntaan \—7_5(61 + e3) = v. Huomaa, ettd |v| = 1.

Kuvaus f € C}(R?), joten f on derivoituva origossa. Liséksi pétee
Vf(z) = (0:1f(%),0:f(z)) = (cos z, 1),
joten V f(0) = (1,1). Lauseesta 2.7.1 saadaan
1 1 2
—(1,1) (—=(1,1)) = —=(1+1) = —= =2
0, £(0) (,)(\/5( ) \/5( ) 7

Téamin voi laskea myds suoraan madritelmésta.

Selvitetdin seuraavaksi gradientin Vf geometrinen merkitys. Ol-
koon D C R? avoin ja f : D — R. Oletetaan, ettd f € C}(D). Tarkas-
tellaan f:n tasa-arvojoukkoa f(z,y) = c. Oletetaan, ettd on olemassa

polku
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z,y : [a,b] — R siten, ettd

f=z(t),y(t) = ¢,

toisin sanoen polku~y “kulkee” tasa-arvojoukossa f(z,y) = c. Oletetaan
liséksi, ettd z,y € C'([a,b]).

2.7.4. Huomautus. Jos (2'(t0),y'(t0)) # (0,0), to € [a, ], niin sanotaan,
ettd polulla -y on tangentti pisteessd to. Jos y'(to) # 0, niin tangentin

yhtélo on
I(to
/(to

~—

8

y—y(to) = (z — z(to)).

S

<2

T&ahan palataan my6hemmin.

*

2.7.5. Lause (Gradientin “geometria”). Olkoon v ja f kuvauksia kuten
edelld. Talloin

V(@) -+'(t) =0, t € [a, Y]
el
Vi(z(t),y(t)) - (@'(2),y'(t)) = 0, t € [a,b]-
Toisin sanoen V f on kohtisuorassa jokaista tasa-arvojoukossa kulkevaa

Cl-polkua vastaan.

Todistus. Olettamuksen perusteella f(z(t),y(t)) = c kaikilla t € [a, b].
Kéytetddn ketjusddntsd C) ja tarkastellaan funktiota h

t= (foy)(t) = f(z(t),y(t)).

Tami on kuvaus vililtd [a,b] reaaliluvuille. Koska v sisiltyy tasa-ar-
vojoukkoon, tdmé funktio on vakio ¢ vililld [a,b], josta seuraa, ettd
W (t) = (foy)(t) =0, t € [a,b]. Mdaratdin seuraavaksi V f(7(t))-7/(¢).

Ketjusddnto C) antaa

0= K(t) = VI(v(t) - (),
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mika onkin viite. O

Lauseiden 2.7.1 ja 2.7.5 seurauksena saadaan, ettd funktion f gra-
dientilla V f on seuraava ominaisuus: Gradientti V f on kohtisuorassa
f:n tasa-arvojoukkoja vastaan ja osoittaa suuntaan, johon f kasvaa

voimakkaimmin.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.7:1 Osoita, ettd suunnatulle derivaatalle patee 0_, f(z) = =0, f(z).

2.7:2 Funktio f : R® — R on parillinen, jos f(—z) = f(z) kaikilla
z € R™. Osoita, etti jos f on lisiiksi derivoituva, niin V f(—z) =
—V f(z). Maarité tallsin V £(0).

2.7:3 Maaston korkeus pisteessd (z,y) on

10

M) = s

Pisteen (3,2) kautta kulkee puro. Ma#ritd puron suunta tdssa
pisteessi.

2.7:4 Olkoon f:R™ = R, o € R™ ja 8, f(zo) = 0 jokaisella v € R™,
jolle [v] = 1. Mit4 tdlloin tiedetddn funktion f kdyttdytymisestd

pisteestd xp?

2.8. KORKEAMMAN KERTALUVUN OSITTAISDERIVAATAT JA
TAYLORIN KAAVA

Olkoon D C R? avoin joukko. Tarkastelemme funktioita f : D —
R. Yleistykset tapaukseen n > 3 ovat suoraviivaisia. Jos 0y f(z) on

olemassa joukon D jokaisessa pisteessi, saadaan funktio 01 f : D — R.
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Funktiota 0; f voidaan yrittdd derivoida z:n tai y:n suhteen eli muodos-
taa toisen kertaluvun osittaisderivaatat 0,0, f, merkitain 0% f = f,,, tai
001 f = fzy. Vastaavalla menettelylld voidaan muodostaa 050, f, mer-
kitdin O3 f = fyy,'tai 010of = fye. Namé ovat toisen kertaluvun osit-
taisderivaattoja: kaikissa ylld mainituissa tapauksissa funktiota f on
derivoitu kaksi kertaa. Jatkamalla vastaavasti saadaan 03 f = 9,0,0, f,
01020, f ja niin edelleen, mikéli kyseiset derivaatat ovat olemassa. Deri-
vaattaa O f sanotaan n. kertaluvun osittaisderivaataksi ja esimerkiksi
derivaattaa 0,0.0,f kolmannen kertaluvun osittaisderivaataksi. Kiy-
tetiéin merkintdd f € CP(D), jolla tarkoitetaan, etti f ja sen kaikki
kertalukua p tai tdtd pienempéi kertalukua olevat osittaisderivaatat

ovat olemassa ja jatkuvia D:ssi. Télloin
Co(D)=C(D)={f:D—R: f jatkuva}
jaC}(D) on jo tuttu kerran jatkuvasti derivoituvien funktioiden luokka.

2.8.1. Esimerkki. Olkoon f(z,y) = sin(zy), (z,y) € R2 Saadaan

O f(z,y) = ycos(zy),
O2f (z,y) = zcos(zy),
9,01 f(z,y) = cos(zy) — yz sin(zy),
0101 f(z,y) = —112 sin(zy);
0102 f(z,y) = cos(zy) — zysin(zy),
020s f(z,y) = —x* sin(zy),

Havaitaan, ettd 0,0,f(z,y) = 0.0, f(z,y). Osoittautuu, etti tami ei

ole sattuma. Funktio f on sellainen, etti silléi on kaikkien kertalukujen
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jatkuvat osittaisderivaatat R?:ssa. Téllaisten funktioiden joukkoa mer-
kitasin C*°(R?). Yleisesti merkitddn C*(D), jos funktiolla f on kaikkien

kertalukujen jatkuvat osittaisderivaatat avoimessa joukossa D C R".

2.8.2. Esimerkki. Olkoon f : R? — R, f(z) = |z| eli f(z,y) =
V22 + 12 Nyt f € C(R?), mutta f ¢ C1(R?), silld f:114 ei ole osittais-
derivaattoja pisteessi 0. Kuitenkin f € C®(R?*\{0}).

2.8.3. Lause. Olkoon f € C?(D). Tdllgin 010,f = 8201 f.

Todistus. Ideana on tavallisen viliarvolauseen kayttd. Pitdd nayttaa,

ettd kun (z,y) € D, niin
0102 f(z,y) = 0201 f(z,y).

Kiinnitet#sin (z,y)-keskinen nelié @, joka kokonaisuudessaan on D:n
sisalld. TAmé& on mahdollista, koska D on avoin. Seuraavassa tarkastel-
laan pisteitd (z,y), (z+h,y), (z,y+k), (x+h,y+k), missd h, k # 0
ovat niin pienii, etti nimi pisteet ovat @:n sisilld. Asetetaan

o(t) = f(z + h,t) — f(z,1),
Y(s) = f(s,y + k) — f(s,9)

T&lloin ¢ on madritelty y-keskiselld vililld ja 9 z-keskiselld vilillad. Ha-

vaitaan, ettd

q(h, k) = oy + k) — ¢(y)
flz+hy+k)— flz,y+k) — flz+hy) + flz,y)
= (x4 h) — ().
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Derivoimalla funktio ¢ ja soveltamalla viliarvolausetta saadaan

@'(t) = 0o f (z + h,t) — Do f(z,t),
g(h, k) =o(y + k) — o(y) = ¢'(E)k

missa ¢ pisteiden y ja y+k vilissé eli £ = y+0k, 6 € (0, 1). Seuraavaksi
sovelletaan véliarvolausetta funktioon s +— 9, f(s,y + 6k). Tam3 antaa

missid 1 € (0,1). Antamalla (h, k) — 0 nihd&sn, ettd jokaisella luvulla
hk#£0 =«

h,k

% - 6162f(1',y),

koska 010, f on jatkuva pisteessd (z,y). Lihtien liikkeelle esityksesti
qg(h, k) = ¥(z + ) — (2)

tullaan samanlaisella laskutoimituksella tulokseen

bk
Q(hk ), 801 f(z,y), kun (h, k) — (0,0).
Téstd seuraa, ettd 0,0, f(z,y) = 0102 f(z, y). O

Lausetta 2.8.3 vastaava lause pitee kaikillan > 2. Itse asiassa todis-
tus on sama, silld lauseen viite on oleellisesti kaksiulotteinen. Lauseen
oletukset ovat hieman liian voimakkaat, mutta lause 2.7.5 tulee ylei-

semmin kiyttdon edelld mainitussa muodossa.

Kehitetddn seuraavaksi useampiulotteinen Taylorin kaava. Tarkas-
telemme vain ddriarvosovelluksissa tirkesd toisen kertaluvun Taylorin

kaavaa tapauksessa n = 2. Emme edes pyri minimioletuksiin.
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2.8.4. Lause (toisen asteen Taylorin kehitelmé). Olkoon D C R?
avoin, f € C3(D) ja (zo,y0) € D. Jos (xo + h,y0 + k) € D, niin

Flzo +h,yo + k) = f(z0,%0) + O1f(z0,Y0) h + 02f (T, yo) K
+ 2748181 f (0, Yo) h* + 2 8102 f (zo, yo) hk + 0202 f (%o, Yo) k?)
+ (h* + E*)32B(h, k),

missi B(h, k) on rajoitettu funktio jossakin pallossa B(0,r), r > 0.

2.8.5. Huomautus. Tapaus n = 1: Olkoon f : [a,b] = R, 20 € [a, 8] ja
f € C3[a, b]. T&llsin

F(zo+ B) = £(zo) + F(@0) b+ o f'(z0) B + 5 £ (a0 + 6h) B,

kun zo + h € [a,b] ja 6 € [0,1]. Témi on tavallinen funktion f toisen
kertaluvun Taylorin kehitelmi, missé jiinnostermissé on kiytetty fin
kolmatta derivaattaa. Tama on lauseen 2.8.4 kaava tapauksessa n = 1.
Erona on, ettd avoimen joukon D sijasta on kdytetty suljettua vélid
[a,b]. Huomaa, ettd koska f™ on jatkuva, niin se on rajoitettu pisteen

To ympéaristossa.

Lauseen 2.8.4 todistus. Kuten funktion derivaattaa tutkittaessa havait-
tiin, annettu kaava pétee aina, kun (zo + h,70 + k) € D. Ongelmana
on funktion B rajoittuneisuus jossain pallossa B(0,r). Témén todista-

miseksi kiinnitetddn h ja k ja tarkastellaan funktiota
F(t) = f(zo +th,yo +tk), 0 <t < L.

Tami on médritelty valilla [0,1] kun & ja k on valittu riittévan pie-
niksi. Taman jilkeen todistus on yksiulotteinen. Nyt F € C3([0,1]) ja

yksiulotteinen kaava antaa

F/l 1 9
(2.86)  F(t)y=F(0)+ F'(0)t + 2(|0)t2 + F3$ )ts, 0<9<t.
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Sovelletaan ketjusdaantod C), sivu 40, funktioon F' = f o v, missi
Y(t) = (zo + th,yo + tk).
Tamd antaa g
F'(t) = V(y(£) -7 (¢)
= 01 f(xg + th, yo + th) h + O f (x + th, yo + tk) k.

Soveltamalla tatd uudestaan saadaan

F”(t) = allf(ilfo + th, o -+ tk) hg +2 algf(xo + th, Yo + t/C) hk
=+ 822f(1130 + th, Yo + tk') k‘g,

*

missé toisessa termissd on sovellettu osittaisderivaatan vaihtosaiantoa.

Sijoittamalla ndmé& kaavaan (2.8.6) arvolla ¢t = 1 saadaan

(o + by + ) = F(0) + F'(0) +  F'(0) + 5 F(6),

missé
F(O) = f(any0)7
F'(0) = 01f(x0,90) h + O2.f (o, 10) k,
F”(O) 311f(370, ?/o) h? +2 312f($0, yo) hk + 522f($0, yo) k2.

!

On vield nédytettava oleellinen osa todistuksesta, nimittiin etti
(2.8.7) B(h,k) = (W2 + k)2 F"(0) /6

on vaadittua muotoa. Huomaa, ettd B(0,0) voidaan maéritelld nollaksi.
Jos F' derivoidaan kolmesti, saadaan f:n kolmannen kertaluvun osit-
taisderivaattojen, kerrottuna luvuilla 4 ja k, dérellinen summa, jonka

termit ovat tyypillisesti muotoa

Ao f (zo + thyyo + tk) K2k.
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Sijoittamalla t = 6, kidyttamalla arvioita |h] < VRZE k2, k| <
Vh2 + k2 ja havaitsemalla, ettd kolmannet osittaisderivaatat ovat jat-
kuvia, joten ne ovat rajoitettuja pisteen (o, 1) ymparistossi, ndhddin
kaavasta (2.8.7), ettéd B(h, k) on rajoitettu erdéssé origon ympéaristossé.

Huomaa, etta esimerkiksi

|(h2+k2) 3/2h2’\,| < lei ||3| < 1

kun merkitdin z = (h, k). O
2.8.8. Huomautus. Tapauksessa n > 3 lauseen 2.8.4 kaava saa seuraa-

van muodon: Olkoon D C R™ avoin joukko, f € C3(D), zo € D, h € R"
ja zo + h € D. Téalléin

flzo+h) = x0+§jafxoh+ Zal,fxohh + |1 B(h),

131

missid B on rajoitettu eradssd origon ympéristossa.

Funktioille R™:ssé on myss korkeamman asteen kehitelmid. Ne saa-
daan samoin kuin edelli. Edelld kehitetyt toisen asteen kehitelmat riit-

tavat kuitenkin useissa sovelluksissa.

2.8.9. Esimerkki. Etsitdan funktion

f(z,y) = sin(z® +°)
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toisen asteen Taylorin kehitelmé pisteessd (0,0) = 0. Selvésti f €
C3(R?) ja

f(Q,0) =0,
011 (2,4) = 2mcos(a +17)
Oaf(z,y) = 2y cos(z® + y?)
O f(z,y) = 2cos(z? + y?) — 42’ sin(z? + 3?)
O f(x,y) = 2cos(z? + y*) — 4y?sin(z? + y?)
O2f(z,y) = —dxysin(z® + y?).

Nain ollen
61£(0,0) = 82£(0,0) = B12£(0,0) = 85, £(0,0) = 0
ja 92f(0,0) = 62 £(0,0) = 2. Saadaan siis
sin(h? + k%) = 1/2 (2h* + 2k2) 4 (A + k2)*2 B(h, k),

missd B(h, k) on rajoitettu eriidissi 0:n ympéristossi. Derivaattaa ja
Taylorin kehitelm#é kdytetdan funktioiden lokaaliin approksimointiin.
Jos halutaan approksimoida funktiota f pisteen 0 ldhell, niin kannat-
taa approksimoinnin tarkkuusvaatimuksesta riippuen menetelli seuraa-
vasti. Ensin kannattaa tyytyd funktioon go(z,y) = 0, silld f on jatkuva
O:ssa ja f(0) = 0. Tarkempaa approksimointia varten kannattaa ottaa
approksimoivaksi funktioksi

(:I), y) = 1172 + :1/2-

Funktion f toisen asteen Taylorin kehitelmin voi 16ytaé toisellakin
tavalla, silla

sint =t + B(t)t*
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missé B(t) on rajoitettu. Tdma on tavallinen yksiulotteinen Taylorin

kaava. Sijoittamalla tahdn ¢ = h? + k? saadaan
sin(h? + k%) = k% + k* + B(h? + k*)(h* + k°)°.

T4m& on jainnostermin suhteen tarkempi kehitelmé kuin aikaisempi.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.8:1 Olkoon f : R? — R, f(z,y) = sinz cos(zy). Madritd derivaatat

0202f (z,y), D102f(x,y) ja 020202 (2, Y)-
2.8:2 Olkoon D C R? avoin. Funktio u € C*(D) on harmoninen jou-

kossa D, jos

6181'11, + 8282’& =0

D:n jokaisessa pisteessd. Naytd, ettd funktio
u(z,y) = z° — 3z’

on harmoninen RZ:ssa. Anna esimerkki funktiosta u € C*(D),
joka ei ole harmoninen R?:ssa.

92.8:3 Onko olemassa funktiota u : R> — R, jonka toisen kertaluvun
osittaisderivaatta 8,0,u on olemassa jokaisessa pisteessa, mutta
joka ei ole jatkuva?

9.8:4 Yhtilén r + 2y + z + €¥* = 1 ratkaisu voidaan esittdd muo-
dossa z = f(z,y), kun (z,y) on lihelld origoa. Maarita f(0,0),

81£(0,0) ja 810:£(0,0).

Y—*_

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT R™:SSA 61

2.9. AARIARVOT

Olkoon A Cc R™ ja f: A — R. Usein A oletetaan R™:n avoimeksi

osajoukoksi. -

2.9.1. Midritelma. Funktiolla f on lokaali (paikallinen) maksimi pis-

teessd xg € A, jos on olemassa sellainen § > 0, etté
(2.9.2) f(z) < f(zo0), kun z € AN B(xy, d).

Pisteessd x¢ on aito lokaali maksimi, jos kaavassa (2.9.2) pétee aito
epdyhtdld kun = # xp. Vastaavalla tavalla méaritelladn (aito) lokaali

minimi.w

2.9.8. Huomautus. Ylld on pieni ero tapauksessa nm = 1 annettuun
madritelmédn. Olkoon esimerkiksi A = [0,1] C R ja f(z) = z. Ylld
olevan médritelmin mukaan zo = 0 on f:n aito lokaali minimipiste ja
Zo = 1 on f:n aito lokaali maksimikohta. Yleensa reaaliakselin valilla A
madritellyn funktion lokaali maksimi- ja minimikohta voivat olla vain

A:n sisdpisteissd. Joskus tdtd kdytetddn myos kun n > 2.

Sanomme joukon A C R™ pistettd xq A:n sisdpisteeksi, jos on ole-
massa sellainen § > 0, ettd B(zy,d) C A. Merkitsemme joukon A si-
sapisteiden joukkoa intA. Sisépisteiden joukko intA on avoin joukko
jokaisella joukolla A C R™.

Lokaaleja maksimi- ja minimipisteitd kutsutaan myds lokaaleiksi

adariarvokohdiksi.

2.9.4. Esimerkki. Jos A on avoin, niin kaikki A:n pisteet ovat A:mn
sisdpisteitd. Jos A = [0,1] C R, niin 0 ja 1 eivit ole A:n sisipisteitd ja
intA = (0,1).
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2.9.5. Lause (peruslause). Olkoon f : A — R, zo joukon A sisdpiste
ja funktion f lokaali ddriarvopiste. Jos 0if(wo) on olemassa jollakin

i=1,...,n, niin &;f(zo) = 0.

Todistus. Lause seuraa vastaavasta lauseesta tapauksessa n = 1. Ol-

koon 7o funktion f lokaali maksimikohta. Tarkastellaan funktiota
t '_ﬂ f(xo,la oy Toi—1, t, Lo,i+1y -+ axO,n),

To = (Zo1,---,%on). Koska zg on A:n sisépiste, on ¢ méadritelty ainakin
jollakin valilla (zo; — 6, %0 +8) = A, § > 0. Koska f:l1d on lokaali

maksimi pisteessi o, niin valitsemalla § riittivin pieneksi patee

p(t) < ¢(z0,),
kun ¢ € A. Siten funktiolla ¢ on lokaali maksimi pisteessa zo,;.

Jos funktiolla ¢ : A — R on derivaatta vilin A sisipisteessd
To, Diin tunnetusti lokaalissa ddriarvopisteessi ¢'(zo;) = 0. Toisaal-
ta osittaisderivaatan médritelmén perusteella ¢'(zo;) = 9if (o), joten
0 f(zo) = 0. Vastaavasti ndytetadn, etta 0:f(zo) = 0, jos f:11d on lo-

kaali minimi pisteessa zg. il

2.9.6. Miiritelmi. Olkoon f € C'(D), D C R™ avoin. Pisteitd z €

D, joissa
Vi(z) = (6uf(2),.- -, 0uf(z)) = (0,...,0) =0,

sanotaan f:n kriittisiksi pisteiksi. Néissd pisteissd saatuja fm arvoja

sanotaan f:n kruttisiksi arvoiksi.

3]

Lauseesta 2.9.5 seuraa: Olkoon D C R" avoin ja f € C'(D). Téllsin

f:n lokaalit #driarvokohdat 16ytad f:n kriittisten pisteiden joukosta.
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2.9.7. Esimerkki. Olkoon f: R* - R, f(z,y) = (4 — 2% — y?) e**v.

Madaratdan funktion f kriittiset pisteet. Osittaisderivaatoiksi saadaan

Orf(z,y) = €Y (—2z + 4 — 2? — 4?),
Oof(2,y) = €Y (=2y + 4 — 2® — ¢?).

Maéasrdtadn ne pisteet (z,y), joissa

Vi(z,y) = (01f(z,y),0.f(z,y)) = (0,0).

Koska e**¥ > 0 kaikilla (z,y), niin kriittiset pisteet toteuttavat yhté-
16ryhmén

—2£E+4—x2~y2=0,

Vihentamélld yhtdlot toisistaan saadaan z = y ja sijoittamalla tdmé
ensimmadiseen yhtaloon seuraa, ettd x = —2 tai x = 1. Siten pisteet
(=2,-2) ja (1,1) ovat ainoita mahdollisia funktion f kriittisid pisteiti.
Vilittomaésti havaitaan, ettd taméi kaksi pistettd todella toteuttavat
V (z,y) = (0,0).

Vaikeampaa sen sijaan on paittdd, ovatko kriittiset pisteet f:n lo-
kaaleja dariarvokohtia.

2.9.8. Huomautus. Tapauksessa n = 1 funktion f toinen derivaatta
tarjoaa riittédvin ehdon lokaaleille dariarvoille. Olkoon f € C%(a,b). Jos
f'(zo) = 0 ja f"(20) > 0, niin pisteessd 2o on aito lokaali minimi ja
vastaavasti jos f'(zo) = 0 ja f"(xo) < 0, niin pisteessi z, on aito lokaali

maksimi.
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Tutkitaan tapausta n = 2 ja pyritdin 16ytdméadn vastaava kriteerio
lokaaleille dariarvokohdille. Olkoon f € C3(D) ja (zo,%0) € D fin kriit-
tinen piste eli V f(xo,%o) = 0. Taylorin kaavasta, lause 2.8.4, seuraa:

f(zo+ h,yo + k) = f(zo, %0)
+ 2740181 f (20, o) h* + 20102 f (w0, o) hk + 9202 f (%o, Yo) ki)

vastaa f”(z0):aa

+ (h? + k*)*2B(h, k).
Tama johtaa tutkimaan muotoa
Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck?, a,b,c € R,
olevan kuvauksen Q : R? — R kiyttiytymistd. Funktiota () sanotaan

toisen asteen neliomuodoksi.

Riippuen vakioiden a, b, c¢ arvoista @ kéyttaytyy erl tavoilla. Seu-

raavat nelja tapausta ovat mahdollisia, ja valitsemalla

a= 511f(330,’y0),
b = Oiaf (o, Yo),
c= 322f(330, 1/0)

voidaan tehdi alla olevat johtopéétokset.

(i) Q(h,k) on positiivisesti definiitti eli Q(h,k) > 0 kun (h, k) #
(0,0). Talldin (2o, yo) on aito lokaali minimi.
(ii) Q(h, k) on negativisesti definiitti eli Q(h, k) < 0 kun (h,k) #
(0,0). T&lldin (zo, yo) on aito lokaali maksimi.
(iii) Q(h,k) on indefiniitti eli saa sekd positiivisia ettd negatiivisia
arvoja. Talloin (2o, %o) el ole dériarvokohta, vaan niin sanottu

satulapiste.

Yi_
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(iv) Q(h, k) on positiivisesti (negatiivisests) semidefiniitts eli
Q(h, k) 2 0 (Q(h, k) < 0)
kaikilla (hyk) ja Q(h, k) = O jollakin (h,k) # 0. Mitéisn joh-

topaitosta pisteen (zo,yo) dédriarvoluonteesta ei voida télla pe-

rusteella tehdéd, vaan tilanne pitda tutkia erikseen.

Itse asiassa osoittautuu, ettdi oletus f € C?(D) riittda ylldoleviin joh-

topaatoksiin. Sovelluksissa on kuitenkin yleensi voimassa f € C3(D).

2.9.9. Huomautus. Tapaus (iii) ei tule vastaan kun n = 1, silld Q(h) =

f”(fEO) h,2.

2.9.10. Esimerkki. (i) Q(h,k) = h?+k? on positiivisesti definiit-
ti.

(ii) Q(h,k) = —(h® + k%) on negatiivisesti definiitti.
(iii) Q(h, k) = hk on indefiniitti, samoin Q(h, k) = h% — k2.
(iv) Q(h,k) = h? on positiivisesti semidefiniitti, koska Q(h,k) = 0

kun (h, k) = (0, k).

Jatdmme kohtien (i)-(iv) todistamisen harjoitustehtavéksi. Todis-
tus on samanlainen kuin tapauksessa n = 1 ja perustuu Taylorin kaa-

vaall.

2.9.11. Huomautus. Tilanteessa n > 3 pitda tutkia nelimuotoa

Q(h) = Z aij h,; hj, h = (h,l, “ERT hn), aij = &ij(xo)

ij=1
Muuten tilanne on taysin vastaava. Funktiota @) kutsutaan f:n Hessin

neliomuodoksi pisteessd xg.

Tutkitaan seuraavaksi, milloin @(h, k) on jotain tyypeista (i) - (iv).
Olkoon @ edelleen Q(h, k) = ah? 4 2bhk + ck?.
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(i) Q on positiivisesti definiitti tdsmélleen silloin, kun a > 0 ja
determinantti

a b

C

(2.9.12) =ac—b* > 0.

(ii) @ on negatiivisesti definiitti tismalleen silloin, kun a < 0 ja
epayhtilo (2.9.12) pitee.

(iti) @ on indefiniitti tismélleen silloin, kun

a b
b ¢

< 0.

(iv) @ on semidefiniitti tdsmélleen silloin, kun

a b
b ¢

= 0

Niiden kriteerioiden todistaminen ei ole vaikeaa; itse asiassa ne liitty-
Vit toisen asteen pintojen karakterisoimiseen. Vastaavat, hieman mo-

nimutkaisemmat ehdot ovat voimassa kun n > 3.

2.9.13. Esimerkki. Olkoon f : R? = R, f(z,y) = 2z° — 6zy + 312
Midritetddan f:n kriittiset pisteet ja lokaalit aariarvokohdat. Funktio f
kuuluu joukkoon C*(RR2), joten lokaalit dériarvokohdat ovat kriittisten

pisteiden joukossa. Kriittiset pisteet (z,y) toteuttavat yhtdloryhmén
alf(xay) = 63:2 - 6y = Oa
0o f (z,y) = —6z + 6y = 0,
josta helpolla pédttelylld saadaan z = 0 jay=0taiz=1jay =1
Ainoat kriittiset pisteet ovat siten (0,0) ja (1,1).

Seuraavaksi pitdd tutkia, ovatko ndmé pisteet lokaaleja dariarvo-

kohtia. Koska f € C3(R?) (f € C*(R?) riittdd), voidaan kiyttad edelld
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esitettyd teoriaa. Nyt derivaatat 0,0, f(z,y) = 12z, 0,02 f(z,y) = —6
ja 0202 f(x,y) = 6. Pisteessd (0,0) a =0, b= —6, ¢ =6, joten

a b
b ¢

= —36.

Néin ollen piste (0,0) on satulapiste eikd siten lokaali diriarvokohta.
Pisteessd (1,1) a =12 >0, b= —6, ¢ = 6, joten

a b

> 0,
b ¢

eli kohdan (i) nojalla @ on positiivisesti definiitti, mistd seuraa, etti

piste (1,1) on (aito) lokaali minimipiste.

2.9.14. Esimerkki. Olkoon f : R? — R, f(z,y) = zy e~ @ +v)/2,
Osittaisderivaatoiksi saadaan
alf ,
82f z,

(2,) = y (1 — %) e @ +¥12
(,9)
00, f(z,y) = zy (2* — 3) e—(z2+y2)/2,
(z,9)
(z,y)

)

=3 (1—y?) e N2

b

010 f(z,y (1-=z ) (1-yHe —(z?+y%)/2
00af(z,y) = zy (y* — 3) e~ (z?+y? )2

]

ja koska f € C3(R?), saadaan ensimmiisisti osittaisderivaatoista kriit-
tisiksi pisteiksi (0,0), (1,1), (1,-1), (=1,1) ja (=1, —1). Sijoittamalla
piste (0,0) saadaan a = ¢ =0 ja b = 1, joten se on satulapiste. Pisteet
(1,1) ja (=1, —1) sijoittamalla saadaan a = ¢ = —2/e < 0ja b = 0,
joten

a b
b o

> 0.
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Nimi ovat siten aidot lokaalit maksimit. Pisteissd (1,—1) ja (=1,1)

saadaan a = ¢ = 2/e > 0 ja b = 0, joten

a b
b ¢

> 0.

Nama ovat siis aidot lokaalit minimit.

Kisittelemme seuraavassa reaaliarvoisten kuvausten absoluuttisia
eli globaaleja ddriarvoja. Olkoon f : A — R, A C R™ Allaolevat
lauseet tdydentivit vanhoja tuttuja tietoja vélilld [a, b] médriteltyjen

funktioiden kdyttaytymisesta.

2.9.15. Miaritelmi. Funktiolla f on absoluuttinen (globaali) minimi

pisteessd xo € A, jos
(2.9.16) f(z) > f(zo) kaikilla z € A.

Pisteessi o on aito absoluuttinen minimi, mikili kaavassa (2.9.16) pa-
tee aito epdyhtild jokaisella z # zo. Vastaavalla tavalla madritelldin

(aito) absoluuttinen maksima.

2.9.17. Lause. Olkoon A C R™ kompakti, epityhja joukko ja f : A >
R jatkuva. Tdllgin f:1lq on ainakin yksi absoluuttinen minimi- ja mak-

simapiste.

Todistus. Niytetddn ensin, ettd f on rajoitettu eli etta on olemassa
sellainen M < oo, ettd

|f(z)] < M kaikilla z € A.

Tehdsin vastaoletus: f ei ole rajoitettu. Talloin on olemassa sellaiset

pisteet z; € A, i =1,2,..., etta

| f(z:)] > .

I

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT R™:SSA 69

Koska A on kompakti, on olemassa sellainen osajono z;,, ettd z;; — zo,

kun j — oo ja zg € A. Nyt |f(z)| jatkuva, joten

T fm)] = 1 (®o)] < oo,
S——

— 00
miké on ristiriita.

Niytetdin sitten, ettd f:114 on esimerkiksi maksimipiste. Koska f
on rajoitettu ja A # @, on olemassa sup{ f(z) : z € A} = M. Supremu-
min mééritelméistd seuraa, etti on olemassa sellainen jono (z;), z; € A,
ettd f(z;) — My. Kuten edelld, joukon A kompaktiudesta seuraa, ettd
on olemassa jonon (z;) osajono (z;,) ja 2o € A, joille pitee Ti; ~ To.
Nyt f:n jatkuvuudesta seuraa, ettd f(zo) = Mp. OJ

2.9.18. Esimerkki. Tutkitaan tilastotieteessd usein kiytettyd pienim-
man neliosumman metodia. Tarkastellaan havaintosarjaa, jossa on teh-

ty usetta mittauksia
T =(21,Z2,...,Tn),

misséd esimerkiksi arvo z; on kappaleen z lampdtila, 25 on kappaleen

& lipimitta ja niin edelleen. Olkoon sitten 2! = (z},... 21) 1. mit-
taus, 2% = (z3,...,22) 2. mittaus ja z* = (z%,... 2F) viimeinen eli k.
mittaus.

Oletamme, ettd mittaukset on tehty samoissa olosuhteissa, kuiten-
kin esimerkiksi eri mittaajia kidyttdmalla. Yritamme selvittis “parhaan”

arvion z:lle. Olkoon
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havaintojen &/, j = 1,...,k, keskiarvo. Huomaa, ettd zo on R™:n vek-

tori. Pyrimme 16ytdm&&n sen pisteen z € R", joka minimoi lausekkeen
|x—x1|2+...+|x—x’°|2.
Néytamme, ettd keskiarvolla zo € R™ on tdma ominaisuus eli etta
funktion f: R® — R,
flzy=lz—2'P+... +|z— "%,

aito absoluuttinen minimi on pisteessa o.
Kirjoittamalla f:n lauseke koordinaattimuodossa = (1, ..., %n)
saadaan )
f@) = lw =2} + ...+ (2 —2})):
j=1
Jos funktiolla f on aito absoluuttinen minimi pisteessi z, niin = on

funktion f kriittinen piste, koska f € C>(R™). Néin ollen

bl

af=2Y (#;1—2])=0

1 N

[
Il

k
0.f =2 (zn—a})=0.
j=1
Naisté yhtalista seuraa
k
1 .
= — 2, i=1,...,n,
i = 2 1

j=1

joten todellakin z = zo. On vield niytettivi, ettd zo on f:n aito ab-

soluuttinen minimi. Piitellddn tdmé suoraan. Ensinndkin f(z) > 0

Y—'
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jokaisella x € R", ja pitee

lim f(z) = oco.

|z|]—o00
Tamé on helppoa nihds, silld kun |z| on suuri, on jokin z; myds
suuri ja f(z) > (z; — z})?, joten myds f(z) on télldin suuri. Siten
f(z) > 1+ f(=zo), kun |z| > M jollakin M > 0. Joukko B(0, M) on
kompakti, joten f saa sielld absoluuttisen minimiarvonsa. Se on abso-
luuttinen minimi koko R™:ss#, koska f(z) > 1+ f(zo) pallon B(0, M)
ulkopuolella ja pallossa B(0, M) funktio f saa arvon f(z), joka on
pienempi kuin 1+ f(xp). Absoluuttisessa minimipisteesss osittaisderi-
vaattojen arvo 0. Ainoa téllainen piste on zg, joten pisteesséd xy funktio

L 4
f saa absoluuttisen miniminsa pisteessé z;.

Enda pitdd osoittaa, ettd piste zy antaa aidon absoluuttisen mini-
min. Tdma n&hddédn helposti vastaoletuksella: Jos z € R™ on sellainen,
ettd f(z) = f(xo), niin myds pisteessi z funktio f saavuttaa abso-
luuttisen minimin. Siten  on f:n kriittinen piste, jossa vilttaméitta,

Vf(z) = 0. Mutta zo on ainoa téllainen piste, joten z = .

Se, ettd pisteessd zp f saavuttaa aidon lokaalin minimin voidaan
tutkia myos kdyttadmalld funktion f Hessin nelidmuotoa pisteessi xo,
jolloin havaitaan sen olevan positiivisesti definiitti. Myos suoralla las-
kulla on mahdollista todistaa, ettd f(z) > f(zo) kaikilla z # zo.

HARJOITUSTEHTAVIA
2.9:1 Madrita funktion f: R® — R,
flz,y,2) = z* — 3zy® + 322 + 2,

kriittiset pisteet.
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2.9:2 Mairiti edellisen tehtivan funktion f lokaalit 84riarvokohdat.

2.9:3 Osoita Adriarvokohdan midritelmid 2.9.1 kiyttien, ettd piste
(0,0) ei ole funktion f: R? — R, f(z,y) = z? — y?, Aariarvo-
kohta.

9.9:4 Olkoon A = {(z,y) € R?* : 2 > 0,y > 0,2z +y < 4} kolmio.
Etsi pisteet, joissa funktio f : A — R, f(z,y) = z2e~(@+Y) saa
suurimman ja pienimman arvonsa.

2.9:5 Osoita, etti jos nelivmuoto @ : R* — R,

Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck?,

on positiivisesti definiitti, niin on olemassa sellainen € > 0, ettd
Q(h, k) > e(h* + k?) jokaisella (h, k) € R2
Vihje: Naytd ensin, ettd Q(h, k) > € > 0, kun (h, k) on kom-
paktin joukon 0B(0, 1) piste, ja paittele tdstd loput véitteesta.
2.9:6 Mitki ovat sen suorakulmaisen laatikon mitat, jonka tilavuus
V > 0 ja jolla on pienin mahdollinen pinta-ala kantta lukuu-
nottamatta? Absoluuttista minimié ei tarvitse perustella.
2.9:7 Olkoon f € C!(R) funktio, jolla on ainoassa kriittisessd pis-
teessidn aito lokaali minimi. Osoita, ettd talloin piste on myESs
funktion f aito absoluuttinen minimi. Nayté, ettd tama el pa-
de, kun n = 2.
Vihje: Kokeile funktiota f : R*? — R,

flz,y) = —yt = e 4 2y2\/ e + e~

ja niytd, ettd (0,0) on ainoa aito lokaali minimipiste. Osoita
tamin jilkeen, ettd f:ll4 ei ole absoluuttista minimipistetta.
2.9:8 Onko funktioilla f,g : R? — R, f(z,y) =  + 2y ja g(z,y) =

_ 2 5 . . . . e .
ze~¥’ suurimpia tai pienimpid arvoja?
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2.9:9 On tehty joukko havaintoja (z;,v;) € R%, 1 = 1,...,n. Olkoon
f:R?2 - R,

- flhym) = (yi — kzi —m)*,

i=1
Olkoon (ko, mg) funktion f absoluuttinen minimi. Minké yhté-
16ryhmén piste (ko, mo) toteuttaa? Téssd on kyseessd pienim-
mén neliGsumman metodilla tapahtuva regressiosuoran maarai-
minen. Absoluuttisen minimin olemassaoloa ei tarvitse tutkia.

2.9:10 Etsi ne pisteet, joissa funktio f : R* — R, f(z,y) = 2zy, saa
suurimman ja pienimmén arvonsa joukossa F(O, 2).

2.9:11 QOlkoon A = {(z,y) € R* : y° — 2% = 0}. Onko funktiolla
f Ay — R, f(z,y) =y, suurinta tai pieninti arvoa?




