Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos

Kurssikoe 26.10.2016

Ratkaisuehdotus

Kokeessa ei saa kdayttid laskinta eikd taulukkokirjaa. Muista perustella kaikki vastauksesi.

1. Tutkitaan vektoreita v; = (1,1,1), v = (0,2,0) ja v3 = (1, —1,1).

(a)
(b)

()

Onko jono (vq, U9, v3) vapaa? Perustele vastauksesi vapauden madritelmén avulla

Virittavitko vektorit o1, v, ja U5 avaruuden R3? Perustele vastauksesi virittdmisen
madaritelméan avulla.

Kuvaile, miltd aliavaruus span(v;, U2, v3) ndyttédd. Muista perustella vastauksesi.

Ratkaisuehdotus: (24 pistettd)

(a)

(6 pistettd)

Tapa 1:

Huomataan, ettd 1(1,1,1)+ (—1)(0,2,0) + 1(1,—1,1) = (0,0, 0). Siten vektorijono on
sidottu.

Tapa 2:

Ratkaistaan yhtalé (1,1, 1) + 22(0,2,0) + 23(1, —1,1) = (0,0,0), missd xq,x9, x3 €
R3. Yhtilo on yhtépitava yhtalon (zy, 21, 21) + (0, 229,0) + (73, —x3, 23) = (0,0,0) ja
edelleen yhtalon (xq + x3, 21 + ¥ — 3,21 + x3) = (0,0,0) kanssa. Néin paadytaan
yhtaloryhmaédn

r1+23=0
T1+ 19 —23 =0
1+ 23 =0.
Yhtaloryhméa vastaa matriisi
10 1]0
11 —-1]0
10 1]0

Kun téalle matriisille tehdaén alkeisrivitoimitukset Ry — R; ja R3 — Ry, saadaan por-
rasmatriisi

1 0 1]0
01 =210
00 010

Koska epétosia yhtéloité ei ole, yhtaloryhmalld on ratkaisuja. Koska 3. sarakkeessa
on vapaa muuttuja, ratkaisuja on darettomén monta. Siten yhtalolla on muitakin
ratkaisuja kuin z; = 0, 2o = 0, x3 = 0. Néin ollen jono on sidottu.

Porrasmatriisin voi halutessaan vield muuttaa redusoiduksi porrasmatriisiksi, josta
pystyy lukemaan, mitka ratkaisut ovat. Tama ei kuitenkaan ole valttaméatonta.

(10 pistettd)

Oletetaan ettd a = (a,az,a3) € R®. Ratkaistaan yhtdlo z1(1,1,1) + x4(0,2,0) +
x3(1,—1,1) = (ay,as,a3), x1, T, r3 € R3. Yhtilo on yhtépitavi yhtalon (xq, z1,21) +



()

(Oa 21’2, O)+(ZE3, —X3, 'T3) = (ah a2, a3) ja edelleen yhtalon (l'l—f-.’l/'g, $1+l’2—l’3, $1+x3) =
(a1, as, az) kanssa. Nain paadytadn yhtaloryhméaéan

T1+ T3 = aq
Tr1+ Tog — T3 = ay

T+ T3 = as.
Yhtéaloryhméaa vastaa matriisi

1 0 1 aq
11 —1|ay
10 1 as

Kun télle matriisille tehdaén alkeisrivitoimitukset Ry — R; ja R3 — Ry, saadaan por-

rasmadtriisi
1 0 1 aq

01 -2 o — a1
0 0 0 as — ap

Porrasmatriisista nahdéan, ettd yhtaloryhmaélla on ratkaisuja, jos ja vain jos az —a; =
0. Nain ollen ratkaisuja ei ole esimerkiksi siind tapauksessa, ettd a; = 1, as = 0
ja az = 0. Tama tarkoittaa sita, ettd vektori (1,0,0) ei ole vektoreiden vy, U5 ja v3
lineaarikombinaatio. Siten vektorit eivit viritd avaruutta R3?

Huomataan, ettd v3 = v; — vy. Tésta seuraa, etta span(vy, s, v3) = span(vy, v2). Koska
vektorit v; ja vy eivat ole yhdensuuntaisia, kyseessé on taso. Tama taso kulkee origon
kautta.

Arviointiperusteet:
Kohta (a)

Tapa 1: Osattu kirjoittaa nollavektori annettujen vektorien lineaarikombinaationa, 4
p. Todettu, etté vektorijono on sidottu / ei vapaa, 2 p.

Tapa 2: Muodostettu yhtédlo, 1 p. Muodostettu yhtaloryhmé, 1 p. Muokattu matriisi
porrasmatriisiksi / ratkaistu yhtaloryhma, 1 p. Todettu, ettd ratkaisuja on diretto-
mésti / on muitakin ratkaisuja kuin triviaali ratkaisu, 1 p. Todettu, ettd jono on
sidottu, 2 p.

Jos ei ole kaytetty maéaritelmaéd, vaan vedottu siihen, ettd yksi vektori on toisten
lineaarikombinaatio, mutta ratkaisu on muuten oikein, 6 p.

Kohta (b)

Oletettu, ettd meilld on jokin mielivaltainen avaruuden vektori, 2 p.
Muodostettu yhtélo, 1 p.
Muodostettu yhtalostd yhtaloryhmé, 1 p.

Muutettu yhtaléryhmén matriisi porrasmuotoon / ratkaistu yhtaléryhmé Gaussin Jor-
danin menetelmélla, 2 p.

Todettu, etta ratkaisuja ei ole kaikilla komponenttien arvoilla, 2 p.



Todettu, ettd vektorit eivat virita avaruutta, 2 p.

Kohta (c)

Kirjoitettu yksi vektori toisten lineaarikombinaationa, 2 p.

Todettu, ettd avaruuden virittdmiseen riittaa kaksi vektoria, 2 p.

Todettu, etta vektorit eivit ole yhdensuuntaiset, 1 p.

Todettu, etta kyseessa on taso, 2 p.

Todettu, etta taso kulkee origon kautta, 1 p.

Matriisilla A on ominaisvektori v = (3, —1). Miké seuraavista vektoreista voisi olla
Av ja miké ei? Jos vektori voi olla Av, kerro, miké silloin on vektoria v vastaava

ominaisarvo.

a=(2,4), b=(-1,1/3), ¢=(6,-2,0)

Matriisilla B on ominaisarvo 1/2, jota vastaaavat ominaisvektorit w ja u. Osoita, etté
my6s —4w + 2u on ominaisarvoa 1/2 vastaava ominaisvektori.

Ratkaisuehdotus:

(a)

(12 pistettd) Ominaisvektorille v patee Av = Av jollakin A € R. Vektorien v ja Av
taytyy siis kuulua samaan vektoriavaruuteen R?. Niin ollen vektori ¢ ei kiy. Liséiksi
vektorin v taytyy olla yhdensuuntainen vektorin Av kanssa. Nain ollen vektori a ei
tule kyseeseen.

Huomataan, ettd b = (—1/3)v. Néin ollen b voisi olla ominaisvektori. Siti vastaava
ominaisarvo olisi —1/3.

(12 pistettd) Matriisien laskusééntojen mukaan
B(—4w + 2u) = B(—4w) + B(2u) = —4Bw + 2Bu.
Koska w ja u ovat ominaisvektoreita, pate
—4Bw + 2Bu = —4(1/2w) 4+ 2(1/2)u = 1/2((—4)w) + 1/2(2u) = (1/2)(—4w + 2u).

Néin ollen B(—4w + 2u) = (1/2)(—4w + 2u).
Tama ei viela riitd. Ominaisvektori ei saa olla nollavektori. Téssa ei tiedetéd, onko

—4 Bw+2u nollavektori. Se olisi pitanyt mainita tehtavan oletuksissa. Tehtdvanannossa
oli siis virhe.

Arviointiperusteet:
Kohta (a)

Todettu, ettd vektorin Av pitda olla vektorin v skalaarimonikerta / yhdensuuntainen
sen kanssa, 2 p.

Todettu, ettd v ja a eivat ole yhdensuuntaisia, joten a ei kelpaa, 3 p.

Todettu, ettd vektoreiden v ja Av pitad olla samasta avaruudesta, joten c ei kelpaa, 3
p.
Todettu, ettd b = (—1/3)0 tai ettd b ja © ovat yhdensuuntaisia, 2 p.



e Todettu, ettd b = (—1/3)v, joten vektoria ¥ vastaava ominaisarvo voisi olla —1/3, 2

p.
Kohta (b)

e Ryhdytty laskemaan tuloa B(—4w + 2u), 2 p.

o Kaytetty matriisien laskusdaantoja oikein. Kaikkia vélivaiheita ei tarvitse loytya, 3 p.

e Osoitettu, ettd B(—4w + 2u) = (1/2)(—4w + 2u), 4 p. Jos Todistuksessa on lahdetty
vaitteesta, 2 p.

o Kiytetty tietoa siitd, ettd w ja u ovat ominaisvektoreita, 3 p. Jos on osattu vain sanoa,

(b)

mita tarkoittaa, etta ne ovat ominaisvektoreita, 1 p.

Kaverisi vaittda, etta yhtaloryhmalla on dareton madra ratkaisuja, jos sitéd vastaavassa
porrasmuotoisessa matriisissa on nollarivi. (Toisin sanoen rivilld on nollia seké viivan
oikealla ettd vasemmalla puolella.) Anna hénelle esimerkki porrasmatriisista, jossa
esiintyy nollarivi mutta jota vastaavalla yhtaloryhmallé on

i. tdsmalleen yksi ratkaisu

ii. ei yhtdan ratkaisua.
Muista perustella vastauksesi.

Oletetaan, etti A on nelidmatriisi, jolle pitee A2 — 3A + I = O. Osoita, ettd matriisi
A on kadntyva ja sen kdanteismatriisi on 31 — A.

Ratkaisuehdotus: (24 pistetta)

(a)

(b)

i. (6 pistettd) Valitaan matriisi

7 =5 0] 5
0 1 6] 4
0 0 =315
0 0 00

Matriisi on porrasmuoodossa, joten ratkaisujen lukuméaran voi lukea suoraan
matriisista. Epatosia yhtaloita ei ole, joten ratkaisuja on olemassa. Vapaita muut-
tujia ei ole, joten ratkaisuja ei ole adrettoman montaa. Siten ratkaisuja on tés-
mélleen yksi.

ii. (6 pistettd) Valitaan matriisi

Matriisissa on epatosi yhtalo toisella rivilla, joten ratkaisuja ei ole.
(12 pistetta) Oletuksesta A —3A + I = O seuraa I = 3A — A% Nyt niahdién, ettd

ABI—A)=A(BI) - A*=3(Al) - A>=3A—- A =1

ja
(B3I —A)A=BNA-A>=3(IA) - A*=34-A*=1.

Siten matriisin A kdénteismatriisi on 3/ — A ja A on kadntyva.



Arviointiperusteet:
Kohta (a)

Keksitty oikeanlainen matriisi ensimméiseen kohtaan, 2 p.
Perusteltu, etta ratkaisuja on darettomasti, 4 p.
Keksitty oikeanlainen matriisi toiseen kohtaan, 2 p.

Perusteltu, etta ratkaisuja ei ole, 4 p.

Kohta (b)

Ryhdytty laskemaan tuloa A(31 — A), 2 p.

Kéytetty matriisien laskusaantoja oikein. Kaikkia valivaiheita ei tarvitse 1oytya, 3 p.
Kaytetty oletusta, 2 p.

Osoitettu, ettd A(3] — A) = I, 3 p. Jos ldhdetty liikkeelle viitteesta, 1 p.

Ryhdytty laskemaan tuloa (31 — A)A, 1 p.

Kaytetty matriisien laskusaantoja oikein. Kaikkia vélivaiheita ei tarvitse loytya, 1 p.
Aladdin ldhtee matollaan palatsistaan kohti laskevaa aurinkoa. Téall6in hén ohjaa mat-
toaan suuntavektorilla w = (=5, —1,2). Edettydan jonkin matkaa Aladdin tekee suo-

rakulmaisen kddnnoksen ja péadtyy aarreluolalle. Aarreluolan paikkavektori palatsista
laskettuna on v = (—22, 20, 0).

i. Maérita vektorin v projektio vektorin w virittdmalle aliavaruudelle.
ii. Selitd omin sanoin ja kuvin, milla tavoin edellisessé kohdassa laskettu projektio
liittyy Aladdinin lentomatkaan.
Muistin virkistys: proj(v)g = 22w

Halutaan selvittdd, muodostavatko eridt vektorit @, 4o ja s avaruuden R3 kannan.
Kun tutkitaan, voiko avaruuden R? vektoria @ = (wy,ws,ws) kirjoittaa vektoreiden
U1, U ja uz lineaarikombinaationa, paadytdan yhtaloryhmaén, jonka kerroinmatriisin
determinantti on —13. Onko kyseessé kanta? Selita huolellisesti paéttelysi vélivaiheet.

Ratkaisuehdotus: (24 pistetta)

(a)

i. (4 pistettd) Kayttamalla projektion kaavaa saadaan

L wew _ (—22,20,0)- (=5,—1,2) 110 — 20 + 0
() — _ -5 —-1.2)= ————(-5,—1,2
proju(v) = T 5= oy (5 o190 P T S (O hY
90

ii. (8 pistettd) Laskettu projektio on sen pisteen paikkavektori p, jossa Aladdin te-
kee suorakulmaisen kéannoksen. Ensinnakin p on kertomuksen mukaan lennon
alkuperdisen suuntavektorin w suuntainen. Lisdksi kdannospaikasta aarreluolalle
piirretty suuntajana v — p on kertomuksen mukaan suorassa kulmassa alkuperai-
seen suuntavektoriin w ndhden. Téten p toteuttaa projektion méaritelmén ehdot.
(Tamén voisi selittdd myos kuvan avulla.)



(b) (12 pistettd) Jos halutaan selvittdéd, muodostavatko vektorit kannan, on tutkittava
yhtalod x 1ty + xotue + x3u3 = w, Missa x1, 9, x3 € R. Tastd yhtalosta saadaan yhtélo-
ryhmaé, joka on mainittu tehtdnannossa. Koska yhtaloryhman matriisin determinantti
ei ole nolla, matriisi on kéantyva. Tama puolestaan tarkoittaa sita, ettd yhtaloryh-
méllid on tdsmiélleen yksi ratkaisu. Téstd seuraa, ettéd jokainen avaruuden R? vektori
voidaan kirjoittaa tdsmélleen yhdella tavalla vektorien uq, us ja ug lineaarikombinaa-
tiona. Siten kyseessa on kanta.

Arviointiperusteet:

Kohta (a)

e Laskettu projektio oikein, 4 p.
e Pienet laskuvirheet eivit haittaa, mutta periaate pité olla oikein.

e Todettu, ettd projektio kertoo, kuinka paljon Aladdin matkusti laskevan auringon
suuntaan, 4 p.

e Perusteltu viite joko oikeanlaisella kuvalla tai selityksella, 4 p.
Kohta (b)

e Kerrottu, millaista yhtaloa tutkitaan, 2 p.

Kerrottu, kuinka matriisin kaantyvyys liittyy ratkaisujen lukuméaraan, 3 p.

Kerrottu, kuinka determinantti liittyy kaantyvyyteen, 3 p.

Kerrottu, kuinka ratkaisujen lukumaéara liittyy siihen, etta kaikki vektorit voidaan
kirjoittaa tasmaélleen yhdella tavalla annettujen vektoreiden lineaarikombinaationa, 2
p.

Todettu, etta kyseessa on kanta, 2 p.



