Tilastollinen paattely II, syksy 2015 — kevéat 2016
Harjoitus 13 (1. ja 3. 3.2016), ratkaisut

Tehtévéit (paitsi viimeinen) liittyvét luottamusvéleihin ja -joukkoihin. Monisteen luku 6.

1. (Monisteen teht. 6.1.) Olkoot Yi,...,Yas ~ N(p,02) 1L ja S? = 322° (V; — Y)?/24.
Palauta todenniikdisyyslaskennan kurssilta mieleen, miten S? /02 on jakautunut; erityisesti
sen jakauma ei riipu parametreista p ja o?. Etsi tdmén avulla keskihajonnalle o ylempi
95 %:n luottamusraja eli luottamusvéli muotoa (0, ), kun on havaittu s = 10.

Ratkaisu. Todennékoisyyslaskennan ja kurssimonisteen kohdan 5.4.3 perusteella tiede-

—_— 2 . . . . .o .o .
taan, etta % ~ X%_l kaikilla 02 > 0. Sen jakauma ei siis riipu parameterin o?

arvosta, eli se on saranasuure, ja

P{(n—1)S?/0% > q,} =1 —q,

missé g, on khiin nelién jakauman vapausasteella n — 1 a-kvantiili (eli piste, jonka va-
semmalla puolella on osuus « jakauman todennékoisyysmassasta). Ratkaisemalla tdmé
keskihajonnan o suhteen saadaan

-1
P{a< n S}zl—a.
o

Siten keskihajonnan o luottamusvili luottamustasolla 1 — a on

Aly) = (o, - 13) .

do

Tehtavan arvoilla 95% luottamusvaliksi saadaan

(o, V/24/13.85 10) ~ (0,13.16).

2. Oletetaan, etté erdédssa mallissa on 16ydetty tunnusluku eli aineiston muunnos t = ¢(y)
siten, ettd vastaavalle satunnaismuuttujalle 7' = ¢(Y) pétee T'— 6 ~ Tas(—1,1) kaikilla
0:n arvoilla. Kyseessé on siis saranasuure monisteen kohdan 6.2.2 mukaisesti. Johda tdman
avulla jokin 95 %:n luottamusvéli 6:lle.

Ratkaisu. Tasajakauman tiheysfunktio on
11
fla)=4TCD ~ 2 z € [-1,1]
0, muuten

joten

Siten

P{—095<T —60<0.95} =0.95
& P{T—0.95<60<T+0.95} =0.95,

joten yksi parametrin 6 95 % luottamusvéli on [t(y) — 0.95,t(y) + 0.95].



3. (Monisteen teht. 6.2.) Olkoot Y7 1L Y5 ja Y7 ~ N(u1,1) sekd Yo ~ N(ug,1). Etsi luvut
a,b > 0 siten, etta

P{‘Yl - Ml’ <a, ’YQ - /J'Q‘ < a} - 0957

P{(Y1 — m)* + (Ya — p12)* < b} = 0.95.
Aineisto on (y1,y2) = (1,0.5). Mitkd kaksi 95 %:n luottamusjoukkoa saadaan yo. yhtéléiden

perusteella parametriparille (1, p2)? Piirrd kuva. Kumpi luottamusjoukoista on mielestési
parempi? [Ohje. Tarvitset jakaumien N(0,1) ja x3 taulukoita tai laskimia.|

Ratkaisu. Merkitddn Z; = Y; — p;, jolloin Z; ~ N(0,1). Riippumattomuuden nojalla
P{Y1 — | <a, [Y2 — p2| < a}
—P{Yi — | < a}P{IY — | < a}
=P{|Z1| < a} P{|Z2| < a}
=P{-a<Z <a}P{-a<Zy<a}
=(2®(a) - 1)*,
missé @(-) on standardinormaalijakauman kertyméfunktio. Ratkaistaan a
(2®(a) — 1)? = 0.95
1
< Oa) = 5(\/0.95 +1)

1
& a= @*1(5(\/0.95 +1)) ~2.24.

Sijoittamalla a tehtéavanannon yhtdloon voidaan ratkaista 95%-luottamusjoukko

Aly) ={(p1, p2)  ly1 — ml < a, |y — po| < aj
={(p1,p2) s —a<yr —pm < a, —a <ys —pz < a}
={(p,p2) i —a<pm <y +a, ya—a<p <ys+a}
~[—1.24,3.24] x [—1.74,2.74).

Palautetaan mieleen, ettd jos Z;,Zs ~ N(0,1), niin X = Z? + Z2 ~ 2. Olkoon siis
X ~ x3. Kiiyttien lisiksi edelli méiriteltyji merkintoji saadaan
P{(Y1 = p1)* + (Yo — p2)* < b7}
= P{(Z1)* + (Z2)* < b*}
= P{X <b?*},

mistd voidaan ratkaista b kiiyttien y3-jakauman kvantiilifunktiota FX_QI()
2

P{X <V} =0.95
s = Fg(o.%)
& b= FX—%l(o.%) ~ 2.45.
Sijoittamalla b tehtavanannon yhtaloon saadaan 95%-luottamusjoukoksi
B(y) ={(mm, p2) : (y1 — 1) + (y2 — p2)® < 0°}
=B((y1,12),b)
B((1,0.5),2.45),

Q



missd B((y1,¥2),b) on R%m (y1,y2) -keskinen suljettu kuula, jonka siide on b ~ 2.45.

Luottamusjoukkoja A(y) ja B(y) voidaan vertailla niiden pinta-alojen avulla. Luotta-
musjoukkoa A(y) vastaava pinta-ala on 4a? ~ 20.0 ja vastaavasti B(y):n pinta-ala on
7b? ~ 18.8. Luottamusjoukko B(y) antaa siten tarkemman arvion parametreista g, po.
Toisaalta nelion muotoinen luottamusjoukko on selkedmpi esittaé.

nz

‘. (¥4, ¥2) |

Kuva 1: Luottamusjoukot parametreille p1, ps.

4. Vanha koetehtédvi. Oletetaan, ettd Yi,...,Y, ovat riippumattomia ja noudattavat
kukin jatkuvaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

fly;N) = 2xyexp(=Ay?),  y >0,

ja jossa A on positiivinen parametri.

a) Muodosta tilastollinen malli fy ja johda parametrin A suurimman uskottavuuden esti-
maattori A sekd Fisherin informaatio i(\).

b) Mitd normaalijakaumaa A approksimatiivisesti noudattaa, kun n on suuri?

¢) Muodosta Waldin testiin eli yo. normaaliapproksimaatioon perustuva approksimatiivi-
nen 95 %:n luottamusvéli parametrille A, kun aineisto on y = (y1,...,9,). Mikd on A:n
keskivirhe?

Ratkaisu. a) Yhteistiheysfunktio on

Fy(yiA) = [ 2Mwi exp(—g?) = (20)" (H yz> exp(—=A Y47,

i=1 =1 =1



ja kun valitaan c(y) = (2" [[I-, y;) ", uskottavuusfunktioksi saadaan

n
L(xy) = Nexp(=A ) 47),
i=1
ja edelleen logaritminen uskottavuusfunktio on
n
I(A;y) =nlog A — )\Zylg.
i=1

Logaritmisen uskottavuusfunktion derivaatta on

n n
'Ny) =5 - v
=1

Ratkaistaan SU-estimaatti laskemalla tdméan nollakohta:

n n
Vy) =5 =D wi =0
i=1

Log-uskottavuusfunktion toinen derivaatta on
n
"(\y) = -2 < 0 VA>0,

joten \ on uskottavuusfunktion globaali maksimikohta ja siten parametrin A SU-estimaatti.

Fisherin informaatioksi saadaan

i) = E[-"(:Y)] =

b) SU-estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden (monisteen kohta 3.6.5) nojalla

X;N(A,@) :N(A,f).

c) Sijoitetaan ensin SU-estimaatti mallin Fisherin informaatioon

i&%:”:n<EQWﬁ2:0ﬁaﬁf

n n

A2
ja lasketaan tdmén avulla SU-estimaatin keskivirhe:
. 1 Vn

s.e.(A) = i)/ - iyl

i

Siten Waldin 95%:n approksimatiiviseksi luottamusvéliksi saadaan (monisteen kohta 6.4.1)

N ol a N n — 1.964/n n+ 1.96y/n
()\ — 20.025 s.e.()\), A+ 20.025 Se()\)) = ( Zn y\[, Zn y{) .
=194 =194

5. Osoitteessa http://www.fsd.uta.fi/menetelmaopetus/paattely/paattely.html#luottamusvali
kuvataan luottamusvilin ja luottamustason kasitteitd seuraavasti:

"Tilastollisen paattelyn kaksi keskeisté késitettd ovat luottamusvali ja luottamustaso. Luottamus-
vali (confidence interval) kertoo milld vélilld todellinen perusjoukon tunnusluvun arvo on tietylld
todennakoisyydellda. Kayttden edelleen Nato-kyselyéd esimerkkind, voidaan kuvitella, ettd otokses-
sa 45 % kaikista vastaajista ilmoitti kannattavansa Suomen Nato-jasenyyttd. Koska tdhén lukuun



vaikuttavat monet satunnaiset tekijit, emme voi suoraan paitelld, ettd myos perusjoukossa (kaikki
téysi-ikiiset suomalaiset) vastaava osuus on tédysin sama. On kuitenkin todennikoisté, ettd perus-
joukon mielipidetté kuvaava arvo on lahelld otoksesta saatua arvoa. Voimme esimerkiksi paatella,
ettd 95 %:n todennikoisyydelld Nato-jisenyytta kannattavien ihmisten osuus perusjoukossa on
valilla 40-50 %. Téata valia kutsutaan luottamusvaliksi.

Luottamustaso (confidence level) kertoo, milli todennékoisyydelld perusjoukkoa kuvaava tun-
nusluku on jollain tietylld luottamusvélilld. Esimerkiksi 95 %:n todennékoisyydella 40-50 % suo-
malaisista haluaa Suomen liittyvin Natoon. Luottamustaso on t&lldin 95 %:n todennikoisyys.

Luottamustaso ja luottamusvali ovat siis téysin toisiinsa sitoutuneita késitteitd. Tieto luottamus-
valistd el ole mielekds, jos ei ole tietoa luottamustasosta ja péinvastoin. Olennaista on, ettéd luot-
tamustason kasvaessa laajenee my0s luottamusvéili. Toisin sanoen tadmaé tarkoittaa siis sitéd, etta
mitéd suuremmalla varmuudella haluamme tietda, milld vililla jokin perusjoukon tunnusluku sijait-
see, sitd suurempi on luottamusvéli. Jos esimerkiksi haluaisimme tietd&, milld v&lilld suomalaisten
Nato-jasenyyden kannatus on 99 %:n luottamustasolla, luottamusvali olisi suurempi kuin 95 pro-
sentin luottamustasolla (esimerkiksi 30-60 %). Jos olisimme valmiita tyytyméin esimerkiksi 90 %:n
luottamustasoon, véli voisi olla 43-47 %.”

Mika téssd kuvauksessa on hyvad ja mikd antaa kritiikin aihetta?
Kommentteja

Nea:

e Tekstisséd puhutaan todennédkoisyyksisté: voisi tarkentaa.

e Luottamusvali méaritelladn jollain luottamustasolla, eli tekstin kuvaus luottamusva-
lin ja luottamustason yhteydestd on outo. Siind on kuitenkin hyvd pointti se, etta
luottamusvali ei kerro mitaan, jos ei tieda milld luottamustasolla se on méaritelty.

Henkka:

e Hyvéa: Luottamusvilin leveys on ymmérretty oikein péin: suurempi luottamustaso
leventéd luottamusvilié.

e Kritiikki&: Parametriin on liitetty jakauma, joka on sitten mennyt sekaisin luottamus-
valin kanssa.

Pekka:

e Ongelmia: Koko ajan puhutaan parametriin (tai siis "perusjoukkoon") liittyvésté
tn:std, mikd el frekventistisen késityksen mukaan ole tavallisesti mielekéstd. Lause
"luottamustaso on talléin ... todennakoisyys"on tavallaan aika hassu: herdé kysymys,
miksi lanseerata uusi kisite "luottamus”, jos kerran se on sama asia kuin "todenné-
koisyys"? Toistetusta aineistonkeruusta ei puhuta yhtdin mitdén, vaikka se on ainoa
tapa ymmartaa/tulkita luottamusviliin liittyvéd luottamustaso (OK, joku voisi nahdéa
h&aiviahdyksen toistetun aineistonkeruun ajatusta sivulauseessa "koska tdhén lukuun
vaikuttavat monet satunnaiset tekijat").

e Hyvéa: Puhe luottamusvélista ei ole hyodyllista ellei tiedetéd, milla luottamustasolla
se on muodostettu. Luottamusvali kasvaa kun luottamustaso kasvaa.

6. Keskusteltavaksi:

a) Mainitse pari kolme mielestési térkeintd tai mielenkiintoisinta tilastollisen pééttelyn
piiriin kuuluvaa kisitetta tai menetelméd, jotka olet talla kurssilla oppinut. Perustele!

b) Miten késityksesi tilastollisesta paattelystd on muuttunut télld kurssilla verrattuna Joh-
datus tilastolliseen padttelyyn -kurssiin (tai vastaavaan)?

Kommentteja



Nea: Su-estimointi on mielesténi térked aihe, silld sitd tarvitsee muillakin tilastotieteen
kursseilla, joten siitd (ja muistakin syistd) se on térked aihe hallita hyvin. Kun suoritin
kurssin itse koin kiinnostavimmaksi ehkéd hypoteesien testauksen, silla aihetta ei juurikaa
oltu késitelty aiemmilla kursseilla, mutta siitd puhutaan paljon.

Henkka: Kurssin tarkeimmaéksi ja mielenkiintoisimmaksi sisélloksi koen SU-estimaattorin
asymptotiikan, informaation késitteen ja luentomonisteen lopussa késiteltdvén testiteorian.
Naiden ymmaértamisestd voi olla paljonkin iloa seké teoriasta ettd sovelluksista kiinnostu-
neille.



