Tilastollinen paattely II, syksy 2015 — kevat 2016
Harjoitus 12 (23. ja 25.2.2016) Ratkaisut

Tehtéavat 1-3 liityvat uskottavuusfunktioon perustuviin asymptoottisiin testeihin (mo-
nisteen jakso 5.6). Tehtévit 4 ja 5 ovat kertausta testiteoriasta.

1. (Monisteen teht. 5.12.)

a) Olkoot Y7,...,Y, ~ P(u) 1. Johda uskottavuusosamédrin testisuureen r(y) lauseke,
kun testattavana on Hy: p = pyo.

b) Erédéssa tienristeyksessi on pitkilld aikavélilla sattunut keskiméérin 7.2 onnettomuutta
kuukaudessa. Risteykseen asennetaan litkennevalot. Sitd seuraavan vuoden aikana sattuu
yhteensd 60 onnettomuutta. Testaa uskottavuusosaméirin testid ja y2-approksimaatiota
kayttamalld, voidaanko valojen asentamisen katsoa vaikuttaneen onnettomuuksien mééa-
riddn. Oletetaan, ettd onnettomuuksien lukuméérd kuukaudessa on Poisson-jakautunut.
Kasantopuolella on y2-jakauman taulukko.

Ratkaisu. a) Kurssilla on aiemmin todettu, ettd i =7 ja

U(pyy) = —np + nylog(p).

Kurssimonisteen kohdan 5.6.2 mukaisesti uskottavuusosamaédran testisuure on
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b) Oletetaan, ettd onnettomuuksien méaarat eri kuukausina ovat riippumattomia toisistaan.
Asetetaan nollahypoteesi Hy : = 7.2 ja Hy : p # 7.2. Havaintoja on 12 ja niiden keskiarvo
on §y = 60/12 = 5. Sijoittamalla arvot a-kohdassa johdettuun testisuureeseen saadaan
r(y) ~ 9.04. Uskottavuusosamiifirin testisuure on likimain y3-jakautunut, joten

p=Pu—72(r(Y)>r(y)) =~ 0.0026.

Nollahypoteesi voidaan siis hylédta kaikilla tavanomaisilla merkitsevyystasoilla.

2. Jatkoa edelliseen tehtavaan. Johda a-kohdan mallissa Waldin testisuureen ja Raon tes-
tisuureen lausekkeet ja sovella niitd b-kohdan aineistoon.

Ratkaisu. Kurssilla on aiemmin todettu, etté
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Kurssimonisteen kohdan 5.6.5 mukaisesti Waldin testisuure (kéyttden Fisherin informaa-
tiota nollahypoteesipisteessi) on

i(po) = B(="(uo; Y)) =

w(y) = i(no) (it — o)

johon sijoittamalla edellisessé tehtévissa lasketut arvot pg = 7.2 ja it = § = 5 saadaan
testisuureen arvoksi
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Waldin testilld p-arvoksi saadaan noin 0.0045, jolloin nollahypoteesi edelleen hylkéytyy
kaikilla tavanomaisilla merkitsevyystasoilla. Testi olisi voitu tehdé kdyttden myos Fisherin

informaatiota suurimman uskottavuuden pisteessé 6 tai havaittua informaatiota.

w(y) (5 —7.2)% ~ 8.07.



Raon testisuuretta varten tarvitaan log-uskottavuusfunktion ensimmainen derivaatta
ny
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Kurssimonisteen kohdan 5.6.6 mukaisesti Raon testisuure on
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Raon testisuure on siis tassa tapauksessa yhtasuuri kuin Waldin testisuure, kun kiytetdan
Fisherin informaatiota nollahypoteesipisteessé. Testisuureiden arvot ja testien p-arvot ovat
siten kuten edelld ja johtavat samoihin pa#telmiin molemmissa tapauksissa.

3. (Monisteen teht. 5.14.) Lue monisteen esimerkki 2.4.6. Oletetaan, ettd esimerkin a-
asetelmassa saadaan otokseen (n = 50) genotyyppejé rr, rR ja RR vastaavasti 4, 20 ja 26
yksilod. Laske parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti ja testaa kaksisuuntai-
sella Waldin testilld nollahypoteesia Hy: 6 = 0.2.

Ratkaisu. Mallin log-uskottavuusfunktio [, on annettu luentomonisteen esimerkissé, joten
derivoimalla sitd parametrin 6 suhteen voidaan ratkaista SU-estimaattori (monisteessa on
laskettu myés toinen derivaatta, joka on aina negatiivinen ja siten derivaatan nollakohdassa
on globaali maksimi)
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Sijoittamalla havainnot y; = 4, yo = 20, y3 = 26 saadaan SU-estimaatiksi 6 = % = 0.28.
Waldin testisuure saadaan laskettua sijoittamalla monisteesta 16ytyva Fisherin informaatio,
nollahypoteesin mukainen parametrinarvon 6y = 0.2 ja edelld laskettu SU-estimaattori
testisuureen kaavaan
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w(y1,y2,y3) = i(0)(0 — 6p) 90(1_00)(9 ) 016 0.08% = 4.

Kiyttamalld y3-kertymifunktiota saadaan p-arvoksi likimain 0.0455, joten nollahypoteesi
voidaan hylatd merkitsevyystasolla a = 0.05.

4. Pekka testaa malliin fy(y;0) liittyvid hypoteeseja Hy: 0 = 0y ja Hyi: 6 # 6y merkit-
sevyystasolla 0.01. Mikéli Hy ei tule hylatyksi aineiston y perusteella, han kerdéd uuden
riippumattoman aineiston ja tekee testin uudelleen. Han jatkaa aineistojen keruuta niin
kauan, kunnes Hy tulee hylatyksi.

a) Olkoon N niiden aineistojen lukumaéré, jotka Pekka joutuu keradmaéan. Mitd jakaumaa
N noudattaa? Miki on sen odotusarvo?

b) Mikd on Pekan kidyttdmén “testausmenettelyn” todellinen merkitsevyystaso, ts. milld
todennakoisyydella tosi Hy tulee lopulta hylatyksi?

¢) Mihin kurssilla késiteltyyn aiheeseen tdmé tehtédva mahtaa liittya?



Ratkaisu. a) Todennékoéisyys saada sellainen aineisto, ettd Hp hylkdytyy merkitsevyysta-
solla 0.01 on

q=q(0) =m.01(0) = Po(Y € Co1),

missé Cy g1 on kiytettdvin testisuureen indusoima kriittinen alue. Aineistot ovat toisistaan
riippumattomia ja testi tehddéan aina uudelleen kunnes nollahypoteesi hylkiytyy, joten

P(N=n)=(1-¢)"q.

Siis N on geometrisesti jakautunut parametrilla q. Geometrisen jakauman ominaisuuksista
tiedetdén, etta

b) Kun aineistonkeruu ja testi uusitaan uudelleen ja uudelleen nollahypoteesi hylkiaéantyy
jossain vaiheessa todennékoisyydelld 1, silla >~ >° | P(N =n) = 1.

c) Tehtéavd liittyy valintakorjaukseen. Pekan toistaessa koetta kerta toisensa jilkeen ei
todellinen merkitsevyystaso ole endé ensimmaéisen testin jélkeen 0.01.

5. Vanha koetehtévi. Toistokokeessa (onnistumistodennikéisyys ) suoritetaan 6 toistoa
ja lasketaan onnistumisten lukumaéré k. Testattavana on Hy: 6 > 0.5 vastaan Hy: 0 < 0.5
ja testisuureena muuttuja k. Paatetdadn hylatd Hg jos ja vain jos k < 1.

a) Missé tilanteessa tehdaan hylkdamisvirhe? Entd hyviksymisvirhe?
b) Miké on hylkdamisvirheen riski (todennékéisyys) suurimmillaan?
c) Laske voimafunktion arvot muutamassa valin (0, 1) pisteessé ja hahmottele sen kuvaajaa.

Ratkaisu. a) Hylkddmisivirhe tehdaan, kun Hy hylataan vaikka se olisi tosi. Téssd ta-
pauksessa siis jos k on 0 tai 1 ja @ > 0.5. Hyvidksymisvirhe tehd&dén, jos Hg on epétosi,
mutta nollahypoteesi silti hyviksytadn. Téassa tapauksessa siis jos k > 1 ja 6 < 0.5.

b) Po(K < 1) = (1 — )% +66(1 — 6)° on aidosti vithenevi kaikilla 6, jotka ovat vilil-
14 (0,1), joten suurin todennékéisyys hylkddmisvirheelle saavutetaan kohdassa 6 = 0.5.
Sijoittamalla saadaan Py_q5(K < 1) ~ 0.11.
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