Tilastollinen paattely II, syksy 2015 — kevéat 2016
Harjoitus 10 (9. ja 11.2.2016) Ratkaisut

Kaikki tehtavat liittyvét testiteoriaan; keskeisimmin monisteen jaksoihin 5.2-5.4.

1. Olkoon fy(y;#) jokin tilastollinen malli ja Hp: 0 € Qg siihen liittyva hypoteesi, jota
voidaan testata testisuureella ¢ = ¢(y) (suuret arvot Hp:lle kriittisid). Olkoon g jokin
aidosti kasvava funktio, ja mééritelladn v = u(y) = g(t(y)). Perustele, etté testisuuretta
u kayttdmalld saadaan samat p-arvot ja samat kriittiset alueet kuin ¢:td kidyttamalla.
Sanomme talloin, ettéd testisuureet t ja u ovat ekvivalentit.

Ratkaisu. Merkitdén 7' = ¢(Y), jolloin ¢(T) = u(Y). Méadritelmén mukaan p-arvo on
todennakoisyys p, jolle pétee

p=sup Py{T > t(y)},
0eQo

kun testisuureen suuret arvot ovat nollahypoteesin kannalta kriittisia. Nyt tehtévan ole-
tusten mukaan kuvaus g on aidosti kasvava, joten

T > t(y) < g(T) > g(t(y)).

Siten
Po{T > t(y)} = Po{9(T) > g(t(y))},

misté véite seuraa ottamalla supremum puolittain 6:n suhteen.

2. Normaalijakauman testien kertaus (monisteen teht. 5.3). Kemiantehtaassa kone
annostelee erdstd kemikaalia kanistereihin. Oletetaan, ettd kerralla annostellun kemikaalin
méard (litroina) noudattaa normaalijakaumaa. Pyrkimyksend on sdéatad kone siten, etta
keskiméadrdinen annos g on 10 ja keskihajonta o korkeintaan 0.2. Tutkittiin 20 kanisteria
ja havaittiin, ettd niissé oli kemikaalia keskiméarin y = 9.86 (litraa), keskihajonnan ollessa
s = 0.25. Testaa kaksisuuntaisella ¢-testill ja yksisuuntaisella x?-testilld, onko kone s#adén
tarpeessa. Kayta 5 %:n merkitsevyystasoa.

Ratkaisu. Oletetaan siis, ettd havainnot noudattavat mallia Yi,...,Y, ~ N(u,02) 1L,
jossa p ja o2 ovat tuntemattomia parametreja. Nollahypoteesi keskiarvolle on Hy : = 10
ja vastahypoteesi Hy : u # 10.

Kaytetaan t-testisuuretta 7', jolle nollahypoteesin pétiessé pétee
Y
—S/\/n

ja jonka suuret ja pienet arvot todistavat nollahypoteesia vastaan. Sijoittamalla luvut kaa-
vaan saadaan p-arvoksi

p= Py, {|T| > |t|}
=2 (1= P{tn_1 <|t|]})

86—1
~2-(1-r {55 )
0.2/1/20
=2.(1— P {tip <2.50}) ~ 0.022 < 0.05.

T

~ tn—la

Nollahypoteesi voidaan siis hyldtd merkitsevyystasolla o = 0.05, mikd merkitsee sité, etta
kone on téaltd osin sdddon tarpeessa.



Testataan seuraavaksi y2-testilla nollahypoteesia Hy : o < 0.2, jolle vastahypoteesiksi tulee
H; : 0 > 0.2. Tunnetusti

(n —1)52

2
0_2 ~ anla

joten

192 162
D= Poos { (n 21)5' > (n 21)5 }
o o

19 -0.252
—1- P{X%g < 022}

=1-P{x}y <29.69} ~ 0.056 > 0.05,

eli p-arvo jaa hieman merkitsevyystason ylapuolelle, eikd nollahypoteesia voida hylata.
Keskihajonnan puolesta kone ei siis ole sdatoa vailla.

3. (Vrt. monisteen teht. 5.5.) Olkoot Y7 ja Y3 kaksi riippumatonta havaintoa Poissonin
jakaumasta P(u). Testataan hypoteesia Hyp: p = 2 (tai p > 2) vastaan Hj: p < 2. Testi-
suureena on T'=Y] + Ys ~ P(2u).

a) Millaiset testisuureen arvot todistavat Hy:aa vastaan ja Hj:n puolesta: pienet vai suuret?
b) Laske testisuureen havaittuja arvoja t =0, t = 1, t = 2 ja t = 3 vastaavat p-arvot.
Ratkaisu.

a) Testisuureen pienet arvot puhuvat vaihtoehtoisen hypoteesin Hy puolesta ja siten nol-
lahypoteesia vastaan. Tamé johtuu siita, ettd mikéli nollahypoteesi pitéisi paikkansa, olisi
epatodennékoistd saada erityisen pieniéd arvoja.

b) Nollahypoteesin mukaan p = 2. Lasketaan p-arvot suoraan kurssimonisteen mééritel-
mén mukaan hyodyntéen testisuureen eli P(2u) = P(4)-jakauman kertyméfunktiota Frp:

p(t =0) = P,—a(T < 0) = Fr(0) = e * =~ 0.0183,
p(t=1) = P,_o(T < 1) = Fp(1) = 5¢~* ~ 0.0916,
p(t =2) = Py—o(T < 2) = Fr(2) = 13~ * =~ 0.238.
2
Pl = 8) = Puca(T < 8) = Fr(3) = (134 )™ ~ 0433,
4. Jatkoa edelliseen tehtavian.

c) Mitké ¢:n arvot johtavat Hp:n hylkd&dmiseen ja Hj:n hyviksymiseen merkitsevyystasolla
a = 0.17 Mitkd havaintoparit (y1,y2) kuuluvat vastaavaan kriittiseen alueeseen?

d) Jos toimitaan merkitsevyystasolla o = 0.1, niin missé tilanteessa tehdddn hylkdamis-
virhe ja missd hyvéksymisvirhe? (Ts. mitkd pm arvot ja ¢ arvot tai aineistot (yi,y2)
johtavat néihin virheisiin?)

e) Onko olemassa mitéén sellaista aineistoa (y1,y2), jonka havaitessasi voisit varmuudella
sanoa, ettd Hy pétee tal vastaavasti etté se ei pade?

Ratkaisu.

c) Edellisen tehtévan tuloksia tarkastelemalla havaitaan, ettd p-arvo jaa alle merkitsevyys-
tason a = 0.1 jos ja vain jos havaitaan arvo t(y) = 0 tai t(y) = 1. Téstéd seuraa, etté
havaintoparit (y1,y2) kuuluvat kriittiseen alueeseen, jos ja vain jos patee y; + y2 < 1, eli
(0,0),(0,1) ja (1,0).



d) Nollahypoteesilla © = 2 ja merkitsevyystasolla o = 0.1 hylkddmisvirhe tehdaéan edelld
esitettyjen laskujen perusteella silloin, kun todellinen parametrinarvo on p > 2 ja havaitaan
t(y) < 1. Hyviksymisvirhe taas tehddén vastaavasti, kun p < 2 ja havaitaan t(y) > 1.

e) Ei, silld olipa p > 0 miké tahansa, niin P(Y; = k) = ¢ ““, > 0 kaikilla £k = 0,1,....
Toisin sanoen jakauman alusta on aina {0, 1, ...}, joten mitké tahansa havaintoparit (y1, y2)
ovat mahdollisia kaikilla p:n arvoilla.

5. P6ydéan kummallakin sivulla on kolme tuolia ja lisdksi kummassakin péassa yksi tuoli.
Sosiologi tekee satunnaiskokeen, jossa hdn antaa neljastd miehestd ja neljastd naisesta
koostuvan ryhmaén istuutua péydan ympérille heidén haluamallaan tavalla.

a) Satunnaismuuttuja Y kertoo pdydén péissi istuvien miesten lukuméérén (sen mahdolli-
set arvot ovat siis 0, 1 ja 2). Johda Y :n pistetodennékdisyysfunktio ja laske sen odotusarvo
seka varianssi olettaen, ettd henkilot valitsevat paikkansa téysin satunnaisesti.

b) Sosiologi toistaa satunnaiskokeen 100 kertaa toisistaan riippumattomasti valituille koe-
henkiloiden ryhmille (kussakin nelja miesta ja nelji naista). Satunnaismuuttuja Y; kertoo
pOydén péissd istuvien miesten lukuméarén i:nnessé kokeessa ja T'= Y7 + - - - + Yigg. Ole-
tetaan, ettd T':n arvoksi havaitaan ¢ = 120. Testaa nollahypoteesia, jonka mukaan miesten
ja naisten hakeutumisella paatypaikoille ei ole eroa.

Ratkaisu.

a) Oletetaan, ettd henkilot valitsevat paikkansa tdysin satunnaisesti ja k € {0,1,2}. P&a-
typaikoille voidaan valita k& miesté (i) tavalla, jolloin jéljelle jaavat 2 — k paatypaikkaa
voidaan jakaa naisten kesken (Zf k) tavalla. Tapaukselle Y = k suotuisia istumajérjestyk-
sid on siis (:) (ka) kappaletta. Yhteensa kahdeksan hengen joukosta voidaan valita kaksi
henkil6éd padtypaikoille (g) = 28 tavalla. Téasta paadytaan (hypergeometrisen jakauman)
pistetodennékdisyysfunktioon

missd k = 0, 1, 2. Sijoittamalla saadaan

P(Y =0) = fy(0) = 0 6 3

josta symmetrisyyden nojalla

P(Y =2)= fy(2) = =
ja
6 8
PY =1)=fy(1)=1-P(Y =0) - P(Y =2) =1— = = —.

Odotusarvo satunnaismuuttujalle Y voidaan laskea kaavasta

2
= kfyv(k) =
k=0

Vastaavasti toinen origomomentti saadaan kaavasta

L 16 _ 40
k2 — =~ 1.43
Z Iy ( 98~ 28 ’

joten var(Y) = 12/28 ~ 0.43.



b) Nollahypoteesin mukaan satunnaismuuttujien Y; jakauma on kuten edellisessé kohdassa
ja oletuksen nojalla Y;:t ovat riippumattomia. Keskeisen raja-arvolauseen nojalla nollahy-
poteesin voimassaollessa

— n n—ln _EY) |4 7~
Z”'_‘/var(n)< Z}Y E(YJ)HZ N(0,1).

Sijoittamalla edelld lasketut luvut saadaan

/100 120

josta standardinormaalijakauman kertyméafunktion avulla voidaan laskea p-arvo tai havaita

suoraan, etta
p=Pu, {12 > 2]} = 2- P{Z > |2[} ~ 0.0023,

joten nollahypoteesi hylataan kaikilla tavanomaisilla merkitsevyystasoilla.



