Tilastollinen piittely II, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 9 (2. ja 4. 2.2016)

Tehtavit 1-3 liittyvit tyhjentdvyyteen. Monisteen luku 4.

1. Tarkastellaan harjoituksen 8 tehtavian 2 mallia, jossa Yi,...,Y, olivat riippumattomia
ja noudattivat kukin jatkuvaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio oli f(y;0) = 6y°~!, kun
0 < y < 1. Johda faktorointikriteerin avulla jokin yksiulotteinen tyhjentévd tunnusluku
parametrille 6.

Ratkaisu 1

Harjoituksen 8 tehtédvistd 2 tiedetdfn, ettd mallin tiheysfunktio on

fly;0) =0T
i=1

joka riippuu aineistosta vain tunnusluvun ], y; kautta, joka on siis tyhjentdva tunnus-
luku.

2. (Monisteen teht. 4.5.) Olkoon fy(y;#) tilastollinen malli, jonka parametrilla on yksiké-
sitteinen suurimman uskottavuuden estimaatti 6. Oletetaan, ettd T = t(Y) on tyhjentédva
tunnusluku. Pééttele, ettd 0 riippuu aineistosta y vain tunnusluvun t(y) vélityksell4.

Ratkaisu 2

Koska t(y) on tyhjentdvd tunnusluku, tiheysfunktio voidaan kirjoittaa muodossa

fy(y;0) = h(y)g(t(y); 0).

Kertomalla parametrista 6 riippumattomat tekijat pois, saadaan uskottavuusfunktioksi

L(0;y) = g(t(y); 0),

joka riippu aineistosta vain tunnusluvun t(y) vélitykselld. Uskottavuusfunktiolla on yk-
sikasitteinen suurimman uskottavuuden estimaatti 0, eli maksimiarvo pisteessd 6, joten
my6s 6 riippuu aineistosta vain tunnusluvun t(y) vélityksell.

3. (Monisteen teht. 4.6.) Olkoon Y7,...,Y,, riippumaton otos jakaumasta, jonka ptf/tf on
f(y; 0). Paidttele esim. faktorointikriteerin avulla, ettéd jarjestystunnusluku (Y(l), e ,Y(n))
on aina tyhjentéva.

Ratkaisu 3

Tehtévan tilastollinen malli on riippumattomuuden nojalla muotoa

n

Fy(v:0) =] (i 0).
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Merkitdén y;y:114 imneksi suurinta havaintoa. Yhteistiheysfunktio tai yhteispistetodenné-
kéisyysfunktio on reaaliarvoinen funktio, joten kertolaskun jirjestys voidaan vaihtaa, joten
tilastollinen malli voidaan kirjoittaa yhtépitdvasti muodossa



i 0) =T W) = 9(Way - yw): 0)-
N#hdain, ettd faktorointikriteerin nojalla jarjestystunnusluku on tyhjentéva.
Tehtédviit 4 ja 5 liittyvit testiteorian perusteisiin. Monisteen jaksot 5.1-5.3.

4. Seuraavassa on lueteltu sattumanvaraisessa jirjestyksessd joitakin tilastollisen testin
suorittamiseen liittyvid tyovaiheita. Opiskeltuasi itsellesi uudet késitteet luentomonisteesta,
pohdi, missd jarjestyksesséd vaiheet tulisi suorittaa:

a) testisuureen valinta

b) aineistonkeruu (tai satunnaiskokeen suorittaminen)
¢) p-arvon laskeminen

d) tilastollisen mallin maarittely

e) merkitsevyystason asettaminen

f) nollahypoteesin maarittely

g) paitos nollahypoteesin hyviksymisestd/hylkdamisesté

Onko jérjestys yksikisitteisesti méaratty? Mitkd vaiheet viistdméttd riippuvat toisistaan
ja mitkd taas eivit saisi riippua toisistaan? Ovatko kaikki vaiheet tdysin valttAmattomia?

Ratkaisu 4

Testaamisen vaiheiden jarjestys ei ole yksiselitteisesti maardtty, mutta seuraavassa yksi
mahdollinen jarjestys:

d) tilastollisen mallin méérittely
f) nollahypoteesin méaarittely

a) testisuureen valinta

e

)
)
)
b)
)
)

merkitsevyystason asettaminen
aineistonkeruu (tai satunnaiskokeen suorittaminen)
¢) p-arvon laskeminen

g) paitos nollahypoteesin hyviksymisestd/hylkddmisesta

Naisté kohdat e) ja g) eli merkitsevyystason asettaminen ja pa#tos nollahypoteesin hyvik-
symisesté eli hylkdamisesta liittyvit padtosteoreettiseen ldhestymistapaan (ks. monisteen
luku 5.3.2) eli ne ovat valttdméttomia vain silloin kun on tehtéva padtos joko hylatd tai
hyviksyéd nollahypoteesi. Toisaalta taas kohta c), eli p-arvon laskeminen, ei ole vilttaméa-
tonté, jos ollaan kiinnostuneita vain siita, jadko nollahypoteesi voimaan. Voidaan nimittdin
vain laskea testisuureen arvo, ja katsoa onko se testin kriittiselld alueella valitulla merkit-
sevyystasolla, ja sen perusteella nollahypoteesi joko voidaan hylatd tai se jaa voimaan.

Monisteen mukaan tilastollinen malli méaaritelliin ennen nollahypoteesié, mutta onhan
mahdollista ettd tutkijalla on mielessd nollahypoteesi jo etukiteen, ja hén suunnittelee
koeasetelman (mallin) vasta sen jalkeen.

Nollahypoteesin, kiytetyn testisuureen ja merkitsevyystason pitdisi teoriassa olla riippu-
mattomia aineiston erityispiirteisté, eli tdssd mielessd ne tulevat ennen aineistonkeruuta.
Kaytéannossé kuitenkin usein saatetaan ensin keréité aineisto ja sitten vasta suunittelemaan
testejd. Talloin kannattaa kuitenkin muistaa (ks. monisteen luku 5.3.4 valintakorjauksis-
ta) ettd jos aineistossa on paljon muuttujia, osa niiden valilld havaituista riippuvuuksista



selittyy pelkilld sattumalla. Jos aineistosta etsitddn “epéatavallisia”’ riippuvuuksia ja sitten
testataan niitd, saadut tilastollisesti merkitsevit tulokset johtuvat sattumasta huomatta-
vasti todennékoéisemmin kuin saatu p-arvo kertoisi.

5. (Vrt. monisteen teht. 5.2.) Kolikon harhattomuutta tutkitaan heittdmall4 sitd n kertaa
ja kirjaamalla yl6s kruunujen lukumé&ara.

a) Formuloi huolellisesti asetelmaa kuvaava malli ja nollahypoteesi. Mikéd on luonnollinen
testisuure ja millaiset testisuureen arvot puhuvat nollahypoteesia vastaan?

b) Heittoja on n = 10 ja saadaan 7 kruunua. Laske vastaava p-arvo ja pohdi, voidaanko
kolikkoa pitds harhattomana.

¢) Muuttuvatko johtop#étoksesi, jos n = 100 ja saadaan 70 kruunua?

Ohje. Binomijakaumaan liittyvid todennikoisyyksid voi laskea kdtevisti netissé olevilla las-
kimilla, esim. http://www.jkauppi.fi/mathematics/binomial-calculator. c-kohdassa voi kéyt-
td&d binomijakauman normaaliapproksimaatiota.

Ratkaisu 5

a) Merkitddn K = kruunujen lukuméairi ja n = heittojen lukuméaird. K on binomijakau-
tunut, eli K ~ Bin(n,#) ja nollahypoteesi kolikon harhattomuudesta on Hy : 0 = %

Luonnollinen testisuure on K itse, ja koska Ep,(K) = nf = 5, K:mn suuret ja pienet arvot
todistavat nollahypoteesia vastaan.

b) Lasketaan p-arvo:
n n
p=Pu, {IK = 2| = k= 2|}

n n n n
= P {2 5+ k= 5l} + Py {K < 5~ k= 5

Koska binomijakauman odotusarvo on nf ja varianssi nf(1—0), normaaliapproksimaatiota
jatkuvuuskorjauksella kiyttden saadaan:

n n
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joten kun n = 10 ja k = 7, p-arvoksi saadaan
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Oltaisiin voitu myos laskea tarkka arvo binomijakaumasta; tarkka arvo on noin 0.344, joten
normaaliapproksimaatio tuottaa téssa riittdvin tarkan arvion.

Viahintddn néin poikkeavan tuloksen saamisen todennikdisyys silloin kun nollahypoteesi
patee, eli kolikko on harhaton, on yli 1/3, joten kolikon harhattomuutta ei timén perus-
teella ole vield syyté epéilla.

¢) Kun n =100 ja k = 70, p-arvoksi saadaan
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Viahintddn néin poikkeavan tuloksen saamisen todennikdisyys silloin kun nollahypoteesi
pétee, eli kolikko on harhaton, on alle 1/10000, joten on erittdin vahvoja perusteita epailla
onko kolikko todella harhaton.



