Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 8 (26. ja 28.1.2016), ratkaisut

Tehtaviat 1-3 liittyvit su-estimaattorien asymptoottiseen normaalisuuteen, jota késitel-
ladn monisteen jaksossa 3.6. Palauta my6s mieleen todennékoisyyslaskennasta keskeinen
raja-arvolause.

1. (Vrt. monisteen teht. 3.13.) Olkoot Y1,...,Y, ~ P(u) 1. Mitd normaalijakaumaa su-

estimaattori fi = Y approksimatiivisesti noudattaa, kun n on suuri? Mihin /n(f — p)
toisin sanoen suppenee jakaumaltaan (eli heikon suppenemisen mielessé)?

Ratkaise tama tehtava kahdella tavalla: yhtaalta suoraan keskeisen raja-arvolauseen avulla
ja toisaalta monisteen kohdan 3.6.5 avulla.

Ratkaisu. Selvitetdan estimaattorin jakauma ensin keskeisen raja-arvolauseen avulla. Ol-

koon Z ~ N(0,1) ja merkitdén
n ,—
Zp = 4/— (Y —pu).
=)

Satunnaismuuttujat Y7,...,Y, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita odotusarvo-
naan ja varianssinaan p, joten keskeisen raja-arvolauseen nojalla Z, — Z, kun n — oo.
Tasta seuraa, ettéd kaikilla tarpeeksi suurilla n péatee likimé&araisesti

=Y ~N(nh),
n

jota merkitaan

Tarkastellaan seuraavaksi estimaattorin jakaumaa monisteen kohdassa 3.6.5 esitetyn su-
estimaattorin asymptoottista jakaumaa koskevan lauseen avulla. Tehtévéin Poisson-mallin
log-uskottavuusfunktio on

U(psy) = —np+ nglog(p),
jonka toinen derivaatta parametrin suhteen on
ny
Cpy) = ——5
112

Tasta saadaan Fisherin informaatio

() = B0 (Y = "o = 2
Edelld mainitun lauseen perusteella
. K
fo~ N (u, 7> -
as n

2. Oletetaan, ettd havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat Y7i,...,Y, ovat riippumatto-
mia ja noudattavat kukin jatkuvaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio on f(y;6) = 6y’~!, kun
0 <y <1 (ja =0 muulloin).

a) Etsi parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori 0.

b) Mitd normaalijakaumaa 6 approksimatiivisesti noudattaa, kun n on suuri?



Ratkaisu. a) Mallin tiheysfunktio on

fio)=0"TJwl " =0 T]o! [Tuoi"
=1 =1 =1

josta (kertomalla parametrista riippumaton osa pois) saadaan log-uskottavuusfunktioksi
n
((8;y) = nlog(6) + 6 log(y).
i=1

Asettamalla ensimmainen derivaatta nollaksi saadaan

n
n n
PO:y) =7+ 3 log(ys) =06 0 = — .
4 ; ' > i1 log(yi)
Toinen derivaatta ¢/(0;y)) = —n/0? on selviisti aina negatiivinen, joten timi on myds

suurimman uskottavuuden estimaatti.

b) Edelld todetun perusteella Fisherin informaatio on i(f) = n/6?. Kurssimonisteen kohdan

3.6.5. lauseen nojalla
2
b~ N (9, 9) |
as n

3. (Monisteen teht. 3.15.) Olkoot Yi,...,Y, ~ N(u,0?) 1. Parametrin (u,0?) su-esti-
maattori (f1,52) on laskettu monisteen kohdassa 2.2.6.

a) Palauta todennikdisyyslaskennasta mieleen, mikii on satunnaismuuttujaparin (i, 52)
tarkka yhteisjakauma (reunajakaumat ja komponenttien vélinen riippuvuus/riippumattomuus).

b) Mitké ovat sen kaksiulotteisen normaalijakauman parametrit (odotusarvovektori ja ko-
varianssimatriisi), jota (fi,52) approksimatiivisesti noudattaa, kun n on suuri?

[Apuja. Syksyn 2015 Todennékoisyyslaskenta I1, luentokalvojen kohta 10.9. Tarkasteltavan
mallin informaatiomatriisi on laskettu aikaisemmin luennoilla ja monisteen luvussa 2.|

Ratkaisu. a) Odotusarvon estimaattori i on normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien
keskiarvona normaalijakautunut odotusarvolla y ja varianssilla o2 /n. Varianssin estimaat-
torille 62 pétee

né? 1< —.9 9
o2 o2 E :(Y; —Y)" ~ X1,
i=1
mika voidaan ilmaista my6s muodossa
2
22 0 2

04~ —Xo_1-
n Xn—1
Liséksi estimaattorit ovat keskenéén riippumattomat.

b) Normaalimallissa parametrit x4 ja 02 ovat ortogonaaliset, joten Fisherin informaatiomat-
riisin alkiot diagonaalin ulkopuolella ovat nollia. Kurssimonisteen kohdassa 3.6.8 esitetyn
lauseen perusteella

(ﬂ’ 62) ~ N((:U” U2)a i_l(ru” 02))7

as

missa Fisherin informaatiomatriisin kdanteismatriisi on

=[P 8]



Tehtava 4 liittyy tyhjentdvyyden késitteeseen. Opiskele sitd varten ainakin alustavasti
monisteen lukua 4.

4. (Monisteen teht. 4.1.) Olkoot Y7,...,Y, ~ Exp(\) L. Osoita faktorointikriteerin avulla,
ettéd otoskeskiarvo Y tai yhtd hyvin summa » . | ¥; on parametrin A tyhjentévé tunnus-
luku.

Ratkaisu. Mallin yhteistiheysfunktio on

x(y;\) = H Aexp{—Ay;} = A" exp{—Any}.

i=1

Yhteistiheysfunktio riippuu aineistosta vain g:n tai yhtépitavésti summan » ;. ; y; kautta,
joten molemmat naistd ovat tyhjentavia tunnuslukuja.



