Tilastollinen piittely II, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 7 (19. ja 21.1.2016)
Malliratkaisut

1. Perustehtévi tarkentuvuudesta (monisteen jakso 3.5). Jatkoa harjoituksen 5 tehté-
vaan 2 ja harjoituksen 6 tehtdvadn 3. Perustele, ettd estimaattorit 8 ja T ovat tarkentuvia,
jos x; > c kaikilla ¢ ja ¢ > 0 on vakio.

Ratkaisu

Harjoitusten 5 tehtdvissd 2 on osoitettu molempien estimaattorien harhattomuus. Nyt
kurssimonisteen 3.5.3 perusteella riittdi, ettd osoitetaan estimaattorien varianssien suppe-
nevan kohti nollaa otoskoon kasvaessa.

Harjoitusten 6 tehtévéssd 3 on laskettu molemmille estimaattoreille varianssit.
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Siis estimaattorit B ja T ovat tarkentuvia, kun x; > ¢ > 0 kaikilla q.

Tehtivit 2—4 ovat "tdydentévdad ainesta” ja liittyvat ns. eksponenttiperheen jakaumiin.
Niilld jakaumilla on monia todennékoéisyyslaskennan ja tilastollisen pa#ttelyn kannalta
miellyttdvid ominaisuuksia, joihin on viitattu esim. monisteen kohdissa 2.5.2 ja 4.2.5.

2. (Monisteen tehtivd 2.20.) Parametrilla § € Q C R? indeksoitu jakaumaperhe on d-
ulotteinen eksponenttiperhe, jos sen yptf/ytf voidaan kirjoittaa muotoon
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jossa c(0) sekd ¢;(6):t ovat reaaliarvoisia ja riippuvat vain parametrista 6 ja vastaavasti
h(y) sekd t;(y):t ovat reaaliarvoisia vain aineistosta y riippuvia tunnuslukuja. Vektoria
o= (qbl @,..., (bd(ﬁ)) kutsutaan perheen luonnolliseksi parametriksi.

a) Osoita, ettd mallia K ~ Bin(n, f) vastaava jakaumaperhe fx (k;6) (ks. monisteen esim.
2.1.5) on yksiulotteinen eksponenttiperhe, luonnollisena parametrina 6:n logit-muunnos

log{6/(1 —6)}.



b) Osoita, ettd mallia Y7,...,Y, ~ N(u,02) I vastaava jakaumaperhe fy (y;p,0?) (ks.
esim. monisteen kohta 1.2.3) on kaksiulotteinen eksponenttiperhe, luonnollisena paramet-
rina (u/0%,1/0?). [Ehdotus. Aloita kirjoittamalla (y; — p)? = y? — 2uy; + p?.]

Ratkaisu

a) Mallin pistetodennékéisyysfunktio voidaan esittdd muodossa
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missé c(0) = exp {nlog(1 —6)}, h(k) = (}), #(0) = log(§/(1 — 0)) ja t(k) = k. Kyseessi
on siis yksiulotteinen eksponenttiperhe.

b)Merkit#in mallin parametria 6 = (1, 0?). Mallin ytf voidaan esittii muodossa
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eli kyseessd on kaksiulotteinen eksponenttiperhe
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3. Jatkoa edelliseen tehtdviddn. Perustele, ettd eksponenttiperheen ma#ritelméssd vakio
¢(0) riippuu f:sta vain ¢:n kautta. Siten perhe voidaan aina uudelleenparametroida luon-
nollisen parametrinsa avulla. [Muista. Funktiot fy(y;6) ovat yhteispistetodennékoisyys-
funktiota tai -tiheysfunktioital]

Ratkaisu



fy (y;0) on yptf/ytf, joten sen téytyy summautua/integroitua ykkoseksi yli kaikkien mah-
dollisten y:n arvojen. Siten kun ¢ on kiinnitetty, tdytyy jatkuvan jakauman tapauksessa
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eli vakio ¢(0) riippuu #:sta vain ¢:n kautta. Diskreetin jakauman tapauksessa integraali
korvataan summalla.

4. Perustele, ettd jakaumaperhe Tas(0,6), 6 > 0, ei ole (yksiulotteinen) eksponenttiperhe.
Ratkaisu

Eksponenttiperheeseen kuuluvan jakauman alusta on muotoa

A={y: fy(y;0) >0}
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Havaitaan, etti aina c(f) # 0. Lisaksi exp{zglzl ¢j(9)tj(y)} > (0. Niiden perusteella

huomataan, etté

A={y: fx(y;0) >0} ={y: fy(y;0) # 0}

on sama joukko kuin {y : h(y) # 0}. Eksponenttiperheeseen kuuluvan jakauman alusta on
siis riippumaton parametrista 6.

Tehtavan mallin tf:n alusta

A={y: fy(y;0) >0} ={y:0 <y <0}
kuitenkin riippuu parametrista 6, joten malli ei voi kuulua eksponenttiperheeseen.

Moniulotteisessa tapauksessa mallin ytf:n alusta olisi muotoa
A={y: fx(y;0) >0t ={y:0<y; <0 Vi=1,...,n},

joka myo6skin riippuu parametrista 6.



