Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 4 (24. ja 26.11.2015) Esimerkkiratkaisut

Tehtdvat 1-3 liittyvit su-estimointiin ja informaation késitteeseen. Tehtdvissé 1 tarvitaan
my0s sadnnollisen mallin erityispiirteitd. Luentomonisteen jaksot 2.2-2.5.

1. (Monisteen teht. 2.14.) Olkoon fy(y;#) tilastollinen malli, jonka parametri  on yksiu-
lotteinen. Olkoon ¢ = ¢(#) kddntden yksikésitteinen parametrimuunnos, jonka kddnteis-
muunnos on = 6(¢). Tarkastellaan uudelleenparametroitua mallia f3 (y; ¢) = fy (y;0(¢)).
Néyté, ettd sen havaittu informaatio ja Fisherin informaatio saadaan alkuperéisen mallin
informaatioista kaavoilla

J*(dsy) = (0;3)0(9)%,  i*(9) =i(0(9)) 0 ().

Oletetaan, ettd malli tayttad kaikki tarpeelliset saannollisyysehdot ja ettd parametrimuun-
nos on riittavin monta kertaa derivoituva. [Apu. I'(6;y) =0 ja E[I'(6;Y)] = 0.]

Ratkaisu Selvitetdén ensin uudelleenparametroidun mallin log-uskottavuusfunktion toi-
nen derivaatta. Uudelleenparametroitu log-uskottavuusfunktio on

C(sy) = L(0(9);y),

joten sen ensimmaéisen kertaluvun derivaataksi saadaan
(&) (d5y) = £ (0(8):y)0' ().

Toinen derivaatta saadaan ensimmaisesté tulon derivaatan laskusdannon avulla:

() (6:9) = - (L6(0):)0'(9)
= £(0(0): )0 (6 + L6610 (9)

SU-estimaattorin invarianssiominaisuuden nojalla 6= Q(ng), joten pisteessd ¢ = gZ) patee

J(dy) = —L"(6(d)y
= —"(0(d):y
= j(0;y)0'(9)*,

missé toinen yhtéisuuruus seuraa vihjeens annetusta tiedosta ¢ (6(¢);y) = 0.

Mallin saannollisyydesta seuraa, ettd E[l'(6;Y)] = 0 (monisteessa kohta 2.5.3) ja tdmén
avulla saadaan johdettua Fisherin informaatio kysyttyyn muotoon, silla

P'(6) = E(j*(#: Y)
= B (=£"(0(6); Y)0'(6)? — £(0(6); Y)0"(9))
= B (~"(6(6):Y)) (6)° ~ B (£(6(0): Y)) 6" (9)

2. ”"Sensuroidut” eksponenttihavainnot. Kurssilla on esitelty kaksi vaihtoehtoista ta-
paa tutkia elinaikojen jakaumaa: kaikkien otosyksikoiden (ihmisten, sihkolaitteiden, ra-
dioaktiivisten atomien, jne.) elinaikojen mittaus (ks. monisteen esim. 1.2.2) tai tietylla



ajanhetkelld tapahtuva eldvien ja kuolleiden lukuméérien laskeminen, joka voitiin tulkita
toistokokeena (ks. harjoituksen 1 tehtévi 3).

Kaytannossa tavallisempi koejérjestely on seuraava: Ryhdytéddn seuraamaan n otosyksik-
koa ajanhetkella O ja lopetetaan seuranta ennalta paatetylla ajanhetkelld a. Niiden otos-
yksikoiden osalta, jotka kuolivat aikavililla (0, a], saadaan selville tarkka elinaika. Lisdksi
havaitaan hetkelld a yha elossa olevien yksikéiden lukumééré; néiden yksikéiden elinajat
ovat siis > a mutta niita ei mitata tarkasti. Téllaista menettelya kutsutaan "sensuroinniksi”
(censoring).

Oletetaan, etté tutkittavien otosyksikoiden elinajat satunnaismuuttujina ovat riippumat-
tomia ja Exp()\)-jakautuneita, ts. Y7,...,Y, ~ Exp(A) 1. Oletetaan, ettd havaituista
elinajoista k kpl on vélilla (0, al; olkoot ne y; ..., yx. Ajanhetkelld a on vield elossa n — k
otosyksikkoa. Koska P(Y; > a) = e % voidaan perustella, ettd aineistoa vastaava uskot-
tavuusfunktio on

L(\) = AefAyl...Aefkyk,(ean)nfk ::AkefAS7
jossa s = Zle yi + (n —k)a.

a) Muodosta log-uskottavuusfunktio ja johda kaava A:n su-estimaatille )\ seki keskiméadrii-
sen (eli odotettavissa olevan) elinajan p = 1/\ su-estimaatille fi. Totea, ettd tapauksessa
k = n ne yhtyvét eksponenttimallista saataviin estimaatteihin (harjoituksen 2 tehtéva 2).

b) Oletetaan, ettd n = 10 ja otosyksikdiden elinajat suuruusjérjestyksessé (paivind) ovat
4 5 8 11 20 29 35 40 66 T70.

Mikd on fi eksponenttimalliin perustuen (kaikkien elinaikojen tarkka mittaus)? Enté jos
padtettiin suorittaa "sensurointi” ajanhetkella a = 50 (péivad)? Enta jos a = 257

Ratkaisu

a) Tehtavinannossa on annettu uskottavuusfunktio, josta logaritmoimalla saadaan
L(\;y) = klog(A) — As.

Derivoimalla log-uskottavuusfunktiota saadaan

k k k
FNeap) — o v —
E()\,y)—/\ s O@A s A S
Lisiiksi £/(\;y) = —k/A? < 0, joten A=k /s ja invarianssiominaisuuden nojalla
k
N i1 Yi +(n—k)a

Sijoittamalla k = n yht&loon (1) saadaan
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joka on sama kuin eksponenttimallin tapauksessa. Jilleen invarianssiominaisuuden perus-
teella vastaava pétee myoOs estimaattorille A.

b) Havaintojen summa on

10
>y =288,
i=1

joten sijoittamalla tulos yhtéloon (2) saadaan eksponenttimallin tapauksessa tulokseksi
= 288.



Tapauksessa a = 50 saadaan k = 8 ja sijoittamalla arvot yhtdloon (1)

. Sy +100 44548411 420420435440 +100 252,
- 8 - 8 B T

Vastaavasti tapauksessa a = 25 saadaan k = 5 ja

Y w4125 4454+84+114204125 173 "
/"L: = = — = ,0.
5 5 5

3. Jatkoa edellisen tehtévin a-kohtaan. Laske Fisherin informaatio iq(\) “sensuroitujen”
eksponenttihavaintojen mallissa (a = sensurointihetki eli seuranta-ajan pituus). Huomaa,
ettd k on tulkittava erddn satunnaismuuttujan K toteutuneeksi arvoksi: se on niiden otos-
yksikoiden lukumaééra, jotka ovat kuolleet viimeistdén ajanhetkelld a, joten se noudattaa
eréstd binomijakaumaa (mita?).

Totea, ettd i,(A) — n/A%, kun a — oo. Tissd n/A\? on eksponenttimallin Fisherin in-
formaatio (harjoituksen 3 tehtavé 4). Kuinka suureksi a olisi pyrittavé valitsemaan (A:sta
riippuen), jotta sensuroidun mallin informaatio i, () olisi ainakin puolet eksponenttimallin
informaatiosta?

Ratkaisu

Eksponenttijakauman kertyméfunktiosta saadaan m = P(Y; < a) = 1 — e~ . Tété voi-
daan pitdd jossakin mielessd onnistumisena, jolloin K ~Bin(n, 7). Edellisessd tehtéavissa
todettiin, ettd £/(\,y) = —k/A\?, josta saadaan

ia(N) = E(=0"(\)) = E(K)A"2 =n(1 —e )X 72

Koska e™*% — 0, kun a — oo, pitee n(1 — e *)A"2 = n(1 — 0)A"2 = nA~2, kun a — oo.

Sensuroidun mallin Fisherin informaatio on véhintddn puolet eksponenttimallin Fisherin
informaatiosta silloin, kun 1—e~2* > 1/2. Logaritmifunktio on aidosti monotoninen, joten
tdma on yhtéapitavasti
l—e™M>1/2&
eM<1/2 o
—Xa <log(1/2) &
. log(2) 0,69

~
~
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4. (Monisteen teht. 3.3.) Oletetaan, ettd havainnot Y7,...,Y,, ovat riippumattomia ja nou-
dattavat jakaumaa, jolla on odotusarvo j ja varianssi o?; esimerkkind N (u,o?). Tarkas-
tellaan parametrin o2 estimointia muotoa cV olevilla estimaattoreilla, kun ¢ > 0 on vakio
ja

V= Zn:(yi ~Y)~4
=1

Nayté, ettd ¢V on harhaton jos ja vain jos ¢ = 1/(n — 1). [Ehdotus. Kéyta harjoituksen 2
tehtévin 1 hajotelmaa valinnalla a = pu.|

Ratkaisu Lahdetaén liikkeelle tehtdvanannon ehdotuksesta ja hyddynnetadan harjoituksen
2 tehtévén 1 hajotelmaa sijoittamalla a = u:



n n

S =S -V - e
=1 =1

SV -Y)? = (Yi—p)? =Y —p)?

i=1 i=1

Satunnaismuuttujien Y;, ¢ = 1,2, ..., n riippumattomuuden ja odotusarvon lineaarisuuden
nojalla

n

E(V)=E (Z(Y; — Y)2> => E[(Yi—pw? —nE[Y —p?].
i=1

i=1
Tutkitaan oikealla puolella olevia termeja yksitellen. Varianssin méaritelmén nojalla:
E[(Y; — p)?] = Vary; = o°
ja
2

E[(Y - ,u)2] = Var¥ = 2.

n

Siten
E (Z(Yl —Y)2> =no’ —o? = (n—1)o>
i=1

Siis E(cV)=0? < c¢=1/(n—1), jolloin ¢V = S2.



