Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Esimerkkiratkaisut 2 (10. ja 12.11.2015)

1. (Monisteen teht. 2.2.) Olkoot yi,...,y, ja a mielivaltaisia reaalilukuja. Varmista, etta
n n
> wi—a) =) (-9 +n@-a)
i=1 i=1

kun 7 = Y | yi/n. [Tulosta kéytettiin normaalijakaumamallin uskottavuusfunktion muo-
dostamisessa, ks. monisteen kohta 2.1.4.]

Ratkaisu:

Huomataan ensin, ettd y; — a voidaan yhtépitavésti kirjoittaa muodossa y; —a+vy —y =
(yi—7)+ ([Y—a), jaettd > | y; = ny. Sijoittamalla yhtalon vasemmalle puolelle saadaan

Y wi—a)?=>[t-9+F—a)
=1 =1
=Y Wi -9 +2> i -DFE—a)+ > (7 a)?
i=1 =1 =1

=0

= Z(yl —9)?+2(7 —a) (Z Yi — ny) +n(7 — a)?
i=1 i=1

= Z(y —7)? +n(y —a)’.

2. (Monisteen teht. 2.3.) Olkoot Yi,...,Y, ~ Exp(A) 1. Kirjoita vastaava tilastollisen
mallin lauseke (yhteistiheysfunktio). Muodosta sitten aineistoa y = (y1,...,yn) vastaavat
uskottavuus- ja log-uskottavuusfunktio sekd méaritd huolellisesti perustellen parametrin A
suurimman uskottavuuden estimaatti. Hahmottele log-uskottavuusfunktion kuvaajaa.

Ratkaisu:

Maééritelladn parametriavaruus  := (0, 00). Riippumattomuuden nojalla satunnaismuut-
tujien Y1, ..., Y, yhteistiheysfunktio on
n
fr(yid) = e = Are .,
i=1

Uskottavuusfunktio on L(\;y) = fy(y;A) = Ae ¥, Ottamalla tistd luonnollinen loga-
ritmi saadaan log-uskottavuusfunktio £(\;y) = nlog A — Any .

Log-uskottavuusfunktion lokaalit maksimit (ja minimit) l6ydetdén sen derivaatan nolla-
kohdista:

1
Ny :ﬁ—n@:()(:))\::
iy =1 -

Log-uskottavuusfunktio on téssé tapauksessa aidosti konkaavi, silld kaikilla A € 2 pétee
0"(\;y) = —n/A? < 0. Tésté seuraa, ettd parametrin A SU-estimaatti on A = 1/7. Log-
uskottavuusfunktion arvoja voi tutkia esimerkiksi piirtdmélla R-ohjelmistolla kuvan. Alla
on annettu kuvaaja, sekd sen tuottanut koodi.

Koodi:



12y}

-14

-16

-24

T
0.4 0.6 0.8

0.0 0.2

Kuva 1: Log-uskottavuusfunktio parametrin A funktiona. Kuvassa on kiytetty arvoja n =

7 = 5 ja se on piirretty R-ohjelmistolla.

y <- 5;

n <- b;

curve (n*log(x) - x*n*y, from=0, to=1,
xlab=expression(lambda),
ylab=expression(paste("1(", lambda, ";y)")));

3. (Monisteen teht. 2.6.) Olkoon mallina Y7,...,Y,, ~ Tas(#,0 + 1) 1. Johda aineistoa
y = (y1,...,yn) vastaava uskottavuusfunktio ja totea, ettd se saa suurimman arvonsa
jokaisessa vilin (y(n) -1, y(l)) pisteessd, kun merkitdin yq) = min(y1,...,yn) ja ym) =
,Yn)- Siten su-estimaatti é(y) ei ole yksikésitteinen (todennékoisyydelld yksi).

max(yi, . ..
Mita mahtaa tapahtua vélin (y(n) -1, y(l)) pituudelle, kun havaintojen lukuméaéara n — oo?

Ratkaisu:
Riippumattomuuden nojalla tilastollinen malli (ytf) on muotoa

- 1
fx(y;0) = zl_I1 m1(0,0+1)(yi)

o=}

missi 1(gg41)(-) on vélin (6,0 + 1) indikaattorifunktio.
Huomataan, etta ehdot y1) > 6 ja y(,) < 6+ 1 ovat yhtépitavid sen kanssa, ettd y,,) —1 <

1, kun Ya) > 0 ja Yn) < 0+1

0, muuten,

I

—_

Lo,0+1)(Yi)



0 < y(1). Siten uskottavuusfunktio voidaan esittda muodossa

L kun 6 € (ymy — Liya))
0, muuten.

L(0yy) = fy(y;0) = {

Téstd seuraa, ettd uskottavuusfunktio saa maksimiarvonsa L(0) = 1 jokaisella 6 € (y,) —
Ly

Havaintojen lukuméérin kasvaessa rajatta satunnaismuuttujat Y(;) ja Y,y saavat arvoja
mielivaltaisen léheltd vilin (6,64 1) reunoja ja vilin (y(,) — 1,y(1)) pituus lihenee nollaa.

4. (Vrt. monisteen teht. 2.10.) Ladislaus Bortkiewicz julkaisi vuonna 1898 kirjan The Law
of Small Numbers, joka késitteli Poissonin jakaumaa. Kuuluisin kirjassa esitetty aineisto oli
hevosenpotkuun kuolleiden miesten vuosittaiset lukuméarat neljassatoista Preussin armei-
jan yksikossd kahdenkymmenen vuoden (1875-1894) ajalta, yhteensi siis 280 havaintoa.
Yhteenveto aineistosta on alla.

Kuolleita 0 1 2 3 4 >5
Havaintoja 144 91 32 11 2 0

Bortkiewicz havaitsi, ettd Poissonin jakauma sopii kuvaamaan hevosenpotkuun kuolleiden
miesten méarda kussakin yksikossd vuoden aikana. Olkoon p kyseisen Poissonin jakau-
man odotusarvo, ja oletetaan, ettd kuolleiden lukumé&arat eri vuosina ja eri yksikoissa
ovat toisistaan riippumattomat. T&lloin aineistoa voidaan mallintaa satunnaismuuttujilla
Yl,...,Yggg ~ P(,u,) .

Muodosta aineistoa vastaava log-uskottavuusfunktio ja méa#ritd p:n suurimman uskotta-
vuuden estimaatti.

[Tésté aineistosta on netisséd paljon tarinaa (hakusanat esim. "horse kick data”). Koko
aineisto 10ytyy esim. osoitteesta http://www.math.uah.edu/stat/data/HorseKicks.html.|

Ratkaisu:

Olkoon Y; kuten tehtévinannossa on ehdotettu. Merkitdin Y = (Y1,...,Yag0) ja Y =
1/280 2222? Y;. Tilastollinen malli voidaan nyt kirjoittaa muotoon

20 L
frysp) =] e "= —5—-
7;1;[1 il [[=1vi

Kertomalla parametreista riippumaton tekija ]_[122% y1 pois saadaan uskottavuusfunktio
L(p;y) = e ™,
josta logaritmoimalla saadaan log-uskottavuusfunktio
U(p;y) = —np + nylog p.
Derivoimalla parametrin g suhteen saadaan

-
f’(u;y)zfn+7y=0@u=?'

Kyseessa on globaali maksimi, silla kaikilla g > 0 pétee

ny
M y) = 2 < 0.

Suurimman uskottavuuden estimaatti on parametrille @ on siis i =7 = (91 + 32 % 2 4 3 %
11+ 4%2)/280 = 192/280 = 0,7.



5. (Monisteen teht. 2.8.) Tarkastellaan riippumatonta otosta gammajakaumasta: Y7,...,Y, ~
G(a,1/p8) AL, jossa «, 8 > 0.

a) Parametrina on (a, 3). Totea, ettd uskottavuusyhtdlét voidaan saattaa muotoon
logar — ¥(a ) log¥ — 5 X1y log i,
=7/a,

jossa ¥(a) = I'"(«) /T'(«) on ns. digammafunktio. Yhtéloita ei voi ratkaista suljetussa muo-
dossa.

b) Parametrina on vain 3, ja o on tunnettu luku. Mikd on S:n su-estimaatti?

Ratkaisu:

a) Gammajakauman parametrit ovat positiivisia reaalilukuja, joten mééritelladn paramet-
riavaruus 2 := (0,00) x (0,00). Riippumattomuuden nojalla uskottavuusfunktio on

—y;

a—1

L Biy) = felyianf) = T

Téasté saadaan logaritminen uskottavuusfunktio

e 51y) = ~nalog § — nlog (I(a)) — “7 + (o= 1) 3 log(u).
=1

Uskottavuusyhtéalot saadaan johdettua ratkaisemalla logaritmisen uskottavuusfunktion gra-
dientin nollakohdat

Vil 6i9) = (gt B). 5

= (—nlogﬂ—n

mm)
a) Zlog (4:), —= + Zf;)

I
ol

Téasta saadaan yhtaloryhma

{—nlogﬁ—nr( +ZZ log(yi) =0
= ny _
e+ F =0

-~

{—logﬁ Yla) = -3 log(y;)
B =

Q||



Sijoittamalla toisen yhtélon tulos ensimméiseen saadaan véite osoitettua, silla —log 8 =
—logy + log a.

b) Oletetaan, ettd a > 0 on tunnettu luku ja siten uskottavuusfunktio on vain 5:n funktio.
Nyt parametriavaruus on Q = (0,00) ja edellisen kohdan perusteella ¢'(3;y) =0 < 8 =
y/a. Derivaattafunktion ainoa nollakohta on globaali maksimi, silla

na 20y nad —2na® —nad

El’(ﬁ;y)zﬁ_ /83 = 7 = 7 <0.

Siis 8 = 7/a.



