Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 1
Malliratkaisut

1. Kertausta todennékéisyyslaskennasta. Ilmoita satunnaismuuttujan Y jakauman nimi ja
pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktio seuraavissa tapauksissa:

a) Y =X, + -+ X, kun Xy,...,X,, ~ B(#) LL (otos Bernoulli-jakaumasta)

b) Y=U+V,kan U ~ N(1,1), V.~ N(3,4)jaU 1LV

¢) Y=U? kun U ~ N(0,1)

d) Y =aX+b, kun X ~ Tas(0,1) jaa>0,beR

e) Y=X1+ -+ X,, kun X; ~ P(u;) ja Xq,..., X, 1.

Ilmoita my6s Y :n odotusarvo ja varianssi kussakin tapauksessa. Perusteluja ei vaadita.
Kayté tarvittaessa todennékoisyyslaskennan materiaalia ja taulukkokirjoja apuna. Huo-

maa myos, etta talla kurssilla eri jakaumista kiytettavit tunnukset eroavat todennakoi-
syyslaskennan kurssilla kiytetyistd; ks. liitettd muistiinpanojen sivulla 88.

Ratkaisu 1

a) Satunnaismuuttuja Y noudattaa binomijakaumaa parametrein n ja 6, eli Y ~ Bin(n, 6)
ja sen pistetodennakoisyysfunktio on

fY(y) = <Z> Qy(l - e)n—y’ kun Yy = 07 17 L

Y n odotusarvo E(Y) = nf ja varianssi var(Y) = nf(1 — 0)

b) Riippumattomien normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien summa noudattaa nor-
maalijakaumaa, jonka odotusarvo on summattavien satunnaismuuttujien odotusarvojen
summa ja varianssi on niiden varianssien summa. Siis Y ~ N(4,5) ja Y:n odotusarvo
E(Y) = 4 ja varianssi var(Y) = 5. Y:n tiheysfunktio on

1 (=42

fY(y) - \/1077_[_6_ 10

¢) Riippumattomien standardinormaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien sum-
ma noudattaa y2-jakaumaa, jonka vapausaste on summattaven satunnaismuuttujien méa-
ri. Satunnaismuuttuja Y siis noudattaa y?-jakaumaa vapausasteella 1, eli Y ~ x? ja sen
tiheysfunktio on

1 1 1
fy(y):Ey 2 ¢ 2Y kun y >0

Y:n odotusarvo E(Y) =1 ja varianssi var(Y) =2 x 1 = 2.

d) Ratkaistaan X yhtéalostd Y = a X +b. Nyt X = %. Nyt muuttujanvaihtokaavan avulla
saadaan selville satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio.

fr(y) = fx(h(y)) [P (y)], jossa h(y) = yT_b ja b'(y) = 2 ja fx(z) = {

Lkin0<zx <1

0, muulloin
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Y siis noudattaa vélin (b,a + b) tasajakaumaa, eli Y ~ Tas(b,a + b) ja Y:n odotusarvo

E(Y) = @ ja varianssi var(Y) = %

e) Poisson jakauman yhteenlaskuominaisuuden perusteella satunnaismuuttuja ¥ noudat-
taa Poisson jakaumaa odotusarvolla Y " | p;. Siis Y ~ P(>"" ; p;) ja sen odotusarvo
E(Y) =31, p; ja varianssi var(Y) = > | p;. Y pistetodennékoisyysfunktio on

S (i i)Y

fy(y) =e" )

, kiny=20,1,2,...

2. a) Satunnaismuuttuja Y7 on diskreetti, arvojoukkonaan {1,2,3,4,5}. Sille on kaksi vaih-
toehtoista pistetodennékoisyysfunktiota, jotka on taulukoitu alla.

y |1 2 3 4 5
fly;1)] 02 05 02 01 0
fy;2)| 0 01 02 04 03

Emme tiedd, kumpaa naistéd sattuma kayttda arpoessaan Y7:n arvon.

Tulkitse tdmé& parametrisena tilastollisena mallina, jonka parametria merkitaén 6:1la. Mika
on parametriavaruus? Jos havaitaan Y; = 4, mité voit paatella 6:sta? Kuinka varmasti?

b) Kyseisesta jakaumasta tehddin myos toinen havainto Ya, jonka arvoksi saadaan Ys = 1.
Mité nyt voit péadtelld 0:sta?

Ratkaisu 2

a) Tilastollisen mallin parametrin § mahdolliset arvot ovat 1 ja 2, joten sen parametriava-
ruus on = {1,2}.

Havaitaan Y] = 4. Parametrin 6 arvolla 1 todennékéisyys saada kyseinen havainto on 0.1,
kun taas arvolla 2 todennékdisyys on 0.4. Parametrin 6 arvo 2 on siis uskottavampi, mutta
molemmat arvot ovat mahdollisia.

b) Tehd&dén toinen havainto Y2 = 1. Koska parametrin 6 arvolla 2 kyseisen havainnon
todennékoisyys on 0, voidaan varmasti sanoa, ettd 6 = 1.

3. Opiskele luentomonisteen esimerkki 1.2.2 (kestoiéit). Millainen kiytdnnon ongelma saat-
taa liittyd téllaisen satunnaiskokeen tekemiseen?

Paadytadn kayttaméaan halvempaa koejarjestelyé, jossa n laitetta pannaan yhté aikaa kiyn-
tiin ja 30 paivin kuluttua tullaan tarkastamaan, mitké yksilot (tai kuinka monta yksilod)
ovat menneet rikki. Muodosta tata koeasetelmaa kuvaava tilastollinen malli parametrille
o (kestoikien odotusarvo).

Apu. Ajattele, ettd kyseessd on n-kertainen toistokoe (binomikoe), jossa “onnistuminen”
merkitsee, ettd laite on mennyt rikki. T&ll6in “onnitumistodennékdisyys” (so. todenné-
koisyys, ettd yksittdinen laite rikkoutuu 30 paivan kuluessa) voidaan lausua p:n avulla
eksponenttijakaumasta laskemalla.

Ratkaisu 3



Kestoikia mitattaessa voi tulla vastaan tilanne, jossa koe joudutaan jostain syystd keskeyt-
tamaan ennen tulosten saamista, eli laitteiden hajoamista. Talldin tiedetdadn vain laitteiden
kestoién olevan suurempaa kuin kokeeseen kéytetty aika.

Halvempi koejasjestely:

Yhden laitteen kestoiké paivind noudattaa eksponenttijakaumaa parametrllla =, jossa
W= % on laitteiden kestoiin odotusarvo. Jos muuttujalla X; kuvataan i:nnen laltteen

kestoikédd, niin Xq,..., X, ~ Exp <%> .

Selvitetdan ensin X;:n kertyméfunktio:
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Kertyméfunkiton avulla voidaan selvittda todennékoisyys yhden laitteen hajoamiselle 30
paivan aikana.
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Kuvataan satunnaismuuttujalla Y 30 péaivan aikana hajonneiden laitteiden méaarda. Y

noudattaa binomijakaumaa, jonka parametrit ovat laitteiden mééré (n) ja yhden laitteen
30

hajoamistodennékéisyys. Siis Y ~ Bin (n, 1-— 677) ja sen pistetodennéakoisyysfunktio
on

Fr(ysp) = (n) (1 . e*%y (e*%)”_y, kuny =0,1,....n
y

4. Palauta mieleen JTP-kurssilta (nyk. Tilastollinen pé#éttely I) tai opiskele monisteen
jaksosta 2.1 uskottavuusfunktion maéritelma. Muodosta uskottavuusfunktiot tehtéavian 2
a- ja b-kohdan tilanteessa.

Ratkaisu 4

Muodostetaan ensin uskottavuusfunktio tilanteelle, jossa on havaittu Y; = 4. Luentoma-
teriaalin perusteella tiedetéén, ettd L(0) = Py(Y; = y), Siis

0.1, kun 6 =1

L(O) = Py(Y1 =4) =
© oY ) {0.4, kun 6 =2

Muodostetaan uskottavuusfunktio tilanteelle, jossa on havaittu Y7 = 4 ja Yo = 1. Nyt (jos
Yi L Ya)

0.02, kun 6 =1

LO)=Py(Y1=4,Y5=1)=Py(Y1 =4)FP)(Yo=1) =
(0) = Py(M1 2 =1) = Py(Y1 =4)Pp(Ya ){O,kun9:2



Huom! Jos Y7 1L Y5 ei pade, niin L(2) = Py—o(Y1 = 4,Y5 = 1) = 0, koska Py_o(Y2 =1) =0,
mutta L(1):mn arvoa ei voi laskea.



