Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 6 (8. ja 10.12.2015)

Tehtavat 1-4 liittyvat harhattomuuteen ja tehokkuuteen. Monisteen jaksot 3.2 ja 3.4.

1. Jatkoa harjoituksen 5 tehtdvain 4. Tarkastellaan edelleen mallia Y7, ..., Y, ~ Tas(0,6) AL
ja 6:n estimointia.
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6 on harhaton.
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a) Totea, ettéd estimaattori § =

b) Totea, ettéd myds estimaattori § = 2Y on harhaton. (TAméi on momenttimenetelméin
antama; ks. monisteen esim. 3.3.3.)

2. Jatkoa edelliseen tehtévadan. Laske estimaattorien é, 0 ja 6 keskineligvirheet ja vertaa
niita toisiinsa (kun n > 2). Kiinnitd erityisesti huomiota siihen, miten ne kiyttaytyvat
suurilla n:m arvoilla. (Vihjeitd kd&ntopuolella.)

3. Jatkoa harjoituksen 5 tehtavaan 2. Laske estimaattorien 3 ja T varianssit. Osoita, ettd
B on tehokkaampi kuin 7. (Apu kddntopuolella.)

4. (Monisteen teht. 3.5.)

a) Palautetaan todennékdisyyslaskennasta mieleen, ettd jos Xi,...,Xp ~ N(0,1) 1,
niin X2 +--- 4+ X ,3 noudattaa khii-toiseen-jakaumaa xi. Tarkista tdmén avulla, etté X%-
jakauman odotusarvo on k, varianssi 2k ja toinen momentti k2 + 2k. [Muista. Standardi-
normaalijakauman neljéas origomomentti on 3.]

b) Olkoot Y7,...,Y, ~ N(u,0?) 1, ja méiritellisin V kuten harjoituksen 4 tehtiviissi 3:
V = 3".(Y; — Y)?. Todennikéisyyslaskennassa on opittu, ettd V/o? ~ x2_,. Niytd tdmén
tiedon ja a-kohdan perusteella, etté o?:n estimaattorin ¢V keskinelivirhe on

E[(cV — 0*)?] = [(n* —1)c* = 2(n — 1)c+ 1] 0.
Néyta sitten derivaattatarkastelun avulla, ettd se saa pienimmén arvonsa (c:n funktiona)
tasmaélleen pisteessia ¢ = 1/(n + 1).

Opetus. Varianssin o2 estimaattoriksi on normaalijakaumamallissa siis ainakin kolme muo-
toa ¢V olevaa perusteltua kandidaattia: V/(n — 1) (harhaton), V/n (su) ja V/(n + 1)
(pienin keskineliovirhe). Ei ole mahdollista yksiselitteisesti sanoa, miké niistd on "paras”,
mutta V/(n — 1) on varmasti kiytetyin.

Tehtavadd 5 varten opiskele momenttimenetelméa koskeva monisteen jakso 3.3. Emme ké-
sittele momenttimenetelméaé varsinaisesti luennoilla, mutta aiheeseen liittyvid kysymyksié
voi esittaa esim. ti 8.12. ja to 10.12.

5. Estimoi momenttimenetelmalla
a) parametri A, kun Yj,..., Y, ~ Exp(\) 1L,

b) parametri (o, 3), kun Y3,...,Y, ~ G(a,1/8) 1. (Kyseessd on gammajakauma, ks.
monisteen liite. Vrt. my6s harjoituksen 2 tehtdvdin ba.)

KAANNA!



Vihjeitd tehtiviin 2: Aloita laskemalla E(62). Muista myds varianssin kaava var(X) =
E(X?) — B(X)? seki keskineliévirheelle johdettu hajotelma varianssin ja harhan avulla.

Apu tehtévidn 3: Epédyhtils (D), xi)Q < n(}", 2?) lienee hyddyksi (Cauchyn ja
Schwarzin epayhtdlon seuraus). Siinéd yhtdsuuruus pétee vain jos x1 = -+ = .

Huom. Ensimmaéinen kurssikoe pidetédén ke 16.12. klo 12.00-14.30 Exactumin auditorios-
sa CK112. Kokeessa kuulustellaan monisteen jaksot 1.1-3.5 ja harjoitukset 1-6. "Luntti-
lappu” sallitaan kokeessa; tarkempaa tietoa siitd kurssin kotisivulla. Kokeeseen liittyvia
kysymyksia voi esittéad to 10.12. luennolla.



