Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 4 (24. ja 26.11.2015)

Tehtavit 1-3 liittyvat su-estimointiin ja informaation késitteeseen. Tehtavissé 1 tarvitaan
my0s sadnnollisen mallin erityispiirteitd. Luentomonisteen jaksot 2.2-2.5.

1. (Monisteen teht. 2.14.) Olkoon fy(y;#) tilastollinen malli, jonka parametri 6 on yksiu-
lotteinen. Olkoon ¢ = ¢(#) kddntden yksikésitteinen parametrimuunnos, jonka kidnteis-
muunnos on § = 6(¢). Tarkastellaan uudelleenparametroitua mallia f3 (y; ¢) = fy(y;0(¢)).
Néyté, ettd sen havaittu informaatio ja Fisherin informaatio saadaan alkuperéisen mallin
informaatioista kaavoilla

§(dy) =i0:y)0'(9)%,  i*(¢) =i(0(8)) 0 (4)*.

Oletetaan, ettd malli tayttad kaikki tarpeelliset saannollisyysehdot ja ettd parametrimuun-
nos on riittavin monta kertaa derivoituva. [Apu. I'(6;y) =0 ja E[I'(6;Y)] = 0.]

2. "Sensuroidut” eksponenttihavainnot. Kurssilla on esitelty kaksi vaihtoehtoista ta-
paa tutkia elinaikojen jakaumaa: kaikkien otosyksikoiden (ihmisten, sahkolaitteiden, ra-
dioaktiivisten atomien, jne.) elinaikojen mittaus (ks. monisteen esim. 1.2.2) tai tietylla
ajanhetkelld tapahtuva eldvien ja kuolleiden lukuméaérien laskeminen, joka voitiin tulkita
toistokokeena (ks. harjoituksen 1 tehtévd 3).

Kaytannossa tavallisempi koejarjestely on seuraava: Ryhdytéddn seuraamaan n otosyksik-
koa ajanhetkelld 0 ja lopetetaan seuranta ennalta péadtetylld ajanhetkelld a. Niiden otos-
yksikoiden osalta, jotka kuolivat aikavélillad (0, a], saadaan selville tarkka elinaika. Liséksi
havaitaan hetkelld a yhé elossa olevien yksikdiden lukumaéara; naiden yksikoiden elinajat
ovat siis > a mutta niita ei mitata tarkasti. Téllaista menettelya kutsutaan "sensuroinniksi”
(censoring).

Oletetaan, ettd tutkittavien otosyksikdiden elinajat satunnaismuuttujina ovat riippumat-
tomia ja Exp(A)-jakautuneita, ts. Y7,...,Y, ~ Exp(\) 1. Oletetaan, ettd havaituista
elinajoista k kpl on valilla (0, al; olkoot ne y; ..., yx. Ajanhetkelld a on vield elossa n — k
otosyksikko#. Koska P(Y; > a) = e~*%, voidaan perustella, etti aineistoa vastaava uskot-
tavuusfunktio on

L()\) — )\e—Ayl . )\e—Ayk . (e—Aa)n—k — )\ke—)\s’
jossa s = Sy + (n — k)a.

a) Muodosta log-uskottavuusfunktio ja johda kaava A:n su-estimaatille )\ sekil keskiméadrii-
sen (eli odotettavissa olevan) elinajan p = 1/\ su-estimaatille fi. Totea, ettd tapauksessa
k = n ne yhtyvit eksponenttimallista saataviin estimaatteihin (harjoituksen 2 tehtévi 2).

b) Oletetaan, ettd n = 10 ja otosyksikdiden elinajat suuruusjérjestyksessi (paivind) ovat
4 5 8 11 20 29 35 40 66 70.

Miké on /i eksponenttimalliin perustuen (kaikkien elinaikojen tarkka mittaus)? Enté jos
pédtettiin suorittaa “sensurointi” ajanhetkelld a = 50 (péivad)? Enté jos a = 257

KAANNA!



3. Jatkoa edellisen tehtévian a-kohtaan. Laske Fisherin informaatio i,(A) “sensuroitujen”
eksponenttihavaintojen mallissa (a = sensurointihetki eli seuranta-ajan pituus). Huomaa,
ettd k on tulkittava erdén satunnaismuuttujan K toteutuneeksi arvoksi: se on niiden otos-
yvksikoiden lukumaééara, jotka ovat kuolleet viimeistaén ajanhetkelld a, joten se noudattaa
erdstd binomijakaumaa (mita?).

Totea, ettd i,(\) — n/A2, kun a — oo. Téssd n/A\? on eksponenttimallin Fisherin in-
formaatio (harjoituksen 3 tehtdvé 4). Kuinka suureksi a olisi pyrittavi valitsemaan (A:sta

riippuen), jotta sensuroidun mallin informaatio i, () olisi ainakin puolet eksponenttimallin
informaatiosta?

Tehtavissa 4 tutustutaan estimaattorin harhattomuuden késitteeseen. Opiskele sitéa var-
ten monisteen jaksoja 3.1 ja 3.2.

4. (Monisteen teht. 3.3.) Oletetaan, ettd havainnot Y7, ..., Y, ovat riippumattomia ja nou-
dattavat jakaumaa, jolla on odotusarvo ju ja varianssi o?; esimerkkind N (u,o?). Tarkas-
tellaan parametrin o2 estimointia muotoa ¢V olevilla estimaattoreilla, kun ¢ > 0 on vakio
ja

V= i(Yi -Y)%
=1

Néyté, ettd ¢V on harhaton jos ja vain jos ¢ = 1/(n — 1). [Ehdotus. Kéyta harjoituksen 2
tehtdvéan 1 hajotelmaa valinnalla a = p.|



