Tilastollinen paittely I, syksy 2015 — kevit 2016
Harjoitus 3 (17. ja 19.11.2015)

Tehtavissd 1-3 kasitellddn vield uskottavuusfunktiota ja suurimman uskottavuuden esti-
mointia. Luentomonisteen jaksot 2.1-2.3.

1. (Monisteen teht. 2.5.) Olkoon 6 positiivinen parametri, ja asetetaan

fly;0) =207 'yexp(—y?/0),  kuny >0,
ja f(y;0) =0, kun y < 0.
a) Tarkista integroimalla, ettd tdmé kelpaa erdén jatkuvan jakauman tiheysfunktioksi.

b) Oletetaan, ettd Yi,...,Y,, ovat riippumattomia ja noudattavat kukin em. jakaumaa.
Muodosta tdméan mallin uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio sekéd méaaritd suu-
rimman uskottavuuden estimaatti 6, kun aineisto on 'y = (y1,...,yn).

2. (Vrt. monisteen teht. 2.15.) Tarkastellaan parametrin 6 € (0,1) logit-muunnosta ¢ =
¢(0) =log{6/(1 - 0)}.

a) Totea, ettd kyseessid on kddntden yksikésitteinen eli bijektiivinen funktio (0,1) — R, ja
méaaritd kdanteisfunktio § = 0(¢). Hahmottele myos kuvaaja (6, ¢)-koordinaatistoon.

b) Toistokoemalli Y1, ...,Y; ~ B(#) L tai K ~ Bin(n,#) uudelleenparametroidaan logit-
muunnoksella. Johda syntyvin mallin log-uskottavuusfunktio [*(¢) ja su-estimaatti ¢.

Lisdtieto. Ns. logistisessa regressiossa mallitetaan toistokokeen onnistumistodennékoisyy-
den logit-muunnosta joidenkin selittdvien muuttujien avulla. Esimerkiksi Y7,...,Y,, 1,
jossa Y; ~ B(6;) ja ¢(6;) = o + Bx;, jolloin mallin parametri olisi pari (a, 3). Téllaisia
malleja tutkitaan yleistettyjen lineaaristen mallien kurssilla.

3. Palautetaan mieleen JTP-kurssilta, miten parametria 6 koskevaa péaéttelyd tehd&an
bayesléisittdin: 6:lle mééritellddn priorijakauma (ptf/tf) p(0) ja jos L(0) = L(#;y) on ha-
vaittua aineistoa vastaava uskottavuusfunktio, niin :n posteriorijakauma saadaan Bayesin
kaavasta

p(Oly) = c(y)p(0)L(6;y)-
Téssd vakio ¢(y) on kidanteisluku funktion p(f)L(6;y) summasta tai integraalista, mutta
emme nyt tarvitse tata tietoa.
Pohditaan #:n piste-estimointia bayesldisesta nikokulmasta toistokoemallissa K ~ Bin(n, #).
Valitaan priorijakaumaksi (beetajakauman) tiheysfunktio

p(B) =c-0°(1-0)°  0<60<1,
jossa a > 0,b >0 jac> 0 on eréds a:sta ja b:sta riippuva vakio, jonka tarkkaa arvoa emme
myo6skadn tarvitse.
a) Totea, etta priorijakauman moodi eli piste, jossa se saa suurimman arvonsa, on kohdassa
0o = a/(a +b). Tapauksessa a = b = 0 sopikaamme, ettd 0y = %
b) Muodosta posteriorijakauma p(6|k), kun olemme havainneet k onnistumista. (Ei tarvitse
laskea vakioiden arvoja.)
c¢) Etsi posteriorijakauman moodi 6*. Totea, ettd se voidaan kirjoittaa painotettuna keski-
arvona 6y:sté ja su-estimaatista 6 = k/n:
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d) Milla a:n ja b:n arvoilla on 0* = 67 Miké priorijakauma on talléin?

e) Totea, ettd 0* — 0, kun n — oo (olettaen, etté O:n arvo pysyy muuttumattomana).
Priorijakauman vaikutus siis "hévida” kun havaintojen lukuméara kasvaa.

Vihje. a- ja c-kohdissa maksimoitavat funktiot ovat samaa muotoa kuin toistokoemallin us-
kottavuusfunktio, joten tarvittavat laskut on olennaisesti jo tehty (ks. monisteen esimerkit
2.1.5 ja 2.2.5).

Lisdtietoa. Posteriorijakauman moodi on eréds bayesldinen piste-estimointimenetelmé; ta-
saisen priorin tapauksessa se yhtyy su-estimaattiin. Toinen paljon kaytetty vaihtoehto on
posteriorijakauman odotusarvo.

Tehtavat 4 ja 5 liittyvat havaitun informaation ja Fisherin informaation késitteisiin.
Monisteen jakso 2.4.

4. (Monisteen teht. 2.11.) Jatkoa harjoituksen 2 tehtdvédn 2. Olkoot Y1, ..., Y, ~ Exp(A) L.
Laske havaittu informaatio j();y), Fisherin informaatio i(\) ja odotusarvo E[l'(\;Y)?].

5. (Monisteen teht. 2.13.) Tarkastellaan mallia, jossa havaintoja vastaavat satunnaismuut-
tujat Y7,...,Y, ovat riippumattomat. Mallin parametri on 6. Totea, ettd mallin havaittu
informaatio ja Fisherin informaatio ovat

JO;y) = g1(0:91) + -+ n(Osyn), () =01(0) + - + in(6),

jossa ji(0;yr) on pelkistdan yhteen havaintoon yi perustuva havaittu informaatio ja
ix(0) = Eljr(0;Yy)] on vastaava Fisherin informaatio. Miten tulkitset tdmén tuloksen?



