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Harjoitus 2 (10. ja 12.11.2015)

Niissa tehtéavissa kasitellaan uskottavuusfunktiota ja suurimman uskottavuuden estimoin-
tia. Luentomonisteen jaksot 2.1-2.3. Tehtévissd esiintyvien jakaumien tiheysfunktioiden
lausekkeet 10ytyvat monisteen lopussa olevasta liitteesta.

1. (Monisteen teht. 2.2.) Olkoot y1,...,y, ja a mielivaltaisia reaalilukuja. Varmista, etta
n n
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kun y = Y, yi/n. [Tulosta kéytettiin normaalijakaumamallin uskottavuusfunktion muo-
dostamisessa, ks. monisteen kohta 2.1.4.]

2. (Monisteen teht. 2.3.) Olkoot Yi,...,Y, ~ Exp(A) 1. Kirjoita vastaava tilastollisen
mallin lauseke (yhteistiheysfunktio). Muodosta sitten aineistoa y = (y1,...,yn) vastaavat
uskottavuus- ja log-uskottavuusfunktio seké méarita huolellisesti perustellen parametrin A
suurimman uskottavuuden estimaatti. Hahmottele log-uskottavuusfunktion kuvaajaa.

3. (Monisteen teht. 2.6.) Olkoon mallina Y7,...,Y;,, ~ Tas(#,6 + 1) 1. Johda aineistoa
y = (y1,...,yn) vastaava uskottavuusfunktio ja totea, ettd se saa suurimman arvonsa
jokaisessa vélin (y(n) -1, y(l)) pisteessd, kun merkitadn y() = min(yy,...,Yn) ja Yn) =
max(y1, . .., yn). Siten su-estimaatti 0(y) ei ole yksikéisitteinen (todennikoisyydell yksi).

Mitd mahtaa tapahtua vilin (y(n) -1, y(l)) pituudelle, kun havaintojen lukumééra n — co?

4. (Vrt. monisteen teht. 2.10.) Ladislaus Bortkiewicz julkaisi vuonna 1898 kirjan The Law
of Small Numbers, joka késitteli Poissonin jakaumaa. Kuuluisin kirjassa esitetty aineisto oli
hevosenpotkuun kuolleiden miesten vuosittaiset lukumé&arat neljassatoista Preussin armei-
jan yksikossd kahdenkymmenen vuoden (1875-1894) ajalta, yhteensa siis 280 havaintoa.
Yhteenveto aineistosta on alla.

Kuolleita 0 1 2 3 4 >5
Havaintoja 144 91 32 11 2 0

Bortkiewicz havaitsi, ettd Poissonin jakauma sopii kuvaamaan hevosenpotkuun kuolleiden
miesten médrda kussakin yksikossd vuoden aikana. Olkoon p kyseisen Poissonin jakau-
man odotusarvo, ja oletetaan, ettd kuolleiden lukumé&arat eri vuosina ja eri yksikoissé
ovat toisistaan riippumattomat. T&lloin aineistoa voidaan mallintaa satunnaismuuttujilla
Yi,...,YQgQ ~ P(,u) L.

Muodosta aineistoa vastaava log-uskottavuusfunktio ja ma&ritd p:n suurimman uskotta-
vuuden estimaatti.

[Téasté aineistosta on netisséd paljon tarinaa (hakusanat esim. "horse kick data”). Koko
aineisto 10ytyy esim. osoitteesta http://www.math.uah.edu/stat/data/HorseKicks.html.|

KAANNA!



5. (Monisteen teht. 2.8.) Tarkastellaan riippumatonta otosta gammajakaumasta: Y7,...,Y, ~
G(a,1/p8) AL, jossa «, 8 > 0.

a) Parametrina on (a, 3). Totea, ettd uskottavuusyhtdlét voidaan saattaa muotoon
loga — ¢(a) =logy — % o logyi,
B=7y/a,

jossa ¥(a) = I'() /T'(«) on ns. digammafunktio. Yhtéloita ei voi ratkaista suljetussa muo-
dossa.

b) Parametrina on vain (3, ja a on tunnettu luku. Miké on f:n su-estimaatti?

Muista: Presemo-keskusteluhuone osoitteessa http://presemo.helsinki.fi/pni/.



