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Saatteeksi

Namé luentomuistiinpanot syntyivat tilastollisen pééttelyn kurssilla, jota luennoin
lukuvuonna 2003-2004 suorittaessani siviilipalvelusta Helsingin yliopiston tilastotie-
teen laitoksessa (vuodesta 2004 matematiikan ja tilastotieteen laitos). Korjauksia ja
joitakin muutoksia seké lisdyksia olen tehnyt lukuvuosina 2004-2005 ja 2005—-2006.
Suuri osa asiasiséllosté ja paikoitellen myo6s esitystapa pohjautuvat professori Pentti
Saikkosen kevéalld 2003 pitdmiin luentoihin. Joitakin vaikutteita on otettu myds pro-
fessori Anders Ekholmin luentomonisteesta Johdatus uskottavuuspddttelyyn (Helsingin
yliopisto, tilastotieteen laitos).

Tarkoituksena kurssilla on tutustua erdisiin klassisen tilastollisen pédttelyn kes-
keisiin késitteisiin ja ajatuskulkuihin, joiden oikea ymmartdminen on valttaméatonta
tilastollisia menetelmié sovellettaessa ja kehitettaessid. Nakokulma on uskottavuus-
pohjainen: uskottavuusfunktiolla ja sen johdannaisilla on térkea rooli sekéd kdytdnnon
laskuissa etté esiteltdvissa teoriassa. Toisaalta juuri lainkaan ei kiinnitetd huomio-
ta tilastollisten mallien valintaan ja rakentamiseen liittyviin kysymyksiin, vaikka ne
ovatkin tilastollisessa tutkimustyosséd ensiarvoisen tarkeité.

Muutamat todistukset on merkitty asteriskilla (*). Ne ovat tdydentdvia ainesta,
eikd niitéd ole vaadittu kokeessa osattaviksi.

Huomautuksia virheistd ja parannusehdotuksia voi ldhettéda sdhkopostitse osoittee-
seen pjniemin@iki.fi.

18. 3. 2006 Pekka Nieminen
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1 Johdanto

1.1 Tilastollisen paattelyn lahtokohta

1.1.1 Aineisto ja tilastollinen malli. Tilastollisessa tutkimuksessa on analysoitava-
na aineisto y = (y1,...,Yn), joka koostuu reaaliarvoisista havainnoista y;. Naihin
havaintoihin oletetaan liittyvan epdvarmuutta tai satunnaisvaihtelua. Havainnot voi-
vat olla perdisin satunnaiskokeesta tai satunnaisotannalla poimitusta perusjoukon
osasta, jolloin satunnaisvaihtelu on seurausta aineiston hankintatavasta: kokeen tai
otannan toistaminen saisi aikaan toisenlaiset havainnot. Tai voidaan ajatella, etta
satunnaisvaihtelu on iké&n kuin sisdanrakennettuna tutkittavaan ilmi6on: "luonto” tai
”sattuma” on useista mahdollisista tulosvaihtoehdoista valinnut juuri sen, jota saatu
aineisto edustaa. Lisdksi empiirisessa tutkimuksessa mittausvirheet aina aiheuttavat
epavarmuutta havaintoihin. Kaiken kaikkiaan havaintoja w1, ...,y, voidaan pitda
erdiden satunnaismuuttujien Y7,...,Y, toteutuneina arvoina eli realisaatioina.

Tilastollisen padttelyn yleisené tavoitteena on tehdé aineiston y perusteella paétel-
mié siitd todenndkoisyysjakaumasta, jota satunnaisvektori Y = (¥1,...,Y},) noudat-
taa, eli siitd satunnaisilmiosté, joka on tutkimuksen kohteena ja josta saatu aineisto on
peréisin. Tunnusomaista on myos esittaéd arvioita ndiden paatelmien luotettavuudesta.
Mahdollisten todennékéisyysjakaumien joukko on normaalisti jollain tavalla rajattu, ja
niitd kuvataan joko yhteispistetodennékoisyysfunktion (yptf) tai yhteistiheysfunktion
(vtf) fy avulla. Téata kutsutaan tilastolliseksi malliksi. Kyseeseen tulevien mallien
valinta perustuu tutkittavaa ilmiota kuvaavaan taustatietoon ja -teoriaan, esimerkiksi
fysikaalisiin lainalaisuuksiin, joita ilmion tiedetd&n noudattavan.

Useimmissa télla kurssilla kasiteltavissa esimerkeissd havainnot y, ..., y, ovat jon-
kin tietyn numeerisen muuttujan arvot n eri havaintoyksikoén osalta, jolloin tavallisesti
voidaan olettaa, ettd vastaavat satunnaismuuttujat Yi,...,Y,, ovat riippumattomat.
Talléin on tietysti

fy () = mi(y) - fr, (yn)-

Kéaytdnnon sovelluksissa aineisto kuitenkin monesti sisdltdd useita samaan havainto-
yksikkoon liittyvid muuttujien arvoja tai se voi olla my6s aikasarja eli saman suureen
toteutuneet arvot perdkkéiisind ajanhetkind. Néaissé tapauksissa riippumattomuus
harvoin toteutuu ja riippuvuusmekanismin selvittdminen on oleellinen osa aineiston
analysointia ja tilastollisen mallin spesifiointia.

Huomattakoon, ettd havaintojen médrd n on talla kurssilla kiinted luku, joka
annetaan tutkimukseen kaytettavad koeasetelmaa valittaessa ja tilastollista mallia
maéadriteltdessd. Sita ei siis pidetd aineistosta riippuvana suureena.
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1.1.2 Parametrinen paattely. Useimmissa tilastollisen paattelyn sovellustilanteissa
otetaan ldhtokohdaksi, etté tilastollinen malli on tunnettu yhté tai useampaa reaalista
parametria vaille. Vastaavalla yptf/ytf:lla on siis tunnettu funktionaalinen lauseke
fy (y;0), joka riippuu parametrista 6 = (01,...,04). (Tapauksessa d = 1 merkitédin
tietysti @ = 6.) Mallia kutsutaan talloin parametriseksi malliksi. Mahdolliset paramet-
riarvot muodostavat joukon Q C R?, jota kutsutaan parametriavaruudeksi ja jonka
madrittely on osa mallin spesifiointia. Parametrin 8 arvo on tuntematon, ja tavoit-
teena on tehdi siitd padtelmié aineiston y perusteella. Télloin tilastollista paattelya
sanotaan parametriseksi pddttelyksi, ja sithen rajoitutaan talla kurssilla.

1.2 Esimerkkeja parametrisista malleista

Seuraavat esimerkit osoittavat, etté edelld kuvattu parametristen tilastollisten mallien
asetelma kattaa suuren méaran erilaisia malleja erilaisissa sovellustilanteissa.

1.2.1 Suhteellinen osuus: toistokoemalli. Tehdas on valmistanut suuren méadrian
hehkulamppuja, ja halutaan tutkia, kuinka suuri osa niistd on rikkinéaisi&. Poimitaan
kokoa n oleva otos lamppuja ja méaaritellaan

{0, jos i:s lamppu on ehja,
Yi =

1, jos i:s lamppu on rikki,

kun ¢ = 1,...,n. Aineisto on y = (y1,...,yn). Vastaavat satunnaismuuttujat Y;
noudattavat Bernoulli-jakaumaa B(f), jossa € on rikkiniisten lamppujen osuus koko
tuotannossa. Siis P{Y; = 1} =6 ja P{Y; =0} =1 — 60, eli kunkin Y;:n pistetoden-
nakoisyysfunktio (ptf) on

Frilyi0) =6 (1—0)"%, 4 =0,1.

Koska kyseessa on otos suuresta perusjoukosta, voidaan olettaa, ettd Yi,...,Y, 1.
Siten tilastolliseksi malliksi saadaan yptf

n

fr(w;0) =T fri(yi:0) = 0" (1 — 0)"F,

=1

jossa k = k(y) = y1+- - -+y, on rikkindisten lamppujen lukumééra otoksessa. Kyseessa
on parametrinen malli, jonka parametri # on yksiulotteinen ja jonka parametriavaruus
on vali (0,1) tai jopa [0,1]. Tutkijan mielenkiinto kohdistuu tuntematonta parametria
0 koskevien paitelmien tekoon.

1.2.2 Kestoiat. Halutaan selvittdi, mika on erddn toisen tehtaan valmistamien tie-
tyntyyppisten sahkolaitteiden keskiméaédriinen kestoikéd. Poimitaan jilleen kokoa n
oleva otos ja mitataan kunkin otosyksikon kestoiké; olkoot ne y1,...,y, > 0. Toden-
nékoisyyslaskennassa on opittu, etta erilaisia elinaikoja voidaan usein mallittaa melko
hyvin eksponenttijakaumalla.! Oletetaan, ettéi eksponenttijakauma soveltuu myos
nyt tarkasteltavien kestoikien kuvaamiseen. Havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat

1 Perusteluna télle oli eksponenttijakauman "muistamattomuusominaisuus”: jos Y ~ Ezp(\), niin
P{Y>t+h|Y >t} =P{Y > h}.
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ovat siis Y7,...,Y, ~ FEzp(\) 1L, jossa A > 0 on tuntematon parametri. Tilastollisen
mallin spesifioi nyt ytf

n

fr(y;A) = H e Wi = \le At tun) — \ne—Any

i=1

jossa § = (y1 + -+ - + yn)/n on otoksen laitteiden kestoikien keskiarvo.
Koska eksponenttijakaumalle patee E(Y;) = 1/A ja mielenkiinnon kohteena on

nimenomaan kestoién odotusarvo, on ehké luontevampaa kayttiaa parametria p = 1/X,
jolloin malliksi saadaan

Fo(ys ) = fy(ys1/p) = lj/

Mallit fy ja fy ovat tilastollisesti téysin ekvivalentit, koska ne kuvaavat samaa
todennéakoisyysjakaumien joukkoa, mutta jalkimméainen voi olla usein tulkinnallisesti
mukavampi. Tamé on esimerkki uudelleenparametroinnista.

1.2.3 Normaalihavainnot. Yksi perustavimmista tilastollisista malleista on riippu-
maton otos normaalijakaumasta N(u,0?). Siis Y7,...,Y, ~ N(u,02%) 1. Mallin
parametri on kaksiulotteinen vektori (u,0?), ja parametriavaruus on ylempi puolitaso
R x (0, 00). Malliin liittyva ytf on

1 o~ Wi—n)?/20° 1

T _ LS
fY(yvl'L’O- ) _Zzl_[l \/W - (27TO'2)”/2 exp{ 252 ;(yl /'L) }

1.2.4 Lineaarinen regressiomalli. Tutkija haluaa selvittdé erddn metallisen tyokalun
lujuuden riippuvuutta siitd lampotilasta, jossa tyokalu on valmistettu. Han tuottaa n
tyokalua eri lampotiloissa x1,. .., z, ja mittaa niiden lujuudet yi,...,y, (sopivissa
vksikoissd). Hén otaksuu, ettd keskiméérin lujuus riippuu likipitden lineaarisesti
lampdotilasta, joten vastaavista satunnaismuuttujista Y7,...,Y, on jarkevia olettaa,
ettd erdilld kertoimilla «, 8 pétee

(1.1) E(Y;) = a+ B,

kun ¢ =1,...,n. Lisdksi lujuudessa on eri syisté esiintyvda satunnaisvaihtelua, jonka
tutkija olettaa normaaliseksi ja varianssiltaan vakioksi (lampdtilasta riippumattomak-
si). Siis

(1.2) Y; ~ N(a + Bzi, 0?).

Jos vield oletetaan eri tyokalut toisistaan riippumattomiksi eli Y7,...,Y,, 1L, saadaan
tilastollisen mallin lausekkeeksi

1 1 &
fy (y; 0, B,0%) = Wexp{—%g Z(Zli —a— 5%’)2}-
i=1

Kyseessd on yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli. Tassa on syyta panna merkille,
ettd havainnot Yi,...,Y, eivit ole samoin jakautuneita.

Mallin rakentamisessa on hyodyllisté erottaa kaksi vaihetta. Ensinnékin siihen liittyi
rakenneoletus (1.1), joka kuvaa vastemuuttujan Y; vaihtelun systemaattisen osan eli
sen riippuvuuden selittdvastd muuttujasta x;. Toiseksi kaava (1.2) toi mukanaan
jakaumaoletuksen, joka kuvaa vaihtelun satunnaisen osan. Mallin parametri on kolmi-
ulotteinen vektori («,3,02), ja parametriavaruus méériytyy ehdoista a, 3 € R ja
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0% > 0. Tutkijan pésasiallinen mielenkiinto luultavasti kohdistuu komponentteja o
ja /3 koskevien péitelmien tekoon, kun taas tuntematon varianssi o2 on erdinlaisen
kiusaparametrin asemassa.

Mallin méarittelystd kay ilmi, ettd selittdvin muuttujan arvoihin z; ei liitetty
satunnaisvaihtelua vaan niitd pidettiin kiintein& annettuina lukuina; itse asiassa niité
ei edes luettu aineiston osaksi ainakaan siiné teknisessd mielessa kuin ”aineisto”
luvun alussa maéritelty. Tarkasteltavassa esimerkkitilanteessa tdméa tuntuu loogiselta
siksi, ettd valmistuslampétila lienee tutkijan valittavissa ennen kokeen suorittamista.
Monissa sovellustilanteissa nain ei kuitenkaan ole. Esimerkki: Tutkitaan suomalaisten
avioparien kohdalla sité, miten vaimon pituus on selitettévissd miehen pituuden avul-
la. Tata varten poimitaan satunnaisotos aviopareista ja mitataan pituudet. Talloin
miesten pituuksiin z; liittyy satunnaisvaihtelu aivan samalla tavalla kuin vaimojenkin
pituuksiin y; (suoritetun satunnaisotannan johdosta), joten periaatteessa mallittajan
tulisi tutkia erdiden satunnaismuuttujaparien (X;,Y;) yhteisjakaumaa. Néin ei kui-
tenkaan yleensa menetelld vaan téssédkin tapauksessa tilastollinen analyysi suoritetaan
pitden lukuja x; kiinteina eli ikdan kuin ehdollistamalla tapahtumien X; = z; suhteen.
Tamén taustalla on tilastollisen paattelyn ns. ehdollistamisperiaate.

1.2.5 Autoregressiivinen aikasarja. Olkoot Ui,...,U, ~ N(0,0%) 1L, ja mééritel-

ldan satunnaismuuttujat Y7,...,Y, palautuskaavalla
(13) Y; =p6Y;_1 + U, 1=1,...,n,
kun oletetaan, ettd Yy = yo on tunnettu vakio. Satunnaisvektorin Y = (Y7,...,Y},)

ytf on talléin (ks. teht. 1.3)

1

(gm)n/zexp{ 222 — Byi1) }

Prosessia (Y;), jolle (1.3) on voimassa, kutsutaan ensimmdisen kertaluvun autoregres-
stiviseksi aikasarjaksi. Sitd ja sen yleistyksid kdytetddn esimerkiksi ekonometriassa
erilaisten ajassa etenevien taloudellisten ilmitiden mallittamiseen. Mallin parametri
on (B,0?), ja siitd on tapana olettaa, ettd |8| < 1 ja tietysti o2 > 0. Yhtélon (1.3)
valossa on ilmeisté, ettd Y7,...,Y, eivit ole riippumattomia mikéli g # 0.

fr(y;8,0°%) =

1.3 Parametrisen paattelyn tavoitteet
Talla kurssilla késitellddn ldhinné seuraavia kolmea kysymysta:

Piste-estimointi. Aineiston perusteella on maaritettava sellainen parametriavaruuden
piste, joka on jossain mielessa hyvéa tai jopa paras arvio eli estimaatti tuntemattomalle
parametrille 8. Yhtdéltd tarkastellaan menetelmid, joilla téllaisia estimaatteja gene-
roidaan (esim. suurimman uskottavuuden menetelmi), ja toisaalta kriteerejé, joilla
niiden hyvyyttd mitataan.

Luottamusvilit ja -joukot. On rajattava parametriavaruuden €2 osajoukko, joka suu-
rella varmuudella sisdltdd tuntemattoman parametrin 6 oikean arvon. Yksiulotteisen
parametrin tapauksessa ndmaé joukot ovat yleensa vilejd, joten niiden muodostamista
kutsutaan myos wvdliestimoinniksi.
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Hypoteesien testaaminen. On selvitettivi, onko aineisto sopusoinnussa annetun
nollahypoteesin 8 € €y kanssa vai tukeeko se ennemminkin vastahypoteesia 8 € €y,
jossa tavallisesti Q = Qo U Q1 ja QN =0.

Néiden liséksi ainakin seuraavat kaksi tarkedd tehtdvaa kuuluvat tilastollisen péat-
telyn piiriin, mutta niitd ei juuri kasitelld talla kurssilla:

Ennustaminen. Oletetaan, ettd mallista fy (y;0) on havaittu aineisto y. Tamén
perusteella on ennustettava jonkin satunnaismuuttujan Z arvoa, kun Z:n jakauma
riippuu parametrista @ mutta sen arvoa ei voida (vield) havaita. Esimerkiksi Z voisi
olla aikasarjassa seuraavana tuleva muuttuja Y.

Mallin sopivuuden ja riittavyyden arviointi. Kun aineisto on analysoitu mallia fy
kayttden, on tutkittava, onko kyseinen malli riittdvan hyva tai lainkaan sopiva kuvaa-
maan aineistoa. Esimerkiksi yhden selittdjén lineaarisen regressiomallin tapauksessa,
jossa rakenneoletus on muotoa E(Y;) = a+ fx;, on varmistuttava siité, ettd selittavin
muuttujan ja vastemuuttujan vélinen riippuvuus todella on keskiméérin lineaarista.
Mallin valintaa ohjaavat talloin seké tilastolliset ettd asialoogiset perusteet. Téassa
yvhteydessé on muistettava myos ns. sdastaviisyysperiaate, jonka mukaan tieteellisen
selityksen on aina oltava mahdollisimman yksinkertainen; siten on katsottava eduksi,
jos d — 1 parametria sisaltavalld mallilla voidaan kuvata tutkittava ilmio (ldhes) yhté
hyvin kuin d parametria sisaltavalla.

Kaytettavien mallien sopivuuden ja riittdvyyden arvioinnin tulisi olla jokaisen tilas-
tolliseen péaéttelyyn perustuvan tutkimuksen osa. Siihen liittyy myo6s erés tilastollisen
paattelyn ja mallittamisen keskeinen dilemma: aineiston analysointi ja siihen perustu-
va padttely edellyttda osaltaan tilastollisen mallin spesifiointia, mutta toisaalta mallin
sopivuuden tilastollinen arviointi on tédysin mahdollista vasta analyysin jilkeen.

ja bayesldinen paattely

Kuten luvun alusta kay ilmi, aineiston y ymmaértdminen satunnaisvektorin toteutunee-
na arvona perustuu siithen usein sangen hypoteettiseen ajatukseen, etta aineistonkeruu
voitaisiin samoissa olosuhteissa toistaa riippumattomasti uudelleen ja uudelleen, ja
tarkasteltava tilastollinen malli fy (y; @) kuvaa néin syntyvién empiiriseen jakaumaan
liittyvid todennékoisyyksid. Todenndkoisyyskasitettd tulkitaan siis frekventistises-
ti, viime kédessd nojautuen suurten lukujen lakiin. Parametrin 6 ajatellaan olevan
kiinted mutta tuntematon piste parametriavaruudessa eiké siihen koskaan liitetd mi-
tddn todennakoisyyslausumia. Tahén paradigmaan perustuvaa paattelyd kutsutaan
frekventistiseksi tai joskus myos klassiseksi paattelyksi.

Bayesldisessd padttelyssd myods mallin parametri ajatellaan satunnaisvektorin &
arvoksi. Tutkija méaéarittelee, periaatteessa jo ennen aineistonkeruuta, parametriava-
ruuteen ns. priorijakauman fg, johon hin kvantifioi omat ennakkotietonsa ja -usko-
muksensa mallin parametrista. Télloin todennédkoisyytta tulkitaan useimmiten sub-
jektiivisesti eli uskomusasteen mittana. Malli fy (y; @) puolestaan edustaa ehdollista
jakaumaa fy|e(y|@). Kun aineisto y on kerétty, tutkija soveltaa Bayesin kaavaa ja
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péatyy ehdolliseen jakaumaan

fe(0)fyie(yl0)
fr(y) ’

feiy (0ly) =

jossa

fvw) = [ fo(@)fyio(ul0) do
jatkuvassa tapauksessa ja

) =) fel8)frie(yl6)

0cQ

diskreetissé tapauksessa. TAméa ns. posteriorijakauma kuvaa mallin parametriin liitty-
vad tietoa sen jalkeen, kun aineiston antama informaatio on otettu huomioon, ja se
toimii padtelmien perustana.

Frekventistisen ja bayesldisen koulukunnan vélinen ndkemysero on toisinaan ai-
heuttanut hyvinkin kiivaita kiistoja. Bayeslaistd paédttelya voidaan syyttda priorija-
kauman valinnan mukanaan tuomasta subjektiivisuudesta. Bayesldiset puolestaan
huomauttavat frekventistiseen paédttelyyn liittyvista tulkinnallisesta vaikeudesta ja
nurinkurisuudesta: empiirisen tutkijan kannaltahan aineisto y on kiinted suure ja epé-
varmuus liittyy nimenomaan parametriin 6 eiké péinvastoin. Bayesldinen paradigma
johtaa yhtendisempaén ja ehka kauniimpaan paattelyn teoriaan, mutta kaytdnnon
johtopaétoksissi harvoin on merkittévia eroja klassisen paittelyn antamiin tuloksiin
verrattuna. Talla kurssilla bayesldista paattelya ei kasitella.

Harjoitustehtavia

1.1. Halutaan selvittds, montako kolibakteeria erdén jarven vedessa on keskiméérin senttilitraa
kohti. Tata varten otetaan n riippumatonta senttilitran suuruista vesindytettd satunnaisesti eri
puolilta jarved ja mitataan niistd kolibakteerien méarat yy, ..., y,. Oletetaan, ettd lukumaara
kussakin néiyteessd noudattaa Poisson-jakaumaa P(u). Muodosta asetelmaa kuvaava malli.
Mikéa on parametrin u tulkinta?

1.2. Tehtédvdn 1.1 tilanteessa osoittautuu, ettd bakteerien lukuméédrian mittaaminen kustakin
néytteestd on lilan kallista. Kéytetddnkin vain testid, joka kertoo, onko néytteessé lainkaan
kolibakteereita. Saadaan siis aineisto y = (y1,...,¥yn), jossa y; = 0, jos ndytteessi i ei ole
bakteereita, ja y; = 1, jos bakteereita on. Muodosta asetelmaa kuvaava malli parametrille p.

Vihje. Ajattele asetelmaa toistokokeena, jonka onnistumistodennakoisyys madraytyy ja-
kaumasta P(u) parametrin g funktiona.

1.3. Johda esimerkissd 1.2.5 jatkuvien jakaumien muunnosteorian avulla satunnaisvektorin
Y = (Y3,...,Y,) yhteistiheysfunktio fy . Voit olettaa yksinkertaisuuden vuoksi Yy = yo = 0.

Ohje. Vektorin U = (Uy,...,U,) ytf on helppo muodostaa. Palautuskaavasta voi ratkaista
U;n Y;_1:n ja Y;:n funktiona, jolloin U tulee esitettyd melko yksinkertaisena lineaari-
muunnoksena Y :std. Muista, ettd kolmiomatriisin determinantti on diagonaalialkioiden tulo.

1.4. Tarkastellaan esimerkin 1.2.1 koeasetelmaa, jossa tutkittiin rikkindisten lamppujen
suhteellista osuutta. Eldydytdéan bayeslédisen tilastotieteilijin ajatusmalliin. Oletetaan, etta
hénelld ei ole kiytossdan mitédan erityistd ennakkotietoa rikkindisten suhteellisesta osuudesta
0, joten hén asettaa tasaisen priorijakauman: fe(f) =1, kun 0 < 6 < 1. Sitten hén poimii
otoksen kokoa n, analysoi sen ja laskee lopuksi Bayesin kaavaa kayttden posteriorijakauman
fo|y (0ly) . Totea, ettd kyseessd on erds beetajakauma, ja laske sen odotusarvo sekd moodi (so.
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kohta, jossa tiheysfunktio on suurimmillaan). Hahmottele myos sen tiheysfunktion kuvaajaa;
kiinnitd erityisesti huomiota siihen, mitd tapahtuu jos otoskoko n kasvaa ja rikkindisten
suhteellinen osuus otoksessa pysyy samana. Millaisia johtopaédtoksia tekisit parametrista 6
tdmén posteriorijakauman perusteella?

Apu. Beetajakauman tiheysfunktio on muotoa f(0) =c-0°"'(1 —60)5~1, 0 <6 < 1, jossa
a, 3 > 0 ovat jakauman parametrit ja ¢ on niistd méardytyva vakio, joka ei riipu 6:sta ja
jonka arvolla ei tdssd ole merkitystd. Jakauman odotusarvo on a/(a + ).



2 Uskottavuus ja informaatio

2.1 Uskottavuusfunktio

2.1.1 Perusmadritelma ja tulkinta. Tarkastellaan tilastollista mallia, jonka yptf/ytf
on fy(y;0) ja jonka parametriavaruus on Q C R%. Téllsin funktiota

L(6)=L(6:y) = fy(y:0), 6€Q,

kutsutaan aineistoon y liittyviksi uskottavuusfunktioksi parametrille 8. Uskottavuus-
funktio on siis oikeastaan sama asia kuin mallin mééritteleva yptf/ytf, mutta siind
aineistoa edustava vektori y ajatellaan kiintedksi ja parametri 8 muuttujaksi. Téa-
mé oivallus tekee uskottavuusfunktiosta tilastollisen péattelyn kenties keskeisimmén
tyokalun.

Tarkastellaan erityisesti diskreettié tapausta. Télloin

jossa alaindeksi @ viittaa siihen, ettd tapahtuman {Y = y} todennékoisyyden lasken-
nassa kéytetdén nimenomaan parametriarvoa €. Siis luku L(@) ilmaisee todennakoi-
syyden sille, ettd parametriarvo 6 ”tuottaa” juuri sellaisen havaintoaineiston y kuin
nyt on saatu. Jos esimerkiksi 6’ ja 8” ovat :n pisteita, joille

L(O) < L@") ci  PplY =y} < Pp{Y =y},

todennékoisyys saada aineisto y on suurempi tapauksessa @ = 6” kuin tapauksessa
6 = 0. On tapana sanoa, ettd havaitun aineiston valossa parametriarvo 6” on
uskottavampi kuin 6’.

Jatkuvassa mallissa uskottavuusfunktion tulkinta on samanlainen. Jos nimittdin A
on pisteen y pieni ympéristoé avaruudessa R™, jonka n-ulotteinen mitta on m(A),
niin approksimatiivisesti

Po{Y € A} = [ fy(:6) = L(O)m(4)
ainakin silloin kun fy (-;0) on jatkuva pisteessd y. Luku L(60) on siis approksima-

tiivisesti suoraan verrannollinen todennakoisyyteen saada aineisto, joka on ”1ahella”
y:téd. Vaihtoehtoisesti L(0) voidaan ajatella "todenndkoéisyystiheytena”.
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Kuva 2.1. Uskottavuusfunktion L(6) = (1 — 0)° kuvaaja.

2.1.2 Esimerkki: toistokoemalli. Palataan kohdan 1.2.1 esimerkkiin, jossa tarkastel-
tiin rikkindisten hehkulamppujen suhteellista osuutta 6 erdédn tehtaan tuotannossa.
Tilastollinen malli oli

fr(y;0) =081 —0)"",

jossa k = k(y) = y1 + -+ + yn on rikkindisten lukuméérd n lampun otoksessa.
Oletetaan nyt, ettd otoksen koko on n = 10 ja siind toisena oleva lamppu havaitaan
rikkinéiseksi, muut ehjiksi. Aineisto on siis y = (0,1,0,0,0,0,0,0,0,0), ja k = 1.
Uskottavuusfunktio on télléin

LOO)=P{Y =y} =001-0)°  0<0<1,

jonka kuvaaja on kuvassa 2.1.

Uskottavuusfunktio on suurimmillaan pisteessa § = 0.1, jossa L(0.1) ~ 0.039. Taméa
on siis aineiston valossa uskottavin 6:n arvo, ja sitd tullaan kutsumaan 6:n suurimman
uskottavuuden estimaatiksi. MyO0s monet muut parametriarvot ovat varsin uskottavia.
Esimerkiksi L(0.25) ~ 0.018 on l&hes puolet maksimiarvosta L(0.1), joten siini
tapauksessa, ettd todellinen parametriarvo on 0.25, téllaisia otoksia saadaan (otantaa
toistettaessa) vain noin kaksi kertaa harvemmin kuin siiné tapauksessa, etté todellinen
arvo on 0.1. Aineiston valossa ei ole siis lainkaan poissuljettua se, ettd periti joka
neljis tuotetuista lampuista olisi rikki. Toisaalta my6s arvo 0.01 (joka sadas lamppu
rikki) on melko uskottava, silld L(0.01) ~ 0.009. Sen sijaan L(0.002) ~ 0.002 on vain
kahdeskymmenesosa uskottavuusfunktion maksimiarvosta, joten vaikuttaa aineiston
perusteella jokseenkin epauskottavalta, jos valmistaja véittad, ettd keskiméédrin vain
joka viidessadas tuotetuista lampuista olisi rikki. Yleisvaikutelmaksi kuitenkin jéa,
ettd kovin spesifisid ja luotettavia pédtelmia parametrista 6 ei voi tamén aineiston
perusteella tehdd, mika ei olekaan yllattéavasa otoksen pienuudesta johtuen.

2.1.3 Yleinen maaritelma. Kuten edeltd kiy ilmi, yleensd uskottavuusfunktion ab-
soluuttisilla arvoilla ei ole sindnsd merkitystd vaan térkeintd on voida verrata sen eri
kohdissa saamia arvoja eli tarkastella suhteita L(0")/L(0"). Nami eiviat muutu, jos
uskottavuusfunktio kerrotaan jollakin (mahdollisesti aineistosta riippuvalla) vakiolla.
Uskottavuusfunktion méaéritelmé onkin tapana laajentaa seuraavasti:

Olkoon fy(y; @) tilastollinen malli, jonka parametriavaruus on 2. Talléin jokainen
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muotoa
(2.1) L(0) = L(6;y) = c(y)fy(y;0), 6€Q,

oleva funktio L on aineistoon y liittyvé uskottavuusfunktio, kun ¢(y) > 0 on mahdolli-
sesti aineistosta (mutta ei parametrista) riippuva vakio. Taméa vakio kannattaa yleensé
valita siten, ettd uskottavuusfunktion lauseke tulee mahdollisimman yksinkertaiseksi.

2.1.4 Esimerkki: normaalimalli. Olkoot Yi,...,Y; ~ N(u,0?) AL, jossa parametri
on kaksiulotteinen (yu,o?). Kohdan 1.2.3 esimerkissi muodostettiin timéin mallin ytf

WGXP{_M z:zl(yz — ) }

fY(y7 H, 02) = (271'0'2

Kaavan (2.1) vakioksi kannattaa nyt valita c(y) = (27)"/2. Kiytetién liséksi ekspo-
nentissa hajotelmaa

n
Y wi—n)?=(n—1)s+n(y—p?
i=1
jossa
yzﬁgyi, st = n—1;(y"_y)

ovat aineistosta lasketut otoskeskiarvo ja otosvarianssi (ks. teht. 2.2). Talloin ndh-
dadn, ettd mallin uskottavuusfunktio riippuu aineistosta ainoastaan kaksiulotteisen
tunnusluvun’ (7, s2) vilityksella:

1 n—1)s2+n(y—pn)?
L(M702):(0_2)n/gexp{_( ) 2—;2 (y M) }

(Muista, ettd n on kiinted ja tunnettu tilastolliseen malliin liittyvé luku eiké sita
ajatella aineistosta riippuvaksi.)

Tarkastellaan vield tapausta, jossa varianssi onkin erds tunnettu luku o? = 0(2) >0
ja mallin varsinainen parametri on vain odotusarvo p. Talléin kerroin 1/ (08)"/ 2
samoin kuin eksponenttilausekkeesta tuleva tekija exp{—(n — 1)s?/202} ovat vain
aineistosta (sekil tunnetuista luvuista n ja o3) riippuvia, joten ne voidaan jakaa
pois uskottavuusfunktion lausekkeesta. Uskottavuusfunktio parametrille p saa siis
yksinkertaisen muodon
n(y — p)? }

L) = exp{ - o

On mielenkiintoista havaita, ettd nyt uskottavuusfunktio riippuu aineistosta vain
yksiulotteisen tunnusluvun y kautta.

2.1.5 Esimerkki: toistokokeen binomimalli. Palataan dskeiseen lamppuesimerkkiin.
Oletetaan, etta tutkijalla on tiedossaan n lampun otoksesta ainoastaan rikkinéis-
ten lukumaéré k& mutta ei jarjestystéa, jossa ehjét ja rikkindiset esiintyvit otoksessa.

1 Tunnusluvulla tarkoitetaan mitd tahansa aineiston y muunnosta eli funktiota ¢t = t(y) tai
vastaavaa satunnaismuuttujaa T = ¢(Y'). Tunnusluvut voivat olla reaali- tai vektoriarvoisia.
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Aineisto on siis yksiulotteinen suure k, joka voidaan tulkita ”"onnistumisten” lukuméaé-
raksi n-kertaisessa toistokokeessa. Siispd vastaava satunnaismuuttuja K noudattaa
binomijakaumaa Bin(n,#), jonka ptf

n

Jr(k;0) = P{K =k} = (k:

>9k(1 —0" Tk k=0,...,n,

spesifioi tilannetta kuvaavan mallin. Mallin parametri on rikkindisten lamppujen
suhteellinen osuus @, silld otoskokoa n pidetddn tunnettuna lukuna. Valitsemalla
uskottavuusfunktion mééritelméssé (2.1) esiintyviksi vakioksi 1/(}) saadaan mallia
vastaavaksi uskottavuusfunktioksi

L) =6*(1-0"" 0<60<]1,

aivan kuten esimerkissa 2.1.2.

Tuntuu intuitiivisesti selvilté, ettd tuntematonta parametria 6 koskeviin pééatel-
miin ei pitdisi mitenkdan vaikuttaa sen, missa jérjestyksessd ehjat ja rikkindiset
lamput otoksessa esiintyvit, vaan ettéd kaikki oleellinen informaatio otoksesta siséltyy
lukuun k. Tata seikkaa heijastaa osaltaan se, ettd kumpikin malli johtaa samaan
uskottavuusfunktioon. Toisinaan tilastollisen paéttelyn teoriassa yleisestikin vedotaan
ns. uskottavuusperiaatieceseen, jonka mukaan kahden eri mallin pohjalta tehtédvien
padtelmien tulisi aina olla samoja, mikéli havaittuihin aineistoihin liittyvéat uskot-
tavuusfunktiot ovat malleissa identtiset. Monet tilastolliset menetelmét eivat téta
periaatetta kuitenkaan noudata.

2.1.6 Logaritminen uskottavuusfunktio. Seki péddttelyn teorian ettd kédytdnnodn
laskujen kannalta osoittautuu hyodylliseksi tarkastella uskottavuusfunktion logaritmia.
Sitd kutsutaan logaritmiseksi uskottavuusfunktioksi (lyh. log-uskottavuusfunktio) ja
merkitddn

1(0) = 1(0;y) = log L(0;y).

Téassa log on luonnollinen eli e-kantainen logaritmi. Huomaa, etté koska logaritmi
on aidosti kasvava funktio, eri parametriarvojen uskottavuuden vertailu voidaan
suorittaa myos log-uskottavuusfunktion avulla. Koska uskottavuusfunktiota oli sallittua
kertoa (tai yhtd hyvin jakaa) aineistosta riippuvilla positiivisilla vakioilla, on log-
uskottavuusfunktioon lupa lisété (tai siitd vihentdéd) miké tahansa aineistosta riippuva
vakio.

Logaritmisen uskottavuusfunktion teoreettinen merkitys paljastuu my6hemmin in-
formaatiokésitteen ja testiteorian tarkastelun yhteydessi. Sen kédytdnnollinen merkitys
puolestaan selittyy silld, ettd funktio [ on usein yksinkertaisempaa tyyppia kuin L.
Jos esimerkiksi malliin liittyvat havainnot Yi,...,Y, ovat riippumattomia, niin

£(8) = T fv.(v::6)
=1

kun taas

1(0) = log fv,(ui; 0).
i=1

Summamuotoista funktiota on yleensd mukavampi késitelld, esimerkiksi derivoida,
kuin tulomuotoista.
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2.1.7 Esimerkkeja. a) Toistokokeen (ks. 2.1.2 ja 2.1.5) log-uskottavuusfunktio on
1(0) = klogh + (n — k)log(1l —6).

b) Normaalijakaumamallin Yi,...,Y, ~ N(u,0?) 1L (ks. 2.1.4) log-uskottavuus-

funktio on

-1 2 — 2
Z(M702) — _ﬁlogUZ _ (n )8 + n(y :U’> )
2 202

Siiné tapauksessa, ettd varianssi on tunnettu luku o? = o2, saadaan parametrin
log-uskottavuusfunktioksi toisen asteen polynomifunktio

(T — )2
() = — (yQUgu) _

2.2 Suurimman uskottavuuden estimointi

2.2.1 Estimaatti ja estimaattori. Kuten pykaléasta 1.3 kdvi ilmi, yksi parametrisen
pééttelyn tavoitteista on piste-estimointi: kun mallin fy (y; @) puitteissa on havaittu
aineisto y, on etsittdva parametriavaruuden {2 piste, joka on hyvé arvio tuntematto-
malle parametrille 8. Tété varten aineistosta laskettua tunnuslukua t = ¢(y) sano-
taan parametrin @ estimaatiksi. Vastaava satunnaismuuttuja T' = ¢(Y’) on nimeltddn
estimaattori.

Estimaattien johtamiseen on kehitetty useita eri tapoja. Télla kurssilla késitelldan
ldhinné ns. suurimman uskottavuuden estimointia, joka on tilastotieteessa yleisimmin
kaytetty estimointimenetelma.

2.2.2 Su-estimaatin maaritelma. Olkoon L(6;y) yo. mallia ja aineistoa y vastaava

uskottavuusfunktio. T4lloin miké tahansa parametriavaruuden €2 piste 8 = é(y),
jossa uskottavuusfunktio saa suurimman arvonsa eli jossa

L(6;y) > L(6;y)  kaikilla 6 € Q,

on parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti (lyh. su-estimaatti). Vastaa-
va satunnaismuuttuja é(Y) on su-estimaattori, ja sitdkin voidaan lyhyesti merkitéa
symbolilla 6.

Suurimman uskottavuuden menetelmé tuntuu intuitiivisesti luontevalta estimointi-
periaatteelta: valitaan sellainen parametriavaruuden piste, joka tekee juuri havaitun
aineiston esiintymisen kaikkein todennékoéisimmaéksi. On my6s osoittautunut, etté su-
estimaattorit ovat yleensé varsin toimivia ja hyvié teoreettisiltakin ominaisuuksiltaan,
joskaan eivit aina optimaalisia. Huomaa, ettd uskottavuusfunktion méaritelméssa
esiintyva vapaavalintainen vakio ei vaikuta kohtaan, jossa funktio saa suurimman
arvonsa eli globaalin maksimin. Su-estimaatin voi maarittad yhtd hyvin myos etsimalla
log-uskottavuusfunktion globaalin maksimikohdan, mikd onkin usein laskuteknisesti
mukavampaa.

2.2.3 Esimerkki: normaalimalli kun varianssi tunnettu. Mallina on Y7,...,Y, ~
N(p,08) 1L, jossa 02 > 0 on tunnettu luku. TAmin mallin log-uskottavuusfunktion
I(u) = —n(g — p)?/20¢ (ks. 2.1.7) kuvaaja on alasaukeava paraabeli, jonka huippu on
kohdassa 7. Siis odotusarvon p su-estimaattion =7y = (y1+---+yn)/n.
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2.2.4 Uskottavuusyhtadlot. Tavallisesti log-uskottavuusfunktiot (ja uskottavuusfunk-
tiot) ovat mééarittelyjoukossaan derivoituvia, joten niiden maksimikohtia voi etsia
derivaattatarkastelun avulla. Differentiaalilaskennasta tiedetdén, ettd parametriava-
ruuden sisépisteistd funktion [ ainoat mahdolliset ddriarvokohdat ovat ne pisteet 6,
joissa ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat havidvat eli

0
2.2 —I1(60;y) =0 =1,...,d.
( ) 89] ( ﬂy) Y ] Y I
Yksiulotteisen parametrin tapauksessa (d = 1) tdmé tietysti redusoituu yhdeksi
yhtaloksi

(2.3) I'(0;y) = 0.

Yhtaloita (2.2) ja (2.3) kutsutaan uskottavuusyhtaloiksi. Lisdksi maksimikohtia voi
olla parametriavaruuden reunapisteiden joukossa, jos reunapisteitd ylipadtdan para-
metriavaruuteen kuuluu, esim. mikali yksiulotteisessa tapauksessa parametriavaruus
on suljettu vali.

Uskottavuusyhtéloiden ratkaisuina saatavien pisteiden laatua voi tutkia toisen
kertaluvun derivaatan tai osittaisderivaattojen avulla, mikali ndmé ovat olemassa
(ja jatkuvia). Yksiulotteisessa tapauksessa lokaaleja maksimikohtia ovat ainakin ne
yhtélon (2.3) ratkaisut, joissa 1”(6;y) < 0. Moniulotteisen parametrin tapauksessa
vastaava ehto on, ettd log-uskottavuusfunktion toisen kertaluvun osittaisderivaatoista

82

—1(0; L k=1,...,d
3(9](91%( ay)v Js ) s Wy

muodostuva symmetrinen dxd -matriisi (ns. Hessen matriisi) on negatiivisesti definiit-
ti. Useiden perusmallien kohdalla tilanne on niin yksinkertainen, ettd parametriavaruus
on yhtenéinen ja avoin (ei reunapisteitd) joukko, esim. avoin vili, ja uskottavuusyh-
taloilla (2.2) tai (2.3) on vain yksi ratkaisu. Jos tdméa ratkaisu toteuttaa em. toisen
derivaatan negatiivisuusehdon, niin kyseessé on valttdmaétta log-uskottavuusfunktion
globaali maksimikohta eli siis su-estimaatti 6(y).

Talla kurssilla tarkasteltavien mallien uskottavuusyhtalot osataan tavallisesti rat-
kaista analyyttisesti ja su-estimaatit néin ollen ilmoittaa ”suljetussa muodossa” siis-
teind lausekkeina. Monimutkaisemmissa malleissa tdmaé ei yleensad onnistu vaan uskot-
tavuusfunktion maksimikohtien etsinnassa joudutaan turvautumaan tietokoneeseen ja
numeerisiin optimointimenetelmiin.

2.2.5 Esimerkki: toistokoemalli. Palataan hehkulamppuesimerkisté tuttuun toisto-
koemalliin, jossa havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat olivat Y7,...,Y, ~ B(6) 1L
(ks. 1.2.1) tai vaihtoehtoisesti vain K ~ Bin(n,#) (ks. 2.1.5). Kummassakin tapauk-
sessa log-uskottavuusfunktio parametrille 6 eli onnistumistodennékoisyydelle on (ks.
2.1.7)

[(0) = klog®+ (n — k)log(1l —6),

kun n toistossa on havaittu k& onnistumista. Derivoimalla saadaan
k n—k k —no

0 1-60 61-6)

I'(0) =

joten uskottavuusyhtélon /() = 0 ainoa ratkaisu on 6 = k/n. Tamén laatua voi
tutkia toisen derivaatan avulla, mutta voi my6s suoraan havaita, etta I’(f) on saman-
merkkinen kuin osoittajansa, joka vaihtaa merkkinsa kohdassa 6 = k/n plussasta
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miinukseen. Siten su-estimaatti on 6 = k/n eli onnistumisten suhteellinen osuus
suoritetuissa toistoissa, mika tuntuu jarkevalta.

Tarkkaan ottaen yo. pédattely oli pateva vain kun 0 < k < n; ddritapauksissa k = 0
ja k = n su-estimaattia ei ole olemassa, jollei sitten parametriavaruudeksi valita
suljettu vali [0, 1] avoimen (0, 1) sijasta.

2.2.6 Esimerkki: normaalimalli. Olkoot Yi,...,Y, ~ N(u,0?) 1L, jossa estimoitava
parametri on kaksiulotteinen (u,c?) ja parametriavaruus ylempi puolitaso eli u € R
ja 0? > 0. Nyt log-uskottavuusfunktio on (ks. 2.1.7)

-1 2 - 2
l(ﬂaaj) — _ﬁlOgO_Q _ (TL )S + n(y :u‘) ]
2 202

Pannaan aluksi merkille aivan kuten esimerkissi 2.2.3, etté koska aina —n (7 —pu)? < 0,
niin g :n suhteen [ saa suurimman arvonsa tdsmélleen kohdassa p = i = 3. Sijoitetaan
tdmé [:n lausekkeeseen ja etsitddn yhden muuttujan funktion

n 5 (n—1)s

2 ~ 2
ZP(U ) = l(,u,O‘ ) = _EIOgU - 202

globaali maksimikohta derivaattatarkastelun avulla. Saadaan

—-1)s?
P2y (n
P(U ) 202 + 254 )

jonka ainoa nollakohta on 02 = 62 = (n—1)s%/n. Sijoittamalla tdmi toisen derivaatan

—1)s?
P2y~ o (n=1)s”
P(U ) 204 o6
lausekkeeseen nihdidn sievennyksen jilkeen I5(62) = —n/26* < 0, joten 62 todella

on globaali maksimikohta.
Kaiken kaikkiaan voidaan todeta, ettd parametriparin (i, 0?) su-estimaatit ovat

A

y:

=
I

Huomionarvoista on, ettd varianssin su-estimaatti poikkeaa tavallisesti kéytetysta

otosvarianssista
1 n
2 —\2
s° = E ;— .
n 1i 1(% 7)

Jalkimmaéinen on suositeltavampi siksi, etté sitd vastaava estimaattori S? on harhaton
eli E(S?) = ¢%. Huomaa kuitenkin, ettd jos n ei ole aivan pieni, niin (n —1)/n ~ 1
ja ero néiden kahden vélilld on kiytdnnossd merkitykseton.

sessa regressiomallissa (ks. 1.2.4) oletettiin, ettd Y7,...,Y, 1 ja
Y; ~ N(a + Bz, 0%), i1=1,...,n.

Taman mallin log-uskottavuusfunktio on

n

n 1
l(a7ﬁ702) = _5 10g02 - @ Z(yz —a— 5:171)2
i=1
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Parametrivektorin (a, 3,02) su-estimaatti on (ks. teht. 2.9)

i1 (xi —T)(yi =)
Yici(zi—z)?

(yl —a— Bﬂfi)2,

T, fp=

=

a=7—

Q>
N
|
S

jossa T on lukujen x; keskiarvo ja y lukujen y; keskiarvo.

Parametrien « ja § osalta su-estimaatit ovat samat kuin tilastotieteen johdantokurs-
silla esitetyt pienimmén neliGsumman estimaatit. Varianssin estimointiin kiytetdan
2:n sijasta harhatonta estimaattia

1
n—2

yleensd &

n
2 ~ 5 2
5" = (yi — & — Ba;)”.
i=1
Lineaaristen regressiomallien estimoinnista puhutaan perusteellisemmin ja yleisemmin
lineaaristen mallien kurssilla.

2.2.8 Su-estimaatin olemassaolo ja yksikadsitteisyys. Edelld tarkastelluissa esimer-
keissa on aina loytynyt yksikasitteinen parametriavaruuden piste é(y), jossa uskotta-
vuusfunktio saa suurimman arvonsa, paitsi ehké joidenkin yksittdisten aineistojen y
tapauksessa (vrt. 2.2.5). Joissakin malleissa néin ei ole.

Tarkastellaan esimerkkind riippumatonta otosta vélin (0, 6) tasajakaumasta, jossa
6 > 0 on estimoitava parametri. Siis Y7,...,Y, ~ Tas(0,0) 1L. Kdytdnnossi tAman
voisi ajatella mallittavan esimerkiksi seuraavaa tilannetta: Metrojuna kulkee sd&nnolli-
sesti tasaisin véliajoin. Henkilé menee n eri kertaa satunnaiseen aikaan metroasemalle,
mittaa joka kerta ajan, jonka hédn joutuu junaa odottamaan, ja ndiden mittausten
perusteella pyrkii tekeméan arvion junien véliajasta 6.

Tasajakauman tiheysfunktioksi on todennékéisyyslaskennassa yleenséa valittu

1/6, kun 0 <y <@,

0, muulloin.

(2.4) ﬂw®={

Satunnaisvektorin Y = (Y7,...,Y,) ytf on siten

i 1/6™, kun 0 < y; < 6 jokaisella 1,
fr(w:0) = I] Fyis6) = { e
il 0, muulloin.
Havaitaan aineisto y = (y1,...,yn). Jos merkitddn y.,) = max(yi,...,ys), niin

aineistoon liittyvin uskottavuusfunktion lauseke voidaan kirjoittaa muodossa

0, kuin0 <6< Y(n)>»

L(0;y) = fy(y;0) = {1/971 kun 6 > y(,

Huomaa, ettd funktio 6 — 1/6™ on aidosti vahenevéi. Siten uskottavuusfunktio saa
arvoja, jotka ovat mielivaltaisen ldhella lukua 1/ y?n), mutta se ei kuitenkaan saavuta
kyseista arvoa. Néin ollen uskottavuusfunktiolla ei ole suurinta arvoa, eli su-estimaattia
ei ole olemassa.

Ongelmasta voidaan tésséd esimerkissé helposti vapautua. Valitaan nimittéin jakau-
man Tas(0,6) tiheysfunktioksi (2.4):n sijasta

{1/0, kun 0 <y <6,

0, muulloin.

(2.5) fy;0) =
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(Funktion arvojen muuttaminen aarellisessé pistejoukossa ei vaikuta funktiosta lasket-
taviin integraaleihin, joten (2.5) madrittelee tdysin saman jakauman kuin (2.4).) Nyt
uskottavuusfunktio saa muodon

L(0;y) = fr(y:0) = {O’ Km0 <0<y,

1/0", kun 0 >y,
josta nihdédn, ettd parametrin 6 su-estimaatti on f(y) = Y(n)- TAmA esimerkki ker-
too ldhinn4 siité, ettd jatkuvaan jakaumaan perustuvassa mallissa tiheysfunktioon
liittyva monikasitteisyys aiheuttaa periaatteessa epadméariisyytta su-estimaatin maa-
rittelyyn. Kéytédnnossa tasta ei yleensa aiheudu ongelmia, kun kiytetdan jotain tiettyé
vakiintunutta tiheysfunktion versiota.

Joissakin malleissa voi kdyda niin, ettd uskottavuusfunktio saa suurimman arvonsa
useassa pisteessd, jopa ddrettoméan monessa. Talloin su-estimaatti ei olekaan aineiston
perusteella yksikésitteisesti méaratty. Téallainen esimerkki saadaan poimimalla otos
jakaumasta Tas(6,0 + 1), jossa 6 on tuntematon reaalinen parametri (ks. teht. 2.6).

2.3 Su-estimaatin invarianssiominaisuus

2.3.1 Uudelleenparametrointi. Toisinaan on tarpeellista parametroida tarkasteltava
tilastollinen malli fy (y; @) uudelleen jollakin toisella parametrilla ¢, joka voi olla
esimerkiksi tulkinnallisesti luontevampi kuin parametri 8. Tamé tarkoittaa seuraavaa:
Jos mallin fy (y;0) parametriavaruus on 2, niin spesifioidaan jokin toinen para-
metriavaruus 2* ja bijektiivinen eli kdantéen yksikasitteinen funktio g: 0 — QF,
jonka vélitykselld Q:n pisteet 8 ja Q*:n pisteet ¢ vastaavat toisiaan, ts. ¢ = g(0) ja
0 = g (¢). Mallin fy(y;8) sijasta voidaan nyt tarkastella mallia

(v é) = fy(y;g7 ' (o))

Merkitddn parametrin 6 uskottavuusfunktiota symbolilla L ja parametrin ¢ uskotta-
vuusfunktiota symbolilla L*. Askeisen muunnoskaavan mukaan pétee

L*(¢)=L(g~'(¢)), e

Koska L(8) saa suurimman arvonsa pisteessi, 0, nihdéin tistd, ettd L*(¢) saa

A

suurimman arvonsa pisteessié g(0). Néiin ollen parametrin ¢ = g(0) suurimman

A

uskottavuuden estimaatti on g(8).

Saatu tulos on varsin tdrkea ja hyodyllinen su-estimaatin invarianssiominaisuus.
Muotoillaan se vield tiivistetysti:

Lause. Olkoon mallin fy(y;0) parametriavaruus 2, ja olkoon g: Q — QF bijek-
titvinen funktio. Jos parametrin 0 su-estimaatti on 6, niin parametrin ¢ = g(0)
su-estimaatti on ¢ = g(0).

2.3.2 Esimerkki: eksponenttimalli. Esimerkissé 1.2.2 johdettiin kestoikid kuvaava
malli Y7,...,Y, ~ Ezp(\) L ja sen uudelleenparametrointi p = 1/X. Koska A =1/7y
(ks. teht. 2.3), niin 1 =7 (otoskeskiarvo).
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2.3.3 Esimerkki: toistopyydystysotanta. Halutaan estimoida jarvessé eldvien kalojen
kokonaislukuméara v. Tata varten pyydystetdan m kalaa, merkitdan ne jotenkin ja
palautetaan jarveen. Jonkin ajan kuluttua, kun merkittyjen kalojen voidaan olettaa
sekoittuneen merkitsemattomien kanssa, pyydystetddn n kalaa ja lasketaan niista
merkittyjen lukuméérd k. Tat4d menetelmad kutsutaan toistopyydystysotannaksi (engl.
capture-recapture sampling).

Jos oletetaan, ettd otoskoko n on pieni verrattuna kalojen kokonaismadraén v,
voidaan katsoa, ettd k on “onnistumisten” lukumaééré n-kertaisessa riippumattomas-
sa toistokokeessa, jossa onnistumistodennékoisyys on m/v eli merkittyjen kalojen
suhteellinen osuus jarvessa. Vastaava tilastollinen malli on siten

K ~ Bin(n,9), jossa 0 =m/v eli v=m/0.

Esimerkistd 2.2.5 tiedetdén, etta 0=k /m, joten kokonaismédran v su-estimaatti on
v=m/0 =mn/k.

2.3.4 Parametrin funktion su-estimointi. Monesti kdytdnnon sovelluksissa halutaan
esittad arvioita jostakin parametrin € funktiosta g(@) siindkin tapauksessa, ettd g ei
ole bijektio eikd néin ollen ole kyse mallin uudelleenparametroinnista. Edelld todetun
invarianssiominaisuuden valossa tuntuu luontevalta sopia yleisesti, ettd funktion g(@)
su-estimaatti on g(@), jossa @ on @:m su-estimaatti.

2.3.5 Esimerkki: normaalimalli. Tarkastellaan mallia Y1,...,Y, ~ N(u,02) AL, jolle
(f1,6%) laskettiin esimerkissé 2.2.6. Toisen (origo)momentin E(Y;?) = u? + o2 su-esti-
maatti on dskeisen sopimuksen mukaan 2 + 62 = Y7, y?/n. Jos taas estimoitavana
on todennékoisyys p = P{Y; > 0}, voidaan kirjoittaa standardinormaalijakauman ker-
tyméfunktiota ® kayttden p = ®(u/0) ja siten su-estimaatiksi saadaan p = ®(f1/5),
jossa & on tietysti 62:n nelidjuuri.

2.4 Informaation kasite, tapaus d =1

2.4.1 Motivoiva esimerkki. Palataan jélleen asetelmaan, jossa tutkittiin rikkinaisten
lamppujen osuutta tehtaan tuotannosta (ks. 1.2.1). Mallina on talléin Y7,...,Y, ~
B(#) 1L, ja aineistoa y = (y1,...,yn) vastaava log-uskottavuusfunktio on

1(0) = klogh+ (n— k)log(1l —0),

jossa k = y1 + - + Y. Parametrin  su-estimaatti on 0 = k/n (ks. 2.2.5).

Tarkastellaan otoskoon n vaikutusta log-uskottavuusfunktion muotoon. Kuvaan
2.2 on piirretty vertailun helpottamiseksi funktion

(2.6) lo(0) = 1(0) — 1(9)

kuvaajat, kun a) n =10, k=1 ja b) n =40, k = 4. Kummassakin tapauksessa on
siis § = 0.1. Suurempi otoskoko nékyy funktion kuvaajan "huipukkuutena”: aineiston
valossa uskottavat parametriarvot sijaitsevat b-tapauksessa selvisti kapeammalla vélilla
kuin a-tapauksessa. Jossakin mielessé b-aineisto nayttaisi siis sisdltdvin enemmaén
informaatiota parametria 6 koskevien péadtelmien tekoon.
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Kuva 2.2. Log-uskottavuusfunktion (2.6) kuvaajat, kun a) n =10, k=1 ja
b) n =40, k=4.

Maksimipisteen 0 laheisyydessé log-uskottavuusfunktion kulkua voi kuvata sen
toisen derivaatan [”(6) avulla (muista, ettd I'(#) = 0, koska kyseessi on maksimikohta).

Derivoimalla saadaan " "
ey = -~ TR
() 62 (1-10)2

ja sijoittamalla tdhan 6 = 0=k /n paddytdan lausekkeeseen

. n3 n
: <6):_k(n—k) T i1—d)

Jos suhde 0 = k /n pysyy vakiona, on toinen derivaatta [ (é) siis suoraan verrannol-

linen aineiston kokoon. Mita suurempi [”(#) on itseisarvoltaan, sitd jyrkemmin [:n
kuvaaja kaareutuu pisteessé 0 ja sitd tarkempia pédtelmid parametrista 6 voidaan

uskottavuuspohjaisesti tehda.

2.4.2 Havaittu informaatio. Tarkastellaan parametrista mallia fy (y;0), jonka para-
metri 6 € Q on reaalinen (eli d = 1). Oletetaan lisdksi, ettd log-uskottavuusfunktio
1(0;y) = c(y) + log fy (y;0) on ainakin kahdesti derivoituva. Télléin mééritelldan,

ettd aineistosta y havaittu informaatio on
i;y) =-1"(6;y), Oe

Padasiassa kiinnitetddn huomiota tdméan arvoon vain suurimman uskottavuuden
pisteessa 0.

Havaitun informaation merkitysté voidaan havainnollistaa differentiaalilaskennassa
opitun Taylorin kaavan avulla. Muodostamalla log-uskottavuusfunktion toisen asteen
Taylorin polynomi pisteessé 6 saadaan nimittiin approksimaatio

A

10;y) = 1B;y) + U'(0;9)(0 — 0) + L1"(8;9)(0 — 0),

joka on voimassa 6:n ymparistossid. Kun otetaan huomioon havaitun informaation
méaéritelmd ja se, ettd I(6;y) = 0, tdma voidaan kirjoittaa muotoon

(2.7) 10:y) — 1B y) ~ —35(0;)(0 — ).
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Vasemmalla esiintyvii funktiota lo(0;y) = 1(0;y) — 1(0;y) kutsutaan normitetuksi
log-uskottavuusfunktioksi: kyseessd on se log-uskottavuusfunktion versio, jonka suurin
arvo eli arvo pisteessa 6 on nolla. Approksimaatio (2.7) kertoo, etté 6:n ymparistossa
tdmén funktion kuvaaja on likimain alasaukeava paraabeli, jonka huippu on kohdassa
0 ja jonka leveyden méarad havaittu informaatio j (é,y) Mita suurempi havaittu
informaatio on, sitd kapeampi tdméa paraabeli on ja sitd epduskottavampia ovat
vithinkin 0:sta poikkeavat parametriarvot 6.

2.4.3 Esimerkki: normaalimalli. Oletetaan, etti Yi,...,Y, ~ N(u,03) 1, jossa
o2 > 0 on tunnettu luku ja g on varsinainen parametri. Témin mallin log-uskotta-
vuusfunktio voidaan kirjoittaa muodossa (ks. 2.1.7)

n

i y) = ——(u —7)%
(1Y) Qﬁw Y)
Derivoimalla kahdesti ndhd&aéan, etta
. n
J(wy) = —1"(wy) = —.
90

Havaittu informaatio on siis suoraan verrannollinen otoskokoon n aivan kuten esi-
merkissd 2.4.1. Varianssilla o3 on sen sijaan kifinteinen vaikutus: jos o2 on suuri,
havaintoihin liittyy voimakas satunnaisvaihtelu ja ne sisdltévéit vihdn informaatiota
parametrista .

Huomaa, ettd normaalimallin tapauksessa log-uskottavuusfunktio on jo itsessdan
toisen asteen polynomi ja siten kaavassa (2.7) pateekin yhtasuuruus. Approksimaatiota
(2.7) voidaankin yleisesti kutsua log-uskottavuusfunktion "normaaliapproksimaatioksi”,

ja silld on kayttod myohemmin ns. asymptoottista paédttelyn teoriaa kehitettéiessa.

2.4.4 Fisherin informaatio. Havaittu informaatio j(6;vy) riippuu nimensé mukaisesti
havaitusta aineistosta y. Osoittautuu tarpeelliseksi tutkia myo6s vastaavan satunnais-
muuttujan j(0;Y") odotusarvoa eli sitd, millaisia arvoja havaittu informaatio keskiméaé-
rin saa toistetussa aineistonkeruussa. Tatd kutsutaan mallin odotetuksi informaatioksi
eli Fisherin informaatioksi ja se siis maaritellddn kaavalla

i(0) = E[j(6;Y)] = E[-I"(6;Y)], 0€Q.

Huomaa, etté tdssé odotusarvo on laskettava nimenomaan parametriarvoa 6 kdyttéen.
Tarvittaessa tdmén voi osoittaa alaindeksilla tyyliin E = Fy.

Mythemmin osoittautuu, ettd Fisherin informaatiolla on varsin syvéllinen rooli
paattelyn teoriassa. Kdytdnnon sovellusten kannalta on hyva huomata, ettd i(0) on
pelkén mallin méardama suure ja siis laskettavissa jo ennen kuin aineistonkeruuta on
edes suoritettu. Tatd voi kiyttaéd koesuunnittelun apuna kuten esimerkissa 2.4.6 alla
ja tehtavassa 2.17.

2.4.5 Esimerkki: toistokoemalli. Tarkastellaan taas mallia Y7,...,Y, ~ B(#) 1.
Esimerkin 2.4.1 laskuista ndhdaén, ettd havaittu informaatio on

. k n—k
J(Q’y)—ﬁﬂLm

ja erityisesti pisteessa 0=k /n

j(0y) = = = —,
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jossa k=y; +---+y,. Koska K=Y, +---+Y, ~ Bin(n,0), niin E(K) =nf ja
Fisherin informaatioksi saadaan

i(0) = E[j(6;Y)] = %f + g - 2)92 - 9(1n— 0)

2.4.6 Esimerkki: mallien informaatioiden vertailu. Eriéstd geenistd on olemassa
alleelit r ja R, jolloin populaatio jakautuu genotyyppeihin rr, rR ja RR. Naiden
suhteelliset osuudet ovat Hardyn—Weinbergin lain mukaan muotoa 62, 20(1 — 6) ja
(1 —6)%, jossa 0 < § < 1 halutaan estimoida. Kiytettivissi on kaksi vaihtoehtoista
koeasetelmaa:

a) Poimitaan n yksilon otos ja testataan kunkin genotyyppi. Aineistoksi saadaan
tyyppien rr, rR ja RR lukumaarat y1, yo ja ys, jossa y1 + y2 + y3 = n.

b) Kéytetadn halvempaa testid, joka ei erota tyyppeja rR ja RR toisistaan vaan
ainoastaan erottaa tyypin rr ndistd kahdesta. Otoskoko on kolminkertainen eli
3n. Aineisto on luku k, joka kertoo tyypin rr lukumééran; tyyppeja rR ja RR
on siis otoksessa yhteensd 3n — k.

Kumpi asetelma (malli) tuottaa enemmén informaatiota parametrista 67 Tutkitaan
asiaa vertaamalla mallien Fisherin informaatioita i,(6) ja i,(6).

Mallissa a aineistoa vastaava satunnaisvektori Y = (Y7,Y,Y3) noudattaa ns.
multinomijakaumaa, jonka yptf on muotoa

P{Y1 =y, Yo =y2, Y3 =y3} = c(y) (6°)* [20(1 — 9)]* [(1 — 6)*]*
= 2%2¢(y) 92y1+y2(1 _ 9)2ys+yz7
kun y; + y3 + y3 = n. Téssd c¢(y) on multinomikerroin, joka kertoo, kuinka monella
eri tavalla n alkion joukko voidaan jakaa kolmeen osaan siten, ettd osissa on w1,
yo ja y3 alkiota. Sen arvolla ei ole jatkossa merkitystéa, koska se voidaan luvun 2¥2

tavoin jattad pois uskottavuus- ja log-uskottavuusfunktion lausekkeista. Mallin a
log-uskottavuusfunktioksi saadaan néin

(05 y) = (2y1 + y2) log 0 + (2y3 + y2) log(1 — 0).
Tamaéan toinen derivaatta on

2 2

02 (1—-6)2

Koska E(Y7) = 6?n, E(Ys) = 20(1 — 0)n ja E(Y3) = (1 — 0)*n, malliin liittyvi
Fisherin informaatio on

ia(0) = E[-UJ(0;Y)] = 20°n + 2992(1 —fn 20~ Q)E?j;)i(l —6n _ e(fi 57

Mallissa b havaitaan satunnaismuuttuja K ~ Bin(3n,6?), jonka pistetodenniikdi-
syysfunktio on

P{K =k} = (?) (62)F(1 — %)k,
Siten log-uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa muotoon

Ih(0; k) = klog 6% + (3n — k) log(1 — 6?)
=2klogf + (3n — k) log(1 4+ 0) + (3n — k) log(1 — 0).
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Kuva 2.3. Fisherin informaatioiden kuvaajat esimerkin 2.4.6 malleissa a ja b.

Talloin

2k 3n—k 3n—k

2 (1+6)2 (1-0)?

ja koska F(K) = 3nf?, niin mallin Fisherin informaatioksi saadaan

616> L 3n— 3nb? L 3n- 3nh? 12n
62 (1+06)2 (1-02  (1+6)(1-0)
Funktioiden i, ja i, kuvaajat on piirretty kuvaan 2.3. Niiden perusteella voitaneen

sanoa seuraavaa: Jos on syyté epéilld, ettd 6 < 0.2 (eli rr-tyypin osuus on alle 4 %),
kannattaa kayttasd asetelmaa a. Muussa tapauksessa b on jonkin verran parempi.

(03 k) = —

in(0) = B[-I5(0; K)] =

2.5 Pistemadadra ja saanndlliset mallit, tapaus d =1

Péattelyn teoriassa log-uskottavuusfunktion ensimmaiselld derivaatalla on syvallisem-
pikin merkitys, kuin mita pelkki uskottavuusyhtilo I/ (é, y) = 0 antaa ymmaértia.
Erityisesti silld on mielenkiintoinen yhteys Fisherin informaation késitteeseen silloin,
kun tarkasteltava malli tayttaé tietyt sdannollisyysehdot.

Q C R, tyypillisesti £ on avoin véli. Oletetaan, ettd uskottavuusfunktio 6 — fy (y;60)
on derivoituva (2:ssa kaikilla y. Log-uskottavuusfunktion ensimmaéisté derivaattaa

0
oy — 10D o %fY(?ﬁe)
O = 10:9) = T e 0)

kutsutaan talloin aineistoon y liittyvaksi pistemddrdiksi tai pistemddrdfunktioksi.

0 e,

2.5.2 Saannolliset mallit. Jatkuva malli (eli ytf) fy(y;0) on sdanndéllinen, jos seu-
raavat ehdot ovat voimassa:

a) jakauman alusta eli joukko A = {y: fy(y;0) > 0} ei riipu 6:sta,
b) funktio 6 — fy(y; ) on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva jokaisella y,
c¢) aina kun 7' = #(Y") on tunnusluku, jolle Eyp(T") on olemassa kaikilla 6, pitee

d9/ Y) [y (y;0)dy = / gfy(y;ﬁ)dy,
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d) ja lisdksi
d? 0?
02 /Afy(y;9) dy = /A He2 Y (Wi 0) dy.
Diskreetin mallin eli yptfin fy (y; 0) sddnnollisyys méadritelladn samalla tavalla, kunhan
c- ja d-ehdossa integraalit korvataan summilla.

Emme talla kurssilla syvenny kovinkaan tarkasti analysoimaan yo. ehtoja, vaan
jatkossa yleensé oletetaan, ettéd tarkasteltavat mallit ovat riittdvin sdédnnollisié, jotta
tarvittavat operaatiot voidaan niille suorittaa. On syytd huomata, ettd ehto a sulkee
muutamia yksinkertaisiakin malleja sdannollisten mallien luokan ulkopuolelle: téal-
lainen on esimerkiksi otos jakaumasta Tas(0,6) (ks. 2.2.8). Tekniset ehdot ¢ ja d
puolestaan kertovat, ettd asianomainen ytf (tai yptf) on niin "hyvin” integroituva (tai
summautuva), ettd derivoinnin ja integroinnin (tai summauksen) jirjestys voidaan
vaihtaa. Koska tiheysfunktion mééritelmén perusteella [, fy (y;0)dy = 1 kaikilla 6,
niahdéén, ettd c:n erikoistapaus t(y) = 1 ja d merkitsevit, etta

0 . 0?
(23) [ Gilyw0dy=0 [ o)y =o.

Niita yhtaloitad kaytetdan hetken padsta.

Kéaytannossa tarkeintéd on tietdd, ettd ldhes kaikki tavallisesti kdytettdavéat mallit
ovat sadnnollisid. Yleisesti voidaan sanoa, etté téllaisia ovat kaikki ns. eksponenttiper-
heen jakaumiin pohjautuvat mallit. Eksponenttiperhe pitda sisdllain mm. Bernoulli-,
binomi-, Poisson-, normaali-, gamma- ja eksponenttijakaumat (ks. teht. 2.20).

lauseessa tarkastellaan sddnnoéllisen mallin pistemadrdfunktiota satunnaismuuttujana
ja todetaan sen yhteys Fisherin informaation késitteeseen:

Apulause. Olkoon fy(y;60) sdinnéllinen malli ja 1(0;y) = log fy(y;0) sen log-us-
kottavuusfunktio. Talloin

a) E[l'(;Y)] =0
b) E[I(0;Y)?] = var[l'(6;Y)] = i(0).

Todistus. a) Odotusarvon mééritelmin mukaan

U@ = [ 10w frtydy = [ (o) dy.

Viite seuraa nyt yhtalosta (2.8).
b) Osaméérin derivoimissédéntoa kayttamalla saadaan

_ 9 &fv(y;9)
90 fy(y;0)
[ i 0y (yi0) — [ v (w:0))°
fr (y;0)?

—1'(6;y).

1"(6;y)

_ %fy(y;ﬁ)
Ty (y;0)

Korvaamalla y vastaavalla satunnaismuuttujalla Y ja ottamalla odotusarvot saadaan
tasta

82
i) = B0 Y)) = = [ v (wi6) dy + EU(6:Y)?)
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Koska yhtélon (2.8) mukaan téssd esiintyvé integraali on nolla, niin véite seuraa. [

Monissa paattelyn kirjoissa kaava i(6) = var[l'(f; Y)] otetaan Fisherin informaation
méadritelméksi, mutta kiytannon tehtdvissia mairitelma i(0) = E[—1"(0;Y )] yleensa
johtaa helpompiin laskuihin. Tulos b on silti teoreettisesti téirkeé; sitd tarvitaan
pykélédssa 3.4 johdettaessa estimaattorien variansseja koskeva ns. informaatioepéyhtalo.

2.6 Informaatio ja pistemaara, tapaus d > 1

Tassa pykélassa yleistetdén pykélien 2.4 ja 2.5 késitteet ja tulokset mailleihin, joiden
parametri on vektori. Periaatteellisella tasolla tilanne ei ole yhtdén sen vaikeampi kuin
reaalisen parametrin tapaus d = 1; ainoastaan merkinnét ovat raskaampia.

2.6.1 Informaatiokasitteet. Tarkastellaan mallia fy (y;0), jonka parametri on vek-
tori @ = (61,...,604). Oletetaan, etta log-uskottavuusfunktiolla

1(0) =1(0;y) = c(y) + log fy(y;0)

on jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaatat parametriavaruudessa Q C R?. Ai-
neistosta y havaittu informaatio mééritellddn d x d -matriisina j(60;y), jonka alkiot
Jap(0;y) ovat funktion —[ toisen kertaluvun osittaisderivaatat. Kyseessd on siis
funktion [ Hessen matriisi kerrottuna luvulla —1 eli

J11(059) -+ j14(60;y)
J(0;y) = : : :
ja,1(0;9) -+ Jaa(0;y)
jossa
82
Jap(60;Y) = —ml(é’;y),

kun a,b=1,...,d.
Fisherin informaatio méaaritellaan luonnollisesti korvaamalla yll4 havaittu aineisto
y sitd vastaavalla satunnaismuuttujalla Y ja ottamalla odotusarvot alkioittain. Siis

i11(0) - i1,4(0)
W)=\ : o
ia1(0) -+ iga(0)
jossa
ia,5(0) = E[jap(0;Y )],
kun a,b=1,...,d. Huomaa, ettd j(0;y) ja (@) ovat symmetrisid matriiseja osit-

taisderivoinnin jarjestyksen vaihdannaisuuden vuoksi.

2.6.2 Parametrien ortogonaalisuus. Oletetaan, ettd mallin fy (y;0) parametrivek-
tori @ voidaan osittaa kahteen osaan — olkoot ne vaikkapa @ = (01,...,60,) ja
A= (0g41,...,0q) — siten, ettd

82
90,00,

iap(8) = E 1(6;Y)| =0, 6eq,
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aina kun a=1,...,qg ja b=qg+1,...,d. Toisin sanoen Fisherin informaatiomatriisi
oletetaan lohkodiagonaaliseksi. Talloin osia 1) ja A sanotaan ortogonaalisiksi. Adrita-
pauksessa ¢(6) voi olla diagonaalimatriisi, jolloin jokainen parametrin komponentti
0; on ortogonaalinen kaikkia muita kohtaan.

Parametrien ortogonaalisuus on yleensé erittdin hyodyllinen mallin ominaisuus.
Kuten my6hemmin ndhdéén, se merkitsee tietyssé mielessa sitd, ettd yhdesta para-
metrin osasta tehtavit padtelmat eiviat vaikuta toisesta osasta tehtéviin padtelmiin ja
kaantéen.

2.6.3 Esimerkki: normaalimalli. Olkoot Yi,...,Y;, ~ N(u,0?) AL, jossa parametri
on kaksiulotteinen (u,o?). Tdmin mallin log-uskottavuusfunktioksi on aikaisemmin
(ks. 2.1.7) todettu

n n—1)s%4+n(p—7)>
l(u,oz;y)z—QlogUQ—( ) w=5)"

202
Suoraviivaisten derivointien jilkeen saadaan
0? j__n
o2 0%’
0> . n(p—7)
oud(o?) ot
2 ,_n (-1 +n(u-9)°
0(02)2" 204 a6 ’
joten havaittu informaatio on
n/o? —n(p - 7)/o!

. 2, _
TS = | nu—g)e —nf20" + [(n = 152 + n(n — 5)%)/0°

Erityisesti suurimman uskottavuuden pisteessd i = 7, 62 = (n — 1)s?/n tdmé saa

n/&? 0 1

arvomn

s A2, _
.7(:“70- ay)_ 0 n/2&4

Lasketaan vield odotettu eli Fisherin informaatio. Selviisti i 1(u,02) = n/o? ja
koska E(Y) = p, niin i19(p, 02) = d21(p, 0%) = 0. Alkion i (u,0?) laskemiseksi
lienee yksinkertaisinta muistaa, etta
n
(n—1)S? +n(u— V)2 = 3 (¥ - ),
i=1

jonka odotusarvo on no?. Siispi

njo?
i 0%) = [ /O n/ga‘l] ’

2

Erityisesti ndhdéan, ettd parametrit p ja 0 ovat ortogonaaliset.

2.6.4 Pistemaara ja saanndlliset mallit. Useampiulotteisen parametrin tapaukses-
sa pistemddrd(funktio) on log-uskottavuusfunktion gradientti eli sen ensimméaisen
kertaluvun osittaisderivaatoista muodostuva vektori

Vi(8) = VI(6;y) = ((;lew;y), L (;Zdzw;y)).
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Mallin séédnnéllisyys méaritellddn aivan samalla tavalla kuin kohdassa 2.5.2 tehtiin.
Ehtojen ¢ ja d on oltava nyt voimassa kaikille funktion 6 — fy (y;0) ensimmaéisen ja
vastaavasti toisen kertaluvun osittaisderivaatoille. Periaatteessa tdysin samanlaiset
laskelmat kuin aiemmin osoittavat, ettd sddnnollisen mallin pisteméaran odotusarvo-
vektori on nolla ja sen kovarianssimatriisi yhtyy Fisherin informaatioon:

E[VI(6;Y)] =0,  cov[VI(6;Y)] =i(6).

Komponenttimuodossa ndmé yhtalot merkitsevéit, etta

0
El—Il6;Y) =0
g 10:v)] =0
0 0
—1(60;Y), —1U(0;Y)| =i,5(0
COV|:80al( ’ )769171( ) ):| Za,b( )7
kun a,b = 1,...,d. Huomaa, ettd keskenaddn ortogonaalisten parametrin kompo-

nenttien suhteen laskettujen osittaisderivaattojen kovarianssi on nolla eli kyseiset
pistemadrafunktion komponentit ovat korreloimattomat.

Harjoitustehtavia

2.1. Erés leijona viettda yonsé jossakin kolmesta tilasta: se on koko yon joko hyvin aktiivinen
(6 = 1), kohtalaisen aktiivinen (6§ = 2) tai unelias (6 = 3). Leijona syo yon aikana Y
ihmistd. Satunnaismuuttujan Y pistetodennikoisyydet riippuvat leijonan tilasta ja kayvét
ilmi taulukosta alla.

y 0 1 2 3 4

fy(y;1) .00 .05 .05 .80 .10
fy(y;2) 05 .05 .80 .10 .00
fy(y;3) 90 .08 .02 .00 .00

Erddné aamuna havaittiin, ettd yon aikana leijona oli syonyt a) y = 1, b) y = 3 ihmista.
Esita graafisesti vastaavat uskottavuusfunktiot. Millaisia pédtelmia tekisit leijonan tilasta?
Pohdi péaatelmien luotettavuutta.

2.2. Olkoot y1,...,yn ja a mielivaltaisia reaalilukuja. Tarkista, etté
> wi—a)? = (v -9 +nE-a)?
i=1 i=1

kun § = Y1, y;/n. Mitd tekemisté télld on Pythagoraan lauseen kanssa? (Tulosta kéytettiin
esimerkissé 2.1.4.)

2.3. Oletetaan, ettd Yi,...,Y, ~ Ezp(\) 1. Muodosta aineistoa y = (y1,...,y,) vastaavat
uskottavuus- ja log-uskottavuusfunktio sekd méaritd huolellisesti perustellen parametrin A
suurimman uskottavuuden estimaatti. Hahmottele log-uskottavuusfunktion kuvaajaa.

2.4. Totea, ettd Poisson-mallin Y7,...,Y, ~ P(n) 1L log-uskottavuusfunktio voidaan saattaa
muotoon

l(p) = —np + nylog u,

jossa ¥ on otoskeskiarvo. Ratkaise uskottavuusyhtdlo '(u) = 0 ja méadritd p:m suurimman
uskottavuuden estimaatti. Erdédssd daritapauksessa su-estimaattia ei ole olemassa; missa?
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2.5. Olkoon @ positiivinen parametri, ja asetetaan
f(y:0) = 20" yexp(—y?/6),  kun y >0,

ja f(y;0) =0, kun y < 0.

a) Tarkista integroimalla, ettd tdmé& kelpaa erdén jatkuvan jakauman tiheysfunktioksi.

b) Oletetaan, ettd Y7,...,Y, ovat riippumattomia ja noudattavat kukin em. jakaumaa.
Muodosta tdméan mallin uskottavuusfunktio ja log-uskottavuusfunktio sekd maarita suurimman
uskottavuuden estimaatti 6, kun aineisto on y = (y1,...,¥n)-

2.6. Olkoon mallina Y7,...,Y, ~ Tas(#,0 + 1) L. Johda aineistoa y = (y1,...,yn) vastaava
uskottavuusfunktio ja totea, ettd se saa suurimman arvonsa jokaisessa véalin (y(n) -1, y(l))
pisteessé, kun merkitdén y) = min(yi,...,¥n) ja ym) = max(yi, ..., yn). Siten su-estimaatti
0(y) ei ole yksikésitteinen (todenniikdisyydelli yksi).

2.7. Laatikossa on arpaliput, jotka on numeroitu luvuilla 1,2, ... v. Lippujen lukumaara v
on tuntematon positiivinen kokonaisluku. Laatikosta poimitaan umpimahkéan ja palauttaen
viisi lippua. Ne ovat 21, 2, 13, 30 ja 11. Muotoile taté koeasetelmaa kuvaava tilastollinen malli.
Ilmoita sitten havaintoja vastaava uskottavuusfunktio ja perustele, ettd 7 = 30.

Vihje. Kyseessé on diskreetti versio kohdassa 2.2.8 esitetystd esimerkisté.

2.8. Tarkastellaan gammajakaumamallia Y7,...,Y, ~ G(«a,1/8) 1, jossa «, 8 > 0.
a) Parametrina on (o, ). Totea, ettd uskottavuusyhtélot voidaan saattaa muotoon

loga —Y(a) =logy —n~' > logyi,
B=7/a,

jossa Y(a) =T(a)/T(«a), ja jarkeile, ettei niitd voi ratkaista suljetussa muodossa.
b) Parametrina on vain §, ja a on tunnettu luku. Mikd on (:n su-estimaatti?

2.9. Tutkitaan yhden selittijin lineaarista regressiomallia Y; ~ N(a + Bx;,02%), i =1,...,n,
jossa Yi,...,Y, 1. Totea, ettd sen log-uskottavuusfunktio voidaan saattaa muotoon

n -
o, B,0%) = —§1Og02 ~ 552 > (i —a— px)>.
i=1

Osoita sitten, etti parametrin (o, 3,0%) suurimman uskottavuuden estimaatit ovat

Yoy (i —T)(yi — 7)

&:?*Bi /@: — )
Z?:l(xi*x)Z
o1 - A A2
6% ==Y (yi — & — px;)*,
ni=

jossa Y= (y1+- +yn)/njaT=(x1+ - +z,)/0.

Ehdotus. On siis méaritettavi piste, jossa | saa suurimman arvonsa. Etsi ensin piste (&, ﬁ),
jossa nelidsumma S(a, ) = 3. (y; — a — Bx;)? saa pienimmén arvonsa. Tétd varten méadritd
S':n osittaisderivaattojen nollakohdat ja perustele, ettd 16ydetty piste on todella globaali
minimikohta, esim. tutkimalla toisen kertaluvun osittaisderivaattojen muodostamaa matriisia.
Vaihtoehtoisesti minimoi S aluksi a:n suhteen (pitden ( kiintedni) ja sitten (§:n suhteen
(kun a:m paikalle on sijoitettu fisken saatu B:sta riippuva lauseke). Lopuksi etsi piste 62,
jossa 1(&, 3,02) (02 funktiona) saa suurimman arvonsa.

2.10. Vuonna 1898 ilmestyneessd kuuluisassa tilastossa oli raportoitu hevosenpotkuun kuol-
leiden miesten vuosittaiset lukumaérit neljéssitoista Preussin armeijan yksikossd kahdenkym-
menen vuoden ajalta, yhteensa siis 280 havaintoa. Yhteenveto tuloksista on alla.
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Kuolleita 0 1 2 3 4 >5
Havaintoja 144 91 32 11 2 0

Oletetaan, ettd kuolleiden lukumé&éra yhtend vuonna yhdesséd yksikdssd noudattaa Pois-
son-jakaumaa ja on riippumaton seka muiden yksikoiden ettd muiden vuosien lukumaéérista.
Olkoon p kyseisen Poisson-jakauman odotusarvo. Muodosta aineistoa vastaavan log-uskotta-
vuusfunktion lauseke ja etsi p:n suurimman uskottavuuden estimaatti. Miké on su-estimaatti
todennédkoisyydelle, ettd yhtddn miesté ei kuole tietyssé yksikossd vuoden aikana?

2.11. Olkoot Yi,...,Y, ~ Ezp(A) 1L (ks. teht. 2.3). Laske havaittu informaatio j(S\;y),
Fisherin informaatio i(\) ja odotusarvo E[l'(\;Y)?].

2.12. Laske havaittu informaatio j(f;y) ja Fisherin informaatio i(u) mallissa Y7,...,Y, ~
P(u) L (ks. teht. 2.4).

2.13. Tarkastellaan mallia, jossa havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat Yi,...,Y, ovat
riippumattomat. Mallin parametri on 6. Totea, ettd mallin havaittu informaatio ja Fisherin
informaatio ovat

3O y) =j1(0;91) + - +gn(Osyn),  i(0) =01 (0) + -+ +in(0),

jossa ji(0;y) on pelkistddn yhteen havaintoon y, perustuva havaittu informaatio ja ix(6) =
E[jr(6;Y%)] on vastaava Fisherin informaatio. Miten tulkitset tdmén tuloksen?

2.14. Olkoon fy (y;0) tilastollinen malli, jonka parametri # on yksiulotteinen. Olkoon ¢ =
¢(0) kadntden yksikésitteinen parametrimuunnos, jonka kdédnteismuunnos on 6 = 6(¢).
Tarkastellaan uudelleenparametroitua mallia f3-(y;¢) = fy (y;0(¢)). Néyté, ettd sen havaittu
informaatio ja Fisherin informaatio saadaan alkuperiisen mallin informaatioista kaavoilla

J(dy) =i0;9)0'(6), () =i(0(8) 0 (8)>.

Oletetaan, ettd malli tayttaéd kaikki tarpeelliset sdannollisyysehdot ja ettd parametrimuunnos
on riittdvin monta kertaa derivoituva. Muista. I'(0;y) = 0 ja E[I'(6;Y)] = 0.

2.15. Tarkastellaan parametrin 6 € (0,1) logit-muunnosta ¢ = ¢(0) =log{6/(1 —09)}.

a) Totea, ettd kyseessd on kddntden yksikésitteinen eli bijektiivinen funktio (0,1) — R, ja
médritd kddnteisfunktio 0 = 6(¢). Hahmottele myo6s kuvaaja (6, ¢)-koordinaatistoon.

b) Toistokoemalli Y7y,..., Y, ~ B(f) 1 uudelleenparametroidaan logit-muunnoksella.
Johda syntyvén mallin log-uskottavuusfunktio {*(¢), su-estimaatti g?) ja Fisherin informaatio
i*(6).

Lisdtieto. Ns. logistisessa regressiossa mallitetaan toistokokeen onnistumistodennékéisyyden
logit-muunnosta joidenkin selittdvien muuttujien avulla. Esimerkiksi Yi,...,Y,, 1, jossa
Y; ~ B(6;) ja ¢(0;) = a+ Bx;, jolloin mallin parametri olisi pari («, 3).

2.16. Sahkolaitteen kestoikd noudattaa jakaumaa Exzp()\), jossa A > 0 halutaan estimoida.
Tatad varten poimitaan n laitteen satunnaisotos, pannaan laitteet kdyntiin ja ajan ¢t > 0
(kiinted annettu luku) kuluttua lasketaan yhé toiminnassa olevien laitteiden lukumééra k.

a) Muodosta asetelmaa kuvaava malli parametrille A ja méiéritd sen Fisherin informaatio
i(A;t). Argumentti ¢ viittaa téssi sithen, ettd informaatio riippuu valitusta ajasta ¢.

b) Totea, ettd i(\;t) — 0, kun ¢t — 0+ tai ¢ — oo. Siis on odotettavissa, etta padtelméit
A:sta ovat epétarkkoja, jos ¢ on hyvin pieni tai suuri. Pohdi miksi.

Ohje. k on “onnistumisten” lukumaéra toistokokeessa, jonka onnistumistodennékéoisyys 6
méadrdytyy eksponenttijakaumasta A:n lausekkeena. Informaation laskemisessa voi kéyttaa
tehtavad 2.14 ja esimerkissa 2.4.5 laskettua informaatiota 6:lle.
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2.17. Miten edellisessé tehtéavissé aika ¢ olisi pyrittéva valitsemaan (A:n funktiona), jotta
odotettu informaatio i(A;¢) olisi suurin mahdollinen? Totea derivaattaa tutkimalla, ettd
kyseinen maksimikohta ¢ = t, méidrdytyy yhtilostd 2 — 2e=* — A\t = 0. Numeerisesti
ratkaisemalla saadaan e * ~ 0.203. Kuinka monta prosenttia pienempi on luku i(\;t 2)
kuin Fisherin informaatio kokeesta, jossa olisi mitattu jokaisen otosyksikon kestoiké (ks. teht.
2.11)?

2.18. Erialld jarjestelméalla on kaksi mahdollista tilaa: 0 ja 1. Satunnaismuuttuja Y; kertoo
jarjestelmén tilan ajanhetkelld ¢ = 1,2,3,4. Tila hetkelld ¢ riippuu tilasta hetkelld i — 1
(mutta ei aikaisemmista) seuraavien todennikoisyyksien kuvaamalla tavalla:

P{Yi=1|Yi, =1} =a, PY,=0[Yii=1}=1-a,
P{Yi=1|Y;, =0} =14, P{Y,=0|Yiy =0} = 4,

jossa 0 < a <1 ja0<f<1. Oletetaan, ettéd jarjestelma ldhtee aina tilasta 0: Yy = 0.

a) Aineisto on y = (y1,¥2,¥s,y4) = (0,1,1,0). Muodosta vastaava log-uskottavuusfunktio
l(c, B;y) ja miaritd suurimman uskottavuuden estimaatti (&, B)

b) Ovatko parametrit « ja 8 ortogonaaliset?

2.19. Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on muotoa fy (y;0) = c(y)exp{fy — h(6)} ja
se on saannollinen (ks. 2.5.2). Laske FEy(Y) ja varg(Y) funktion h ensimméisen ja toisen
derivaatan avulla.

2.20. Vektorilla 8 € Q € R? parametroitu jakaumaperhe on d-ulotteinen eksponenttiperhe,
jos sen yptf/ytf voidaan kirjoittaa muotoon

d
Py (36) = c(O)hly) exp] 3 0560010 .

jossa c(0) sekd ¢;(0):t ovat reaalisia ja riippuvat vain parametrista 6 ja h(y) sekd t;(y):t
ovat reaalisia vain aineistosta y riippuvia tunnuslukuja. Vektoria ¢ = ((bl(H), ey 04(0)
kutsutaan perheen luonnolliseksi parametriksi.

a) Osoita, ettd mallia K ~ Bin(n,0) vastaava jakaumaperhe fx(k;6) (ks. 2.1.5) on yksi-
ulotteinen eksponenttiperhe, luonnollisena parametrina 6:n logit-muunnos log{6/(1—6)} (vrt.
teht. 2.15).

b) Osoita, ettd mallia Yi,...,Y, ~ N(u,0?) IL vastaava jakaumaperhe fy (y;u,o?) (ks.
1.2.3) on kaksiulotteinen eksponenttiperhe, luonnollisena parametrina (1u/02,1/0?). Ehdotus.
Aloita kirjoittamalla (y; — u)? = y? — 2uy; + p°.

c¢) Perustele, ettd eksponenttiperheen méiritelméssé ylld vakio ¢(0) riippuu 6:sta vain
¢:n kautta. Siten perhe voidaan aina parametroida my6s luonnollisen parametrinsa avulla.



3 Yleista estimointiteoriaa

3.1 Johdanto

Ajatellaan yleiselld tasolla sitd piste-estimointitehtavid, joka kurssin alussa (ks. 1.3)
asetettiin: havaitun aineiston y perusteella on méaritettava parametriavaruuden piste,
joka on mahdollisimman hyva arvio eli estimaatti annetun mallin tuntemattomalle
parametrille 8. Yleisemmin voidaan tarkastella tilannetta, jossa estimoitavana on
jokin parametrin funktio g(€) (ei vilttamattd kaantéden yksikésitteinen), esimerkiksi
vain jokin 6:n komponentti.

Edellisessé luvussa esitetty suurimman uskottavuuden menetelmé on varsin luonteva
ja yleispéteva ratkaisu tdhan tehtédvaan. Herdd kuitenkin erditéd kysymyksia:

a) Millaisia muita menetelmid on konstruoida estimaatteja?

b) Milla kriteereilld estimaattien hyvyyttd mitataan? Jos estimointitehtédvaén on
tarjolla erilaisia ratkaisuja, miké niistd on optimaalinen?

¢) Onko suurimman uskottavuuden menetelmé hyvé tai jopa optimaalinen esti-
mointimenetelmé&?

Tassa luvussa otetaan kantaa nédihin kysymyksiin. Kysymysta a sivutaan tosin vain
hyvin lyhyesti, kun pykéldssa 3.3 esitelliin momenttimenetelméan nimelld tunnettu
estimointimenetelmé. Kysymyksia b ja c sen sijaan tarkastellaan monipuolisemmin.

Estimaattien hyvyyden arviointi perustuu toistetun aineistonkeruun ajatukseen
(vrt. my6s 1.4). Oletetaan, ettd t = t(y) on aineistosta y tavalla tai toisella muodos-
tettu estimaatti funktiolle g(@). Kuvitellaan, etta aineiston tuottanut satunnaiskoe,
joka noudattaa annettua tilastollista mallia fy (y; @), toistettaisiin samoissa olosuh-
teissa yhé uudelleen ja uudelleen. Saatava aineisto vaihtelisi tédlléin satunnaisesti
kyseisen mallin eli satunnaisvektorin Y jakauman kuvaamalla tavalla. Toivottavaa
ilmeisestikin olisi, ettd tdlloin vastaavat estimaatit ¢ osuisivat "mahdollisimman usein
mahdollisimman lahelle” funktion todellista arvoa g(€). Toisin sanoen vastaavan
satunnaismuuttujan tai -vektorin T' = ¢(Y") eli estimaattorin jakauman tulisi olla
keskittynyt mahdollisimman tiiviisti g(€):m ldheisyyteen.

Jatkossa puhutaankin piéasiassa estimaattoreista ja niiden ominaisuuksista eika
niinkaén yksittdisen aineiston perusteella lasketuista estimaateista. Pykalissa 3.2, 3.4
ja 3.5 esitetadn eraitd perinteisié kriteerejé, joita estimaattorien toivotaan toteuttavan.
Jo téssé yhteydesséd on kuitenkin syytd huomauttaa, ettéd kaikkein yksinkertaisimpia
estimointiongelmia lukuunottamatta néita kaikkia ehtoja ei yleensad voida samanaikai-
sesti tayttdd. Luvun lopuksi pykéalassa 3.6 todetaan, ettd suurimman uskottavuuden
menetelmén tuottamat estimaattorit ovat yleensd melko hyvié, ainakin jos aineiston
koko on kyllin suuri.

29
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3.2 Harhattomuus

3.2.1 Madritelmat. Tarkastellaan tilastollista mallia fy (y;0), jonka parametriava-
ruus on  C R?. Funktion g(@) estimaattori T = ¢(Y') on harhaton, jos on voimassa

Eo(T) = g(0) kaikilla @ € €.
Muussa tapauksessa estimaattori on harhainen ja sen harha
b(0) = Eo(T) — 9(6)

on nollasta poikkeava ainakin yhdessé pisteessd @ € 2. Téssd odotusarvo-operaattorin
symboliin on liitetty alaindeksi @ sen korostamiseksi, ettd odotusarvo on laskettava
juuri kyseistd parametriarvoa kiyttéden. Sen voi jattdd pois, jos tdmén kiytdnnoén voi
katsoa olevan asiayhteydesté selvén.

Téarkein erikoistapaus on tietysti se, jossa estimoitavana on itse parametri 8. Sen
estimaattori 7' on siis harhaton, jos

Eo(T)=106 kaikilla 0 € Q,
ja harhaisen estimaattorin harha saadaan kaavasta
b(0) = Ep(T) — 6.

Huomaa erityisesti, ettd jos d > 1 eli parametri on vektori, niin Fg(T) tarkoit-
taa odotusarvovektoria eli vektoria, jonka komponentit ovat T':n komponenttien T}
odotusarvot. T&ll6in harhattomuusehto merkitsee, etta

Eg(Tj):Hj, kuin 0 € Q ja j=1,...,d.

Samoin harha b(@) on estimaattorin komponenttien harhoista koostuva d-ulotteinen
vektori.

Tulkinnallisesti harhattomuus merkitsee sité, ettd estimaattorin arvot eli estimaatit
tuottavat toistetussa aineistonkeruussa keskiméérin oikean tuloksen.

3.2.2 Esimerkki: jakauman odotusarvon harhaton estimointi. Oletetaan, etti ha-
vainnot Y71,...,Y, noudattavat jakaumaa, jonka odotusarvo on . Niiden ei tarvitse
olla riippumattomia. T&all6in otoskeskiarvo

Téasté yleisestd havainnosta seuraa, ettd jos Yi,...,Y, noudattavat jotakin tutuista
jakaumista B(u), P(u), Exp(1/p) tai N(u,0?), niin Y on parametrin g harhaton
estimaattori. Jos Y7,...,Y, ovat riippumattomat, on kaikissa néissd tapauksissa
todettu, ettd Y on myds p:n su-estimaattori eli i =Y (ks. 2.2.5, 2.2.6 ja 2.3.2 seki
teht. 2.4).
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3.2.3 Esimerkki: jakauman varianssin harhaton estimointi. Olkoot Y7,... Y, riip-
pumattomia ja samoin jakautuneita, yhteiseni varianssinaan o2. Miéritelldén otosva-
rianssi S? kaavalla

Tehtiviissi 3.3 todetaan, etti F(S?) = o2, joten S? on o?:n harhaton estimaattori.
Mallin Y3,...,Y, ~ N(u,0%) AL osalta on aikaisemmin todettu (ks. 2.2.6), etti
varianssin su-estimaattori on

n

2= 1 Y =Y)2

n i=1

Timi on harhainen, ja yhtdlostd 62 = (n — 1)S5?/n nihdédin, ettd

-1
E(&Q):nn o el o) =-T

Estimaattorin 62 antamat arvot ovat siis keskiméérin hieman alle todellisen paramet-
riarvon o2. Varianssin estimointiin kéytetdinkin yleenss estimaattoria S2.

3.2.4 Harhattomuuden merkityksesta ja ongelmista. Harhattomuus tuntuu perin
luonnolliselta ja haluttavalta estimaattorin ominaisuudelta — kukapa tutkija haluaisi
perustaa esittdmaéansa tutkimustulokset menetelmaén, jonka tiedetddn tuottavan keski-
madrin vadria tuloksia. Harhattomuus onkin ollut vanhastaan keskeisessé asemassa
piste-estimointia kisittelevéssa tilastollisen paattelyn kirjallisuudessa, ja vuosikym-
menten saatossa on kehitetty laaja teoria optimaalisten harhattomien estimaattorien
konstruoimiseksi. Perustavoitteena on ollut kussakin estimointitehtavissa etsid harha-
ton estimaattori, jolla olisi pienin mahdollinen varianssi, eli ns. UMV U-estimaattori
(uniformly minimum variance unbiased).

Harhattomuuden merkitys estimointikriteering on kuitenkin viime aikoina vahenty-
nyt. Monissa kiytdnnon sovelluksissa se onkin liian rajoittava vaatimus, ja lisdksi sité
kohtaan voidaan esittdd voimakasta periaatteellista kritiikkia:

a) Toisinaan harhattomia estimaattoreita ei ole lainkaan tai ne ovat muuten ilmeisen
epatyydyttavia. Katso esimerkki 3.2.6 ja tehtava 3.8.

b) Harhattomuus ei ole invariantti parametrimuunnosten suhteen. Invarianssi-
periaatteen mukaan estimointitulos ei saisi riippua kéytetystd mallin parametroinnista:
jos siis T' on parametrin @ estimointiin kiytetty estimaattori ja ¢ = g(0) on mallin
uudelleenparametrointi, tulisi ¢ estimaattorina kayttaa vastaavaa muunnosta g(T').
Harhattomuus ei kuitenkaan yleensé saily kuin vain lineaarisissa muunnoksissa. Muista,
ettd su-estimaattorit ovat aina invariantteja (ks. 2.3). Katso esimerkki 3.2.5.

¢) Harhattomuusvaatimus ei ole sopusoinnussa uskottavuusperiaatteen kanssa. Us-
kottavuusperiaate edellyttia, ettd mallin parametrista tehtédvien padtelmien tulisi
perustua vain uskottavuusfunktioon, ts. kahden eri mallin puitteissa tehtdvien paatel-
mien tulisi olla samoja, mikéli havaittuihin aineistoihin liittyvat uskottavuusfunktiot
ovat identtiset mahdollisesti aineistosta riippuvaa vakiokerrointa vaille. Harhattomuus
sen sijaan vahvasti riippuu spesifioidusta mallista. Katso esimerkki 3.2.6.

Yleisohjeena voidaan sanoa, ettd harhattomuus on hyva ominaisuus muttei ollenkaan
ehdoton vaatimus kéytettaville estimointimenetelmélle. Pienen harhan vuoksi ei
estimaattoria pida hylata, jos se muilta ominaisuuksiltaan on hyva.
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3.2.5 Esimerkki: eksponenttijakauman kaksi parametrointia. Edelld (ks. 3.2.2) to-
dettiin, ettd mallissa Yi,...,Y, ~ Ezp(1/u) on i =Y parametrin p harhaton esti-
maattori. Mallin vaihtoehtoinen parametrointi on A = 1/u, jonka su-estimaattori on
A=1 /Y invarianssiominaisuuden mukaisesti. Lasketaan seuraavaksi A odotusarvo
ja todetaan, ettei kyseessé ole harhaton estimaattori.

Todennédkoisyyslaskennasta tiedetdan, ettd riippumattomien eksponenttihavaintojen
summana muuttuja S = Y] + .-+ + Y, noudattaa gammajakaumaa G(n,\). Sen
tiheysfunktio on siis

Koska A = n/S, saadaan
< ™
E(\) = / —fg )ds = n/ (78n7267/\8 ds
0o \n— 1

n—1)!
_ n27)\s nA
_n—l 0 (n—2)'8 ds T -1

Viimeinen yhtédsuuruus perustui siihen, ettd integroitava funktio on G(n — 1,\)-
jakauman tiheysfunktio, joten integraalin arvo on 1. N&in ollen A on harhainen, ja
sen harha on b(A) = nA/(n—1) — XA = A/(n — 1). Téssd padttelyssd on selvistikin
oletettava, ettd n > 2; jos n = 1, on helppoa todeta, ettd muuttujalla A= 1/Y7 ei
ole (adrellistd) odotusarvoa lainkaan.

Harhainen su-estimaattori A on téissi mallissa helposti korjattavissa harhattomaksi:
miéritelliin T = (n — 1)A\/n = (n — 1)/S, jolloin éskeinen lasku osoittaa, etti
E(T) =\, jos n>2.

3.2.6 Esimerkki: geometrinen jakauma. Ajatellaan riippumatonta toistokoetta, jos-
sa onnistumistodennakoisyys on 6. Olkoon N sen kokeen jérjestysnumero, jolloin
ensimmaéinen onnistuminen sattuu. Esimerkiksi lantinheitossa kruunun todennékoisyys
on A ja ensimméinen kruunu saadaan N :nnelld heitolla. Talloin N on satunnaismuut-
tuja, joka noudattaa geometrista jakaumaa: sen ptf on

(3.1) fn(n;0) = Pp{N =n} =601 —-0)""", n=1,2....

Oletetaan, ettd 7' = t(N) on jokin parametrin 6 harhaton estimaattori. TAméa
tarkoittaa, etta

[e.9]

Z anQ—GZt — gy

n=1 n=1
eli siis
o
Z t(n)(1 —6)"t=1.
n=1
Jos merkitddn £ =1 — 0, tdmé yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

(t(1) — 1) + t(2)€ + t(3)E2 + t(4)E3 + -~ = 0.

Koska 60 voi olla mikd tahansa luku valilld (0,1), on tdmékin voimassa kaikilla
¢ € (0,1). Kuten differentiaalilaskennasta tiedetdén, suppenevan potenssisarjan summa
on identtisesti nolla vain siiné tapauksessa, ettéd kaikki sen kertoimet havidvét. Siten
t(1) =1 ja t(n) = 0 kaikilla n > 2.
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Tarkasteltavassa mallissa on siis parametrilla # vain yksi harhaton estimaattori.
Sen mukaan on estimaatiksi valittava ¢ = 1, jos havaittiin n =1 (heti ensimmaéinen
koe onnistui), ja ¢ = 0, jos havaittiin n > 2. Tadm& on ilmeisen epatyydyttéavé
estimointimenetelméa. Erityisen jarjettoméaltd tuntuisi estimoida todennédkoisyys 6
nollaksi, kun kuitenkin tiedetéan, ettd yksi kokeista on onnistunut.

Kaavasta (3.1) voidaan lukea, ettd havaintoa n vastaava uskottavuusfunktio on
L(0) = 6(1 — )"~ 1. Parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatiksi saadaan
siitd 6 = 1 /n. Taméi on jarkevé estimaatti, vaikkakin edellisen tarkastelun perusteella
vastaavan su-estimaattorin 1/N tédytyy olla harhainen. Huomaa lopuksi, ettd uskot-
tavuusfunktio ja su-estimaatti ovat samat kuin tutussa toistokokeen binomimallissa
K ~ Bin(n, ) havaittaessa k =1 (ks. 2.1.5 ja 2.2.5). Binomimallin su-estimaattori
K /n on kuitenkin harhaton. Tdmé merkillisyys osoittaa sen, ettd harhattomuus riip-
puu hyvin voimakkaasti mallin méérittelystd toisin kuin su-menetelmé, joka kayttas
hyvékseen vain havaintoihin liittyvia uskottavuusfunktiota.

3.2.7 Asymptoottinen harhattomuus. Oletetaan, ettd T on funktion g(6) esti-
maattori, joka perustuu kokoa n olevaan aineistoon (Y7,...,Y,). Jos estimaattorin
T harha lihestyy nollaa havaintojen lukuméérin n kasvaessa, ts.

Jim Eo(T'™) = g(0) kaikilla 0 € Q,
niin sanotaan, ettd T — tai oikeammin jono (TM T3 . ) — on asymptoottises-
ti harhaton. Tamé on estimaattorilta varsin toivottava ominaisuus. Huomaa, etta
esimerkkien 3.2.3 ja 3.2.5 harhaiset estimaattorit 42 ja A ovat asymptoottisesti har-

hattomia. Erdissé kirjoissa asymptoottinen harhattomuus maéritellain hieman eri
tavalla.

3.3 Momenttimenetelma

Momenttimenetelma on estimointimenetelmé, joka juontaa juurensa jo 1800-luvun
lopulle. Se on varsin yksinkertainen kéyttda ja ldhes aina tuottaa jonkinlaisen esti-
maattorin. Tuloksen optimaalisuudessa voi tosin olla toivomisen varaa.

3.3.1 Madaritelma. Oletetaan, ettd Y7,...,Y, noudattavat kaikki samaa jakaumaa,
jolla on &arellinen odotusarvo. Esimerkissa 3.2.2 todettiin, etta talloin otoskeskiarvo
Y on aina odotusarvon eli ensimméisen momentin harhaton estimaattori. Vastaava
lasku osoittaa yleisemmin, ettd k:s otosmomentti

on jakauman k:mnen (origo)momentin py = F(Y{) harhaton estimaattori, mikéili
tarkasteltavalla jakaumalla on kyseinen momentti olemassa. Siind mielessa siis my on
varsin luonteva empiirinen vastine jakauman teoreettiselle tunnusluvulle py .

Oletetaan, ettd jakauma riippuu d-ulotteisesta parametrista @ = (61,...,04).
Talloin my6s jakauman momentit ui riippuvat 0:sta eli

pe = BY[) = pi (01, ..., 0a).
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Momenttimenetelmdssd kirjoitetaan parametrin 6 piste-estimoinnin ldhtékohdaksi
yhtaloryhmé
mi = ul(ﬁl, NN ,Hd)

mg = /’Ld(ala o 79d)7

jossa my = mg(y), k=1,...,d, ovat aineistosta y lasketut otosmomenttien arvot.
Yhtaloitd muodostetaan siis yhtd monta kuin parametrilla on komponentteja. Ta4méa
yhtéloryhméa pyritddn nyt ratkaisemaan muuttujien (61,...,64) suhteen. Monesti
silld on yksikésitteinen ratkaisu (51, . ,éd), joka riippuu aineistosta otosmomenttien
mi,...,mg kautta: R y

91 = Hl(ml, ey md)

0, = éd(ml, ceeyMg).

Naiden muodostama vektori @ on parametrin @ momenttimenetelméin mukainen
estimaatti.

3.3.2 Esimerkki: normaalimalli. Tarkastellaan mallia Y7,...,Y, ~ N(u,0?) 1. Ja-
kauman N (p,0?) ensimméinen momentti on p ja toinen momentti u? + o2, joten
momenttimenetelmén mukaan on ratkaistava yhtélopari

1 n
- Z Yi =M
s
1 n
=y =p’+oo
n -
1=1
Timin yksikiisitteinen ratkaisu on selvisti (u,0?) = (ji,5%), jossa
1 n
b= — Z Vi =7
n -
i=1
1 n

~2_1 n ) 1 n ‘ 2_ ' .
& —n;yi—<n;yz) —ﬁZ(yz—y)-

i=1
Normaalimallin kohdalla momenttimenetelmé johtaa siis samaan tulokseen kuin suu-
rimman uskottavuuden menetelmaé.

3.3.3 Esimerkki: valin (0,6) tasajakauma. Olkoot Y7,...,Y, ~ Tas(0,6) . Koh-
dassa 2.2.8 todettiin pienten maéérittelyvaikeuksien jélkeen, ettéd parametrin 6 su-esti-
maatti on suurin havainto eli

0 = Y@n) = max(y1, ..., Yn)-

Koska E(Y7) = 6/2, niin momenttimenetelmén mukainen estimaatti on yhtélon
S yi/n = 0/2 ratkaisu eli

Vastaava estimaattori on harhaton toisin kuin su-estimaattori. Tarkemmin naita
vertaillaan tehtavéssd 3.10.
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3.4 Tehokkuus ja informaatioepayhtalo

3.4.1 Estimaattorin keskineliovirhe. Tarkastellaan estimointiongelmaa, jossa esti-
moitavana on reaalinen funktio g(€) annetun mallin parametrista €, esimerkiksi jokin
0 :n komponentti tai tapauksessa d = 1 itse parametri 6. Jos T on ¢(@):n harhaton
estimaattori, niin 7':n saamat arvot ovat keskiméaérin oikeita eli sen todennékoisyysja-
kauman painopiste on sijoittunut todellisen parametriarvon kohdalle. Taméa ei viel&
merkitse sité, ettd T olisi erityisen "tarkka” ¢(@):n estimaattori, koska sen arvoissa
voi olla hyvinkin paljon hajontaa eli T voi poiketa ¢(@):sta huomattavastikin suurella
todennédkoéisyydelld. Harhattoman estimaattorin hyvyytta téssa suhteessa voidaankin
mitata sen varianssilla varg(7"): mité pienempi varianssi on, sitd tiiviimmin 7":n to-
dennékoisyysmassa on keskittynyt ¢(0):n ympérille, mika merkitsee, ettd 7":n arvot
osuvat todennékoisesti ldhelle odotusarvoa ¢(8).

Mikali T' ei ole harhaton estimaattori, ei ole jarkevaa kiinnittd4 huomiota niinkaén
sen varianssiin vaan keskinelidvirheeseen Eg[(T — g(6))?]. Harhattoman estimaattorin
tapauksessa ndma ovat tietysti yksi ja sama asia. Yleisesti sen sijaan on voimassa
hajotelma

Eo[(T — 9(8))?] = varg(T) + b(6)?,

jossa b(0) = Eg(T) — g(0) on estimaattorin harha (ks. teht. 3.1). Estimaattori 7" on
keskineliovirheen mielessi parempi kuin 77, jos

Eol(T - 9(0))%] < Eol(T' — 9(0))]  kaikilla 6 € Q,

jossa Q on mallin parametriavaruus. Jos T ja T’ ovat kumpikin harhattomia, tAmé&
voidaan yhtapitavasti kirjoittaa muodossa

varg(T) < varg(T") kaikilla 6 €

ja sanotaan, ettd T on tehokkaampi kuin T".

3.4.2 Esimerkki: normaalimallin odotusarvo. Pohditaan odotusarvon p estimointia
tutussa mallissa Y3....,Y, ~ N(u,03) I, jossa o2 on tunnettu luku. On todettu,
etti £ = Y on harhaton. Muita harhattomia estimaattoreita olisivat esimerkiksi
S =Y jaT= (Y] +Ys)/2. Ndiden kolmen varianssit ovat o3/n, o3 ja 03/2, joten

i on selvésti tehokkain (jos n > 2).

3.4.3 Informaatioepayhtalo tapauksessa d = 1. Edellisen pohjalta herdéd kysymys,
onko yleensé olemassa estimaattoreita, joiden keskineliovirhe on mielivaltaisen pieni.
Olisiko vaikkapa yo. esimerkissd mahdollista 16ytd4 p:n harhaton estimaattori, jonka
varianssi olisi vielikin pienempi kuin o3 /n? Seuraava yleinen tulos kertoo, ettd niin
ei ole ainakaan sadnnollisten mallien kohdalla, vaan estimaattorin varianssilla ja siten
keskinelivirheella on alaraja, jota ei voi ohittaa. Tarkastellaan tassa vaiheessa vain
reaaliparametrisen mallin (d = 1) tapausta.

Lause. Oletetaan, etti fy(y;0) on siannollinen malli (ks. 2.5.2), ja olkoon i(0) sen
Fisherin informaatio. Olkoon lisiksi T = t(Y') jokin funktion g(6) estimaattori.
Jos estimaattorin T harha on b(6), niin

(3.2a) varg(T) >
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Jos T on g(0):n harhaton estimaattori, patee

(3.2b) varg(T') >
ja erityisesti jos T on 6:n harhaton estimaattort,

(3.2¢) varg(T) > HOB

Todistus. Todistetaan lause jatkuvan mallin tapauksessa; diskreetissa tapauksessa on
seuraavassa integraalit korvattava summilla.
Todistus perustuu todennékoisyyslaskennasta tuttuun Schwarzin epayhtaloon

cov(U, V)? < var(U) var(V),
jota sovelletaan satunnaismuuttujiin U = T = ¢(Y) ja V = I'(8;Y). Palautetaan
mieleen, ettd mallin log-uskottavuusfunktio on [(0;y) = log fy (y; ) ja
7 fr(y;0)

on siihen liittyvé pistemadrafunktio (ks. 2.5.1). Sdéannollisyydestéd puolestaan seuraa
(ks. 2.5.3), ettd E[I'(0;Y)] =0 ja var[l'(6;Y)] = i(6).

Lasketaan mainittu kovarianssi:

cov[T, I'(8;Y)] = E[t(Y)I'(6: Y)]
— [t O:w) fy (w:6) dy

—/ aefy y;0) dy
dG/ y)fy (y;0) dy
daE(T)

jossa integroinnit suoritetaan yli jakauman alustan A = {y : fy (y;6) > 0}. Toiseksi
viimeinen yhtélo perustui jalleen mallin sédénnoéllisyyteen. Huomaa myo0s, etta téssa on
jatetty merkitseméattd nakyviin se, ettéd laskettavat odotusarvot ym. riippuvat :sta.
Soveltamalla Schwarzin epéayhtaloa kuten alussa kerrottiin, saadaan siis

(jeE(T)Y < var(T) i(9).

Viite (3.2a) seuraa tdstd jakamalla puolittain i(6):lla, silla E(T) = ¢g(6) + b(#). Viite
(3.2b) saadaan erikoistapauksena b(f) = 0 ja (3.2c) valitsemalla lisiksi g(6) =60. O

Esitetty lause on varsin voimakas tulos, ja samalla se ilmaisee Fisherin informaation
syvéllisen merkityksen piste-estimoinnin teoriassa. Mitd vihemmaén informaatiota on,
sitd vaikeampaa parametrin estimointi on eli sitd suurempi kéytettivin estimaattorin
varianssi pakosti on, ainakin kun malli on sdannéllinen. Epédyhtéloita (3.2) kutsutaan
informaatioepdyhtdloiksi, vanhemmassa kirjallisuudessa usein Cramér—Rao-epdyhtd-
loiksi. Tarkein ja samalla helpoin muistaa on parametrin # harhattomia estimaattoreita
koskeva (3.2c).
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Sellaista harhatonta estimaattoria, jonka varianssi saavuttaa informaatioepayh-
tdlon antaman alarajan jokaisessa pisteessd 0, sanotaan tdystehokkaaksi. Yleisesti
harhattoman estimaattorin 1" tehokkuus voidaan méaéritelld vertaamalla estimaattorin
varianssia vastaavaan alarajaan, esim. prosenttilukuna

p .
T :n tehokkuus = M -100 %,
varg(T)
joka voi riippua 6:sta. Tamé késite on varsinaisesti mielekés vain silloin kun malli on
sdannollinen.

Informaatioepayhtalolla on seuraava kdytdnnon merkitys: jos sddnnollisyysehdot
tayttavassid mallissa on l9ydetty estimaattori 7', joka on funktion g¢(6) harhaton
estimaattori ja tiystehokas eli jolle Ey(T) = g(0) ja varg(T) = ¢'(0)?/i(0) kaikilla 6,
niin voidaan olla varmoja siité, ettd 7" on g(0):m paras (so. tehokkain mahdollinen)
harhaton estimaattori. Tamén péaattelyn sovellettavuutta vahentdd kuitenkin se, etté
ldheskadn kaikissa estimointitehtévissé ei taystehokkaita estimaattoreita ole lainkaan
olemassa.

3.4.4 Esimerkki: normaalimallin odotusarvo. Edelld esimerkissd 3.4.2 pohdittiin
parametrin p estimointia mallissa Yi,..., Y, ~ N(pu, 08) 1L. Luonnollinen harhaton
estimaattori on i = Y, jonka varianssi on o3 /n. Koska i(u) = n/o? (miki nikyy
esimerkista 2.4.3 tai 2.6.3), nahdaén, ettd i saavuttaa informaatioepayhtalon (3.2c)
antaman alarajan eli on téystehokas. Koska kyseessd on saédnnollinen malli (todistus
sivuutetaan), i on siis p:n paras harhaton estimaattori.

3.4.5 Esimerkki: eksponenttimalli. Tarkastellaan mallia Yi,...,Y, ~ Ezp(\) ja

oletetaan, etté estimoitavana on odotusarvo p = 1/\. Su-estimaattori on i =Y, joka
on my6s harhaton (ks. 3.2.2 ja 3.2.5). Koska Exp()\)-jakauman varianssi on 1/A?, niin

R 1 « 1
var(fi) = 3 gvar(Yi) =3

Tehtéviissd 2.11 on laskettu tdméin mallin Fisherin informaatio i(\) = n/\?. Laske-
malla epayhtélon (3.2b) oikea puoli tapauksessa g(A) = 1/ saadaan siten varianssin
alarajaksi
gO? _ (=122 1
i(A)  n/A2 0 pA?
Siispd i on tdystehokas ja sen johdosta paras (eli varianssiltaan pienin mahdollinen)
harhaton estimaattori parametrille © = 1/\.

3.4.6 Informaatioepdyhtdlo tapauksessa d > 1. Tarkastellaan nyt mallia fy (y;8),
jonka parametri on vektori @ = (61,...,604). Oletetaan, etté estimoitavana on jokin
reaaliarvoinen funktio g(@) parametrista 6, esimerkiksi jokin €:n komponentti.
Palautetaan mieleen pykéldstéd 2.6, ettd Fisherin informaatio on d x d -matriisi
1(0), jonka alkiot ovat
82
90,00,

Reaaliparametrisen mallin informaatioepayhtélot yleistyvéat varsin suoraviivaisesti
tahén tilanteeseen, kunhan vain informaatiolla i(f) jakaminen korvataan informaatio-
matriisin 4(0) kifinteismatriisilla i71(0) kertomisella. Merkit#in kdinteismatriisin

iap(0) = F

1(6;Y)].
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alkioita tarpeen vaatiessa yldindeksoiduilla symboleilla i*(0), a,b=1,...,d. Siis

itio) - it(e)

1) . itd(6)

Seuraavassa V viittaa funktion gradienttiin eli osittaisderivaattojen muodostamaan
vektoriin, esimerkiksi

V4(6) = ((;Zlgwx L (.fgdgw)).

Matriisilaskuissa tdméa ajatellaan pystyvektoriksi eli d x 1 -matriisiksi. Vektorin
transpoosia merkitddn ylapilkulla.

Lause. Oletetaan, etti fy (y;0) on sianndéllinen malli. Olkoon T = t(Y') jokin funk-
tion g(0) estimaattori.
Jos estimaattorin T harha on b(@), niin

(3.3a) varg(T) > [Vg(0) + Vb(8)] i71(0) [Vg(8) + Vb(8))].
Jos T on g(0):n harhaton estimaattori, pitee

(3.3b) varg(T) > [Vg(0)]'i1(0) [Vg ()],

ja erityisesti jos T on O, :n harhaton estimaattori,

(3.3¢) varg(T) > i%(0).

Todistus on perusidealtaan samanlainen kuin tapauksessa d = 1, ja se sivuutetaan.
On syytd huomata, ettd epayhtélon (3.3c) antama alaraja on yleensé erisuuri kuin
1/i4,4(0). Itse asiassa voidaan osoittaa, etta

1
T iq,q(0)

ja yhtadsuuruus pétee vain siina tapauksessa, ettd 6, on ortogonaalinen kaikkiin muihin
parametrivektorin komponentteihin 6, (b # a) nédhden (ks. 2.6.2). Luku 1/i44(0) on
se varianssin alaraja, joka saataisiin epayhtalosta (3.2c¢) siind tapauksessa, ettd mallin
tuntematon parametri olisi yksiulotteinen 6, ja muut komponentit 6, ajateltaisiin
tunnetuiksi vakioiksi. Epayhtélosta (3.3c) siis ndhdddn, ettd varianssin alaraja kasvaa
eli estimointiin liittyvé epdvarmuus lisdédntyy, kun malliin otetaan 6, :n lisdksi muitakin
tuntemattomia parametreja, paitsi jos ndmé ovat ortogonaalisia 6,:han ndhden.

Harhattoman estimaattorin tehokkuuden ja taystehokkuuden késitteet méaritelladn
aivan samoin kuin edelld tapauksessa d = 1 vertaamalla estimaattorin varianssia yo.
lauseen antamaan alarajaan.

i%(6)

3.4.7 Esimerkki: normaalimalli. Tarkastellaan mallia Y7,...,Y, ~ N(,u,a2) AL,
jossa sekd p ettd o2 ovat tuntemattomia parametreja. Esimerkissi 2.6.3 laskettiin
tdmén mallin Fisherin informaatio

njo?
(. 0%) = l /O n/ga4] '
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Sen kaanteismatriisi on
2
1 2y |0 /n 0
7 (M’U)_[ 0 204/n]‘

Epéyhtilon (3.3c) antamat varianssin alarajat p:n ja o2:n harhattomille estimaatto-
reille ovat it (u, 0?) = 02 /n ja vastaavasti i%2(u,0?) = 204 /n.
Su-estimaattori /i =Y on p:n harhaton estimaattori ja sen varianssi on
2
. o
var(ji) = —,
() = —
joten se on tiystehokas. Kuten on aiemminkin todettu, varianssin ¢? harhattomana
estimaattorina kiytetdan yleisesti muuttujaa

1 " —
S? = Y, —Y)%
n—1 ;( )
Sille pétee (ks. teht. 3.5)
20
2\ _
var(S*) = 1
joten
20%  20* -1
$2:n tehokkuus = 27— . 22 T2 400 %,
n n—1 n

Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd S? on paras (eli varianssiltaan pienin) harhaton
estimaattori o2 :lle.

3.4.8 Informaatioepayhtdlon toinen muotoilu tapauksessa d > 1. Toisinaan infor-
maatioepdyhtdlo sddnnollisen vektoriparametrisen mallin tapauksessa esitetdén niin,
ettd siind verrataan parametrivektorin estimaattorin kovarianssimatriisia Fisherin
informaation kdanteismatriisiin.

Olkoon mallin parametrina vektori 8 = (61, ...,604) kuten edelld, ja oletetaan yksin-
kertaisuuden vuoksi, ettd T' = (T1,...,T;) on sen harhaton estimaattori. Palautetaan
mieleen, ettd satunnaisvektorin T' kovarianssimatriisilla cov(T") tarkoitetaan symmet-
ristd d x d -matriisia (043), jossa 045 = cov(Ty,Tp). Olkoon a = (ai,...,aq) jokin
reaalisista vakioista koostuva vektori, ja tarkastellaan satunnaismuuttujaa

a'T = a1y + -+ agly.

Sen odotusarvo on
E(CLIT) =a'0 = a101 + -+ aqlq

ja varianssi (perustelu jatetdan harjoitustehtavéksi)
var(a'T) = a’' cov(T)a.

Siis a@’T on funktion a’@ harhaton estimaattori. Taméan funktion gradientti on a,
joten epayhtalosté (3.3b) saadaan

a' cov(T)a > a'i" ' (0)a

eli

a[cov(T) — i 1(8)]a > 0.
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Huomaa, ettd tdméa péatee kaikilla mahdollisilla d-ulotteisilla vektoreilla a. Matriisi-
laskennan kisitteitd kiyttien voidaan sanoa, ettd erotusmatriisi cov(T) —i~1(0) on
positiivisesti semidefiniitti, mitd merkitdan

(3.4) cov(T) —i~'(8) > 0.

Tamé on ilmeinen moniulotteinen vastine epayhtélolle (3.2c).

3.5 Tarkentuvuus

Tassa ja seuraavassa pykéldssd puhutaan estimaattorien asymptoottisista ominaisuuk-
sista. Sana ”asymptotiikka” viittaa siihen, miten estimaattori tai jokin muu tilastollinen
menetelmé kayttaytyy, kun havaintojen lukumééra kasvaa rajatta. Asymptoottisten tu-
losten kdytdnnon merkitys on siiné, ettd niiden voidaan ajatella toteutuvan likiméérin,
kun havaintoja on tarpeeksi paljon — mitd tama sitten tarkoittaakaan.

3.5.1 Tarkentuvuuden maaritelma. Tarkastellaan jalleen mallia fy (y; ) ja siithen
liittyvaé estimointitehtavai, jossa estimoitavana on mallin parametrin jokin reaali-
arvoinen funktio g(@). Olkoon T™ kokoa n olevaan aineistoon Y = (Yi,...,Yy)
perustuva estimaattori:

T = t(Y1,...,Y,).

Estimaattoria 7™ — tai oikeammin jonoa (T(l),T@)7 ...) — sanotaan tarkentuvaksi,

mikali se suppenee stokastisesti kohti estimoitavan todellista arvoa eli lukua g¢(0), ts.

(3.5) lim P{T™ — g(8)] >} =0  kaikilla ¢ > 0.

Tallsin merkitéin T L5 (6).

Monesti jatetadn aineiston kokoon viittaava indeksi n merkitseméttd estimaatto-
rin symboliin (kuten vaikkapa esimerkissé 3.5.2 alla); tarkentuvuudesta tai muista
asymptoottisista ominaisuuksista puhuttaessa on kuitenkin aina muistettava, etté
tarkasteltavana on oikeastaan kokonainen estimaattorijono eika vain yksi ainoa es-
timaattori. Tarkentuvuus voidaan luonnollisesti mééaritelld myo6s siind tapauksessa,
ettd estimoitavana on parametrivektori @ itse tai jokin sen vektoriarvoinen muunnos
g(0). Talloin vaaditaan tarkentuvuus komponenteittain: kaytetyn estimaattorivek-
torin jokaisen komponentin tulee supeta stokastisesti kohti vastaavaa estimoitavan
komponenttia.

Stokastinen suppeneminen kuvaa ”todennékoisyysmassan” suppenemista. Tarken-
tuvuusehto (3.5) merkitsee sité, ettd mielivaltaisen pienetkin poikkeamat ‘T(”) —9(0)|
tulevat yhé epatodennikoisemmiksi, kun havaintojen lukumééara n kasvaa. Tama on
hyvin luonnollinen estimaattorille asetettava vaatimus, ja tarkentumattomuus viittaa
yleensé ongelmaan mallin spesifioinnissa tai kdytetysséd estimointimenetelméssa.

Tavallisesti tarkentuvuuden taustalla on jokin suurten lukujen laki. Seuraavassa on
erds todennakoisyyslaskennan kurssilla opittu perusversio siités:

Heikko suurten lukujen laki. Olkoot X1,..., X, riippumattomia satunnaismuuttu-
jia, joilla on sama odotusarvo p ja (ddrellinen) varianssi o®. Tdlléin

1 & P
mn
=1

kun n — oo.
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3.5.2 Esimerkki: otoskeskiarvo on tarkentuva. Olkoon Y7,...,Y,, riippumaton otos
jakaumasta, jonka odotusarvo on g ja jolla on dérellinen varianssi tai yhtapitavasti
toinen momentti. Silloin heikon suurten lukujen lain nojalla

Ygiu.

= 1
Y =—
n =

n
1=
Siis otoskeskiarvo Y on odotusarvon pu tarkentuva estimaattori. Muista, ettd Y on
p:n su-estimaattori, kun tarkasteltava jakauma on jokin seuraavista: B(u), P(u),
Ezp(1/p) tai N(u,o?). Esimerkissi 3.2.2 todettiin, ettd se on myos harhaton, jopa

ilman riippumattomuusoletusta.

3.5.3 Eras riittdava ehto tarkentuvuudelle. Tarkentuvuuden toteamiseen on usein
mukava kayttda seuraavan lauseen antamaa kriteerid. Lauseen todistus perustuu
todennékoisyyslaskennassa opittuun Markovin epayhtaloon: jos X on ei-negatiivinen
satunnaismuuttuja, jolla on odotusarvo, niin

E(X
P{sz}gg, x> 0.
x

Lause. Oletetaan, etti g(@) :n estimaattorille T™ pitee kaikilla 6 :n arvoilla

a) Jim. E(T™) = g(8) (asymptoottinen harhattomuus)

i (n)y —

b) nh_)n(govar(T ) =0.

Tallin T™ on tarkentuva.

Todistus. Lahdetadn yhtalosta

E[(T™ — 4(8))°] = var(T™) + [E(T™) - (6)]°,
joka perustellaan tehtdvéissa 3.1. Oletuksista seuraa nyt, ettd tdmé odotusarvo ldhestyy
nollaa, kun n — oco. Olkoon ¢ > 0, ja sovelletaan Markovin epayhtalod kyseiseen
satunnaismuuttujaan (7™ — g(O))Z:

P{]T(”) — g(0)] >} = P{(T(”) _ 9(0))2 > 52} < E[(T(n) - 9(9))2].

22
Asken todetun nojalla tidmé — 0, kun n — co.
3.5.4 Esimerkki: normaalimallin varianssi. Malli olkoon Yi,...,Y, ~ N(u,0?) 1.
Tarkastellaan varianssin o2 estimaattoria
1

5? =
n—1

n
> (Yi-Y)%
i=1
Osoitetaan yo. lauseen avulla, ettd se on tarkentuva. Koska S? on harhaton, ehto a
on automaattisesti voimassa. Lisiiksi var(S?) = 20%/(n — 1) — 0, kun n — oo (ks.
teht. 3.5), joten myds b toteutuu.

Su-estimaattori

i=1
on yhta lailla tarkentuva; tdméan voi perustella yo. lauseen avulla tai jo siitd havainnosta,
ettd 62 = [(n —1)/n]S?, jossa (n —1)/n — 1.
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3.6 Su-estimaattorien asymptotiikka

3.6.1 Tarkasteltava tilanne. Edelld on esitelty optimaalisuuskriteereja, joita kdytet-
tévien estimaattorien toivotaan toteuttavan. Suurimman uskottavuuden menetelméan
tuottamat estimaattorit eivit suinkaan aina ole téssd mielessd optimaalisia (esim.
harhattomia tai taystehokkaita). Niin kuin téssa pykéldssé todetaan, ne kuitenkin ovat
useimmissa tapauksissa asymptoottisilta ominaisuuksiltaan varsin hyvié: tarkentuvia,
asymptoottisesti harhattomia ja taystehokkaita seké likimain normaalisti jakautunei-
ta. Suurimman uskottavuuden menetelmé on osittain téasté syystd saavuttanut niin
suuren suosion tilastotieteessa.

Tarkasteltava perustilanne on seuraava: Havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat
Yi1,...,Y, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita, pistetodennikéisyys- tai
tiheysfunktionaan f(y; @), jossa parametri @ on d-ulotteinen. Tilastollinen malli on
talloin siis .

fr(y;:0)=1] f(v:;0),
i=1
ja sen log-uskottavuusfunktio on

(3.6) 1(6:) = log fy (4:6) = 3 " log £(3:: 0).
=1

Huomaa, ettd tdhan viitekehykseen ei sovi esimerkiksi lineaarinen regressiomalli (ks.
1.2.4), koska siind havainnot eivit ole samoin jakautuneita, eikd myoskédan auto-
regressiivinen aikasarjamalli (ks. 1.2.5), koska siind havainnot riippuvat toisistaan.
Esitettavat tulokset yleistyvat kylla naihinkin tilanteisiin, mutta jatkossa tarkastellaan
vain ylld kuvattua yksinkertaista satunnaisotosta.

Merkitadn parametrin @ suurimman uskottavuuden estimaattoria lyhyesti

0™ =0(vy,....Yy,).

Yldindeksi n viittaa téssé siihen, ettd estimaattori on muodostettu n:n havainnon
perusteella, ja jatkossa pohditaan, mita tapahtuu, kun n — co.

3.6.2 Su-estimaattorin tarkentuvuus. Tarkastellaan edelld esiteltyd mallia. Talloin
on voimassa seuraava yleinen tulos:

Lause. Riittavien sddnnollisyysehtojen vallitessa estimaattori 0" on tarkentuva.

Tarvittavien sddnnollisyysehtojen olemukseen emme syvenny tarkemmin. Lahinné
ne edellyttavit, ettd ptf/tf f(y;0) on kyllin "siisti” funktio. Erityisesti vaaditaan, etta
jakauman alusta eli joukko {y : f(y;0) > 0} on riippumaton parametrista 6 (vrt.
2.5.2). Tama4 sulkee pois esimerkiksi jakauman Tas(0,6) (ks. 2.2.8).

Liséksi yo. lauseessa on vaadittava, ettd parametri @ on identifioituva: jos 6 # 6’
niin f(y; 0) ja f(y;0’) ovat eri jakaumien pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktioita.
Muussa tapauksessahan on olemassa kaksi eri parametriarvoa, jotka johtavat taysin
samaan havaintojen yhteisjakaumaan, eiké télloin voi havaintoaineiston perusteella
tilastollisin menetelmin paételld, kumpi parametriarvo on ”oikeampi”. Esimerkkin&
epiidentifioituvasta parametroinnista voisi olla regressiomalli Y; ~ N (a+ Sz, 08), i =
1,...,n, siind tapauksessa, etté selittdjien x; arvot ovat samat eli x1 =--- =2, = ¢;
talloin kunkin suoran « + ¢f = vakio pisteet («, 5) johtavat samaan jakaumaan.
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Useimmat télla kurssilla tarkasteltavat mallit toteuttavat lauseen oletukset. Téallaisia
malleja ovat muun muassa ns. eksponenttiperheen jakaumista muodostetut mallit (vrt.
teht. 2.20).

* Lauseen todistuksen idea. Aluksi on selvitettévi erds merkinnéllinen ongelma. Sym-
bolia @ on talld kurssilla kiytetty nimittdin kahdessa merkityksessi: yhtaélta merkit-
semadn sitd "todellista” parametrinarvoa, joka on tuottanut havainnot, ja toisaalta,
esim. uskottavuusfunktiota ja sen johdannaisia tarkasteltaessa, "vapaana muuttujana”
parametriavaruudessa. Téssd todistuksessa on erotettava ndmé merkitykset toisis-
taan. Merkitdén "todellista” arvoa siksi :lla. Sen méaéritteleméd jakaumaa f(y;6y)
havainnot siis noudattavat, ja sitd kohti estimaattorien 6™ halutaan suppenevan.

Palautetaan mieleen, ettd havaitusta aineistosta y = (y1,...,yn) laskettava su-
estimaatti (" = é(y) on se parametriavaruuden piste, jossa log-uskottavuusfunktio
(3.6) saa suurimman arvonsa. Yhtédpitavisti kyseessd on se piste, jossa funktio

1 1&
(3.7) ﬁl(e;y) = ;108; f(yi;0)

maksimoituu. Korvataan téssé lausekkeessa kukin y; vastaavalla satunnaismuuttujalla
Y;. T&lloin saadaan aritmeettinen keskiarvo muuttujista log f(Y;; @), jotka oletusten
perusteella ovat samoin jakautuneita ja riippumattomia. Heikon suurten lukujen lain
(ks. 3.5.1) nojalla tdmé keskiarvo suppenee stokastisesti kohti odotusarvoa

2(0) = Eg,[log f(Y1;0)],

kun n — oo. Huomaa, ettd tdmé raja-arvo riippuu parametrista @ mutta odotusarvon
laskennassa kaytetddn "todellista” parametriarvoa 6.

Voidaan osoittaa, ettd funktio z(#) saa suurimman arvonsa tasmélleen pisteessi
0o (ks. teht. 3.14). Todistuksen loppuosa muodostuu nyt seuraavanlaisesta jarkeilysta:
koska funktiot (3.7) lahestyvét stokastisesti funktiota z(@), niin myds niiden globaalit
maksimikohdat (™) lihestyvit stokastisesti z(@):n maksimikohtaa 6. Taméin seikan
tasmaéllinen todistus on jonkin verran tekninen ja vaatii oletettujen sédédnnollisyys-
ominaisuuksien kayttod; sivuutamme sen. O

3.6.3 Estimaattorin jakauma. Unohdetaan hetkeksi asymptoottinen nédkdkulma ja
tarkastellaan estimointiongelmaa, jossa on annettu malli fy (y;6) (yksinkertaisuuden
vuoksi reaaliparametrinen). Olkoon lisiksi 7' jokin #:n estimaattori. Edelld pykélissd
3.2 ja 3.4 on esitetty vaatimuksia koskien 7T':n ensimméisté ja toista momenttia: har-
hattomuus merkitsee, ettd T :n odotusarvon tulisi olla €, ja tehokkuus merkitsee, etté
T :n varianssin tulisi olla mahdollisimman pieni. Monia tarkoituksia varten olisi kui-
tenkin hyodyllista tuntea estimaattorin T' jakauma taydellisesti. Téma mahdollistaisi
parametriin 6 liittyvien luottamusvaliarvioiden esittdmisen ja hypoteesien testauksen,
joihin paneudutaan kurssin loppupuolella.

Esimerkki: Olkoot Yi,...,Y, ~ N(u,03) 1L, jossa u on estimoitava ja o8 > 0
on tunnettu luku. T&lléin estimaattori i =Y = (Y3 +--- +Y,,)/n on harhaton ja
tdystehokas, mutta todennékoisyyslaskennan tulosten perusteella tiedetdén myds, etté
se on normaalisti jakautunut: i ~ N(p,03/n). Tilléin voidaan normaalijakauman
taulukoista etsid esimerkiksi luku a > 0 siten, etté

P{|ft — p| < a} = 0.95,

jolloin vélid (@t — a, i + a) tullaan kutsumaan 95 %:n luottamusviliksi parametrille p.
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Yleensd monimutkaisempien mallien tapauksessa estimaattorien jakaumaa ei ole
mahdollista taysin selvittda. Vaikka aineiston Y jakauma onkin tunnettu, esimerkiksi
suurimman uskottavuuden estimaattori (Y') voi riippua Y :sté niin monimutkai-
sella tavalla, ettd sen jakaumaa ei tdysin tunneta. Monesti ei ole edes mahdollista
lausua é(Y) 't suljetussa muodossa olevana lausekkeena aineistosta; tdllainen esi-
merkki saadaan vaikkapa gammajakaumaan perustuvasta mallista (ks. teht. 2.8). Siksi
joudutaankin turvautumaan asymptoottisiin tuloksiin: osoittautuu, etté varsin yleisin
ehdoin su-estimaattorit ovat asymptoottisesti normaalisia.

3.6.4 Keskeinen raja-arvolause ja heikko suppeneminen. Asymptoottinen normaa-
lisuus perustuu todennékoisyyslaskennan keskeiseen raja-arvolauseeseen. Tamén pe-
rusversio on seuraava:

Keskeinen raja-arvolause. Olkoot X1,..., X, riippumattomia samoin jakautuneita
satunnaismuuttujia, joilla on odotusarvo u ja (ddrellinen) varianssi o?. Tdlléin

S ORENE
7z, =Y" (IS x, - N(0,1),
- n; p) = N(0,1)

kun n — oo.

Téssd — viittaa ns. heikkoon eli jakaumasuppenemiseen. Yo. raja-arvotulos mer-
kitsee siis médritelmén mukaan sitd, ettd muuttujien Z, kertyméfunktioille F,
patee

lim Fyz (2) = ®(2) kaikilla z € R,
n—o0

jossa ® on standardinormaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio. Kaytdnnossa taméa
merkitsee, ettd suurilla n:n arvoilla muuttujan Z, jakauma on likimain standardi-
normaalijakauma. Vastaavasti tilloin keskiarvo Y7 ; X;/n on likimain N(u,o?/n)-
jakautunut, mitd merkitdan lyhyesti

1< 2
mn as n
=1
3.6.5 Su-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus, kun d = 1. Palataan koh-

dassa 3.6.1 esiteltyyn tilanteeseen ja oletetaan aluksi, ettd mallin parametri on yksi-
ulotteinen 6.

Lause. Riittdvien sddnnéllisyysehtojen vallitessa

(3.8) o) ~ N<9, 1)
as 1
Tésséd i(0) on Fisherin informaatio n havainnon mallissa. Koska havainnot ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita, patee i(6) = niy(6), jossa i1(f) on yhden
havainnon antama Fisherin informaatio (ks. teht. 2.13). Heikon suppenemisen avulla
ilmaistuna lause toteaa, etta

i(0) (0 —9) X N(0,1),

kun n — oo.
Suurissa otoksissa estimaattori #(™ noudattaa siis likimain normaalijakaumaa,
jonka odotusarvo on @ ja varianssi 1/i(6) eli informaatioepayhtélosté saatava alaraja
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(ks. 3.4.3). Téssé mielessa voidaan siis sanoa, ettd kyllin sddnnoéllisen mallin tapauksessa
su-estimaattorit ovat asymptoottisesti harhattomia ja taystehokkaita, miké on tietysti
varsin rohkaiseva tulos. Lauseen kidytannon merkitystd pohdittaessa on kuitenkin
otettava huomioon, ettd ajatus havaintojen lukuméaaran kasvattamisesta rajatta on
taysin vailla todellisuuspohjaa eikd voida antaa mitdéan yleisohjetta siitéd, milloin
havaintoja on tarpeeksi paljon, jotta approksimatiivinen jakaumatulos (3.8) olisi kyllin
tarkka. Lisdksi on muistettava, ettd puhe estimaattorista satunnaismuuttujana ja
sen jakaumasta viittaa toistetun aineistonkeruun ajatukseen, joka sekin on usein
tdysin hypoteettinen. Silti monet kidytdnnon tilastotieteessd kiytettavit menetelmét
pohjautuvat tulokseen (3.8), ja joitakin niistd késitellddn myohemmin talld kurssilla
luottamusjoukkojen ja testiteorian yhteydessa.

* Lauseen todistuksen idea. Merkitdan jalleen selvyyden vuoksi "todellista” parametri-
arvoa symbolilla . Oletetaan mallin log-uskottavuusfunktio [(6; y) niin sdédnnolliseksi,
etta sen derivaatta voidaan esittaéd 6g:n ympéaristossia Taylorin kehitelména

U'(0;y) = U'(60;y) +1"(00;9) (0 — o) + 51" (07 y)(0 — 60)?,

jossa 6* on f#p:n ja 6:n vilissd oleva piste.

Siirrytddn tdssd aineistoa vastaavaan satunnaisvektoriin Y ja sijoitetaan 6:n pai-
kalle su-estimaattori (") . Viimeinen termi saa t&lléin muodon U707 Y)(0() —6y)2.
Koska 6™ on tarkentuva, voidaan nayttas, ettd tdmaé termi on suurilla n:n arvoilla
hévidvin pieni suhteessa summan muihin termeihin. Nain paddytédan arvioon

VO™, YY)~ U (00;Y) +1"(00; Y ) (0™ — 6p).

Oletetaan, ettd su-estimaattori saadaan uskottavuusyhtélon ratkaisuna (eli log-us-
kottavuusfunktion derivaatan nollakohtana), jolloin téssé vasen puoli on nolla. Siispé

saadaan
« I'(00;Y)
M) _ gy 02T
TR g )

ja edelleen

(3.9) V(8™ — 6p) ~ W

Tarkastellaan téssa osoittajaa. Derivoimalla yhtalo (3.6) puolittain ndhdaén, ettd

1
NG

jossa l1(0;y) = log f(y;6) on yhteen havaintoon perustuva log-uskottavuusfunktio.
Sovelletaan tahén esitykseen keskeisté raja-arvolausetta. Satunnaismuuttujat ] (6p; ;)
ovat riippumattomia sekd samoin jakautuneita, ja kohdan 2.5.3 apulauseen nojalla
kunkin odotusarvo on 0 ja varianssi i1(6p) (yhden havainnon Fisherin informaatio).
Siten (3.9):n osoittaja — N(0,i1(6p)).

Tarkastellaan sitten (3.9):n nimittajaa

1 & 1 &

1 1 &
—Z1"00:Y) == —U/(6y:Y;).
n (0’ ) nzzzl 1( 0, )
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Suurten lukujen lain heikon muodon perusteella tAméa suppenee stokastisesti kohti
lukua E[—1{(00; Y1)] = i1(6p). Yhdistamalla saadut tulokset voidaan péatelld, etté

V(@™ = 0) 5 N (0, )

i1(6o)
eli )
NN N<0 )
as 0 m'l(@o) ’
jossa niq(0y) = i(fp) on koko mallin Fisherin informaatio. O

3.6.6 Esimerkki: eksponenttimalli. Olkoot Yi,...,Y,, ~ Ezp()\) IL. Tehtavassd 2.3
on todettu, etti A = 1/Y, jossa Y on otoskeskiarvo. Lisiksi tehtivissd 2.11 on
laskettu i(\) = n/A\?. Siten A ~ N(X\ A% /n).

dessé nihtiin, ettd I'(6p;Y)/\/n = N(0,i1(6p)), kun n — oo. Niin ollen riittévin
sdannollisen mallin tapauksessa on voimassa

I(00;Y) ~ N(0,i(0).

(Jalleen kaytettiin havaintoa niq(6p) = i(6p).) Téllakin tuloksella on kiyttod myohem-
min testiteorian yhteydessé.

3.6.8 Su-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus, kun d > 1. Tarkastellaan
kohdan 3.6.1 mallia siiné tapauksessa, ettd parametri @ samoin kuin estimaattori 210
ovat d-ulotteisia vektoreita, d > 1. Yleistamalla edellisen lauseen todistus sopivasti
(kdyttaméalla mm. keskeisen raja-arvolauseen vektoriversiota) saadaan seuraava tulos.

Lause. Riittdvien sddanndllisyysehtojen vallitessa

6 ~ Ng(0,i71(0)).

Suurilla n:n arvoilla (™ noudattaa siis likimain d-ulotteista normaalijakaumaa,
jonka odotusarvovektori on parametrin todellinen arvo ja kovarianssimatriisi Fisherin
informaation kdénteismatriisi.’

Harjoitustehtavia

3.1. Johda funktion g(@) estimaattorin T' keskineliévirheelle kohdassa 3.4.1 mainittu hajotel-
ma

Eo[(T — 9(8))*] = vare(T) + b(8)?,

jossa b(@) on estimaattorin harha.

3.2. Tarkastellaan Poisson-mallia Y7,...,Y,, ~ P(u) 1. Varmista, ettd su-estimaattori

p=Y = (Y1 +---+Y,)/n on harhaton, ja laske sen varianssi. Onko i tdystehokas?

1 Palautetaan todennékoisyyslaskennasta mieleen, ettd d-ulotteisen normaalijakauman Ng(p,X)
médrittelevit odotusarvovektori p = (p1, ..., 1a) ja kovarianssimatriisi 3 = (045), joka on ei-nega-
tiivisesti definiitti d x d -matriisi. Jos (X1,...,Xa) ~ Ng(p, X), niin erityisesti X; ~ N (s, 04) ja
cov(X;, X;) =045, kun 4,5 =1,...,d.
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3.3. Oletetaan, ettd havainnot Y7, ...,Y, ovat riippumattomia ja noudattavat jakaumaa, jolla
on odotusarvo 4 ja varianssi o2. Tarkastellaan parametrin o2 estimointia muotoa cV olevilla
estimaattoreilla, kun ¢ > 0 on vakio ja V =1 | (V; — Y)?. Néyté, ettd ¢V on harhaton jos
ja vain jos ¢ =1/(n —1). Ehdotus. Kéyté tehtavin 2.2 hajotelmaa valinnalla a = p.

3.4. Havainnoista Y7,...,Y, oletetaan samoin kuin tehtévissi 3.3. Keksi jokin harhaton
estimaattori odotusarvon neliélle 2.

3.5. Palautetaan todennikoisyyslaskennasta mieleen, ettd jos Xi,..., X ~ N(0,1) AL, niin
X? 4+ -+ X? noudattaa jakaumaa xi. Tarkista timén esityksen avulla, ettd x3-jakauman
odotusarvo on k, varianssi 2k ja toinen momentti k2 + 2k. Muista, ettd standardinormaali-
jakauman neljis momentti on 3.

Olkoot Yi,...,Y, ~ N(u,0?) AL, ja olkoot c sekii V kuten tehtiviissi 3.3. Todennikdisyys-
laskennassa on opittu, etti V/o? ~ x2_;. Niytd tdmin tiedon ja edellisen kohdan perusteella,
ettd estimaattorin ¢V keskinelidvirhe on

E[(cV —0*)?] = [(n* —1)c? —2(n — 1)c+ 1] o*

ja se saa pienimmén arvonsa (c:n funktiona) tdsméilleen pisteessd ¢ = 1/(n+1).
Varianssin o2 estimaattoriksi on normaalijakaumamallissa siis ainakin kolme muotoa cV’
olevaa hyvéé kandidaattia: V/(n—1) (harhaton), V/n (su) ja V/(n+1) (pienin keskineliovirhe).

3.6. Olkoot x1,zs,... annettuja nollasta eroavia reaalilukuja. Tarkastellaan regressiomallia
Yi,...,Y, I, Y; ~ N(Bx;,0%), jossa B ja o2 ovat tuntemattomia parametreja.
a) Varmista, ettd parametrin § su-estimaattori on

B: ixzﬁ/ixf,
i=1 i=1

totea, ettd se on harhaton, ja laske sen varianssi.
b) Totea, ettd myos estimaattori

n n
=Y/
i=1 i=1

on harhaton, ja laske sen varianssi.

¢) Kumpi estimaattori on tehokkaampi?

Ohje. Epéyhtals (37, xi)z < n> ", 2? lienee hyodyksi. Siind yhtdsuuruus pétee vain
jos kaikki z;:t ovat samoja.

3.7. Jatkoa tehtavaan 3.6. Oletetaan, ettd x; > ¢ kaikilla i, jossa ¢ > 0 on vakio. Nayté, ettd
B ja T ovat tarkentuvia.

3.8. Tarkastellaan mallia K ~ Bin(n,#), jossa 0 < § < 1. Estimoitavana on 6:n kdéanteisluku
1/60 (oleellisesti téllainen tarve esiintyi esimerkissa 2.3.3). Osoita, ettei harhattomia estimaat-
toreita ole olemassa. Ohje. Vastaoletus: on olemassa T = t(K), jolle E(T) = 1/6. Johda
ristiriita, kun 8 — 0+.

3.9. Erdén elektronisen komponentin kestoikd noudattaa eksponenttijakaumaa, jonka odotus-
arvo on 6/t jossa t > 0 on komponentin kiyttolampétila ja 6 > 0 on tuntematon parametri.
Parametrin 6 estimoimiseksi testataan n komponenttia toisistaan riippumattomasti lampoti-
loissa ti1,...,t, ja mitataan niiden kestoidt Y7,...,Y, . Osoita, etta

r=3yv/3

on #:n harhaton mutta ei tdystehokas estimaattori.
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3.10. Mallissa Y1,...,Y, ~ Tas(0,0) L on su-estimaattoriksi saatu 0 = max(Y7,...,Y,) (ks.
2.2.8).
a) Muodosta 0:n kertyméfunktio F' ldhtien havainnosta

P{f <t} =P{Yi <t}---P{Y, <t}

ja derivoi siita tiheysfunktio f = F”.

b) Laske 6:n odotusarvo ja totea, etta 6 on harhainen mutta asymptoottisesti harhaton.

¢) Laske f:m varianssi ja keskinelidvithe E[(f — )] ja vertaa jilkimmaisti momentti-
menetelmén antaman harhattoman estimaattorin § = 2V (ks. 3.3.3) varianssiin. Kumpi
estimaattori on parempi?

d) Olisiko § = [(n + 1)/n]d hyvi estimaattori?

3.11. Tarkastellaan mallia Y,...,Y, ~ G(a,1/8) 1L (ks. teht. 2.8). Johda momenttimene-
telmén antamien estimaattoreiden & ja [ lausekkeet

2

64:?7 6:

l
N

)

~|

jossa 62 =" (Yi-Y)?/n.

3.12. Oletetaan, ettd malli fy (y;6) on sdannollinen siind mielessd kuin informaatioepéyhté-
16ssé oletettiin (ks. 3.4.3 ja 2.5.2). Olkoon T' parametrin 6 harhaton estimaattori.

a) Osoita, ettd T on tdystehokas jos ja vain jos on olemassa vain 6:sta riippuva luku a(6)
siten, ettd T = 0+ a(0)!'(6;Y). Ohje. Tarkastele informaatioepayhtilon todistusta ja palauta
todennékoisyyslaskennasta mieleen, ettd Schwarzin epayhtélossd yhtdsuuruus patee jos ja vain
jos muuttujat riippuvat toisistaan lineaarisesti.

b) Oletetaan, etti su-estimaatti A(y) saadaan uskottavuusyhtilén I'(6;y) = 0 ratkaisuna.
Perustele, etté jos T on tiystehokas, niin 7' = (Y).

3.13. Olkoot Y7i,...,Y, ~ P(u) 1. Mitd normaalijakaumaa su-estimaattori i =Y approksi-
matiivisesti noudattaa, kun n on suuri?

3.14. Olkoon Y jatkuvasti jakautunut satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f, ja olkoon
g jonkin toisen jakauman tiheysfunktio. Todista, ettd

Ellog f(Y)] > Eflog g(Y)].

Taté tulosta kéytettiin kohdassa 3.6.2. Miten?

Ohje. Todennékaisyyslaskennan Jensenin epayhtalo kertoo, ettéd jos w on aidosti ylospéain
kupera (eli aidosti konkaavi) funktio ja X on satunnaismuuttuja, niin E(u(X)) < u(E(X))
ja yhtdsuuruus pétee vain jos X on vakio. Sovella tatd valinnoilla u(z) = logz ja X =
9(Y)/f(Y). Muista myds, ettd loga/b =loga — logb.

3.15. Olkoot Y7,...,Y, ~ N(u,0?) AL. Parametrin (u,0?) su-estimaattori (j1,62) on lasket-
tu kohdassa 2.2.6.

a) Palauta todennikdisyyslaskennasta mieleen, mikd on satunnaismuuttujaparin (fi, 52)
yhteisjakauma (reunajakaumat ja komponenttien vélinen riippuvuus/riippumattomuus).

b) Mitkd ovat sen kaksiulotteisen normaalijakauman parametrit (odotusarvovektori ja
kovarianssimatriisi), jota (f1,52) approksimatiivisesti noudattaa, kun n on suuri?



4 Tyhjentavyys

4.1 Tyhjentava tunnusluku

4.1.1 Tunnusluku. Olkoon y = (y1,...,yn) aineisto, joka tulee analysoida. Kuten
jo aikaisemmin on ollut puhetta, mité tahansa aineistosta y laskettua suuretta eli
aineiston funktiota kutsutaan tunnusluvuksi. Se voi olla reaaliarvoinen t = t(y) tai
vektoriarvoinen ¢ = t(y) = (t1(y), ..., tx(y)). Esimerkkeja tunnusluvuista ovat

a) otoskeskiarvo 7= (y1 + -+ yn)/n
) otosvarianssi s = Y7 (y; —9)%/(n — 1)
) pari (7, 5%)
) pienin havainto y(;y = min(y1,...,¥n)
) suurin havainto y,y = max(yi,...,Yn)

f) jarjestystunnusluku (y(l), . ,y(n)) eli havainnot g; suuruusjérjestyksessa.

Yleensé tunnusluvun dimensio on pienempi kuin n; edelld ndin on lukuunottamatta
f-esimerkkid. Tunnuslukujen avulla voidaan siis tiivistda aineistoa tai toisaalta tuoda
esiin sen keskeisié piirteita. Liséksi jokainen tunnusluku ¢ osittaa kaikkien mahdollisten
aineistojen avaruuden erillisiin osiin: aineistot y ja gy’ kuuluvat samaan osaan jos
ja vain jos t(y) = t(y’) — aineistot y ja y’ siis ikddn kuin samastetaan, jos niitd
katsellaan kyseisen tunnusluvun ”14pi”. Esimerkiksi y = (1,1,1) ja ¢y’ = (1,2,0) ovat
eri aineistoja, mutta otoskeskiarvon mielessi ne ovat samanarvoisia, koska 7 =7’ = 1.

4.1.2 Tyhjentavan tunnusluvun maaritelma ja tulkinta. Siirrytddn nyt parametrisen
tilastollisen paédttelyn asetelmaan. Ajatellaan, ettd aineisto y on satunnaisvektorin
Y toteutunut arvo, ja spesifioidaan tilastollinen malli eli yptf/ytf fy (y;0). Talloin
jokaista tunnuslukua t = t(y) vastaa satunnaismuuttuja tai -vektori T' = ¢(Y"), jota
myos nimitetdan tunnusluvuksi.

Kuten ennenkin on todettu, tilastollisen paéttelyn tavoitteena on tehdé paidtelmié
parametrista @ aineiston perusteella. Herdad kysymys: Voidaanko padtelmat perustaa
johonkin tunnuslukuun ¢ = ¢(y) koko aineiston y sijasta? Mitd tunnusluvulta tulee
vaatia, jotta nadin meneteltidessé ei hukata parametrin 8 kannalta relevanttia infor-
maatiota? Tyhjentdvin tunnusluvun késite on syntynyt néistd pohdinnoista. Se on
téarked ja syvallinen késite padttelyn teoriassa, mutta talla kurssilla aihetta kasitelladn
varsin suppeasti.

Matemaattinen madritelmé on seuraava: Tunnusluku 7' = ¢(Y’) on parametrin 0
tyhjentdvd tunnusluku, jos satunnaisvektorin Y ehdollinen jakauma ehdolla T =t ei
koskaan riipu 6:sta eli kéiytdnnossé ehdollisen yptf/ytfm fyr(ylt; 0) lauseke ei itse
asiassa sisillad 0:aa.

49
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Tulkinnallisesti tAmén voi ymmaértida seuraavasti: Jos aineistosta y tiedetdén sen
verran, ettd tunnusluvun £(y) arvo on ¢, niin aineiston tarkempi tuntemus ei enéé
tuo mitdan lisdinformaatiota parametrista 6, koska vastaava satunnaismekanismi eli
Y :n ehdollinen jakauma ehdolla ¢(Y) = ¢ on 6:sta riippumaton.

Sanaa "informaatio” on edelld kaytetty sen yleiskielisessd merkityksessd. Tunnus-
luvun tyhjentdvyys on kuitenkin mahdollista luonnehtia myos eksaktisti Fisherin
informaation avulla. Tietyt sadnnollisyysehdot olettamalla voidaan nimittédin osoittaa,
ettd mitd tahansa tunnuslukua T = ¢(Y) vastaavan mallin fr Fisherin informaatio
on aina pienempi tai yhté suuri kuin koko aineiston mallin fy ja ettd yhtdsuuruus pé-
tee tdsmaélleen silloin kun T on tyhjentavé. Sivuutamme tdmén tuloksen todistuksen
(ks. kuitenkin teht. 4.7).

Yleenséa pyrkimyksend on 16ytéaé tyhjentdva tunnusluku, jonka dimensio on mahdol-
lisimman pieni, eli tiivistdd aineistoa mahdollisimman paljon menettamétté paattelyn
kannalta relevanttia informaatiota. Tdmén matemaattinen formulointi johtaa ns. mi-
nimaalisen tyhjentivin tunnusluvun késitteeseen, jonka kéasittely talld kurssilla sivuu-
tetaan. Tasséd yhteydesséd on syytd huomata, ettd aineisto Y itse on aina tyhjentavé
tunnusluku (mieti miksi). Siiné tapauksessa, ettd malli muodostuu riippumattomista
samoin jakautuneista havainnoista — kuten télla kurssilla useimmissa esimerkeissé
on —, my6s jéarjestystunnusluku (Y{y),...,Y(,)) on tyhjentévi (ks. teht. 4.6). Nait
tunnuslukuja kutsutaan triviaaleikst tyhjentéaviksi tunnusluvuiksi.

4.1.3 Esimerkki: toistokoemalli. Palataan kohdan 1.2.1 hehkulamppuesimerkkiin.
Siin& aineisto oli y = (y1,...,Yn), jossa
{0, jos i:s lamppu on ehja,
Yi =

1, jos 4:s lamppu on rikki.

Vastaavat satunnaismuuttujat olivat Yi,...,Y, ~ B(#) 1L, jossa 6 on rikkindisten
suhteellinen osuus perusjoukossa. Tilastollisen mallin spesifioi yptf

Fy(y: 0) = 022V (1 — )2

Tarkastellaan tunnuslukua K = >, Y;, joka kertoo rikkindisten lamppujen luku-
médran otoksessa. Osoitetaan, ettd se on tyhjentava.
Kuten kohdassa 2.1.5 todettiin, K ~ Bin(n, ), jolloin siis K :n ptf on

frc(k;0) = (Z) 6 (1 —0)"*.

Muodostetaan ehdollinen ptf
. P{Y =y K=k}

Selviisti P{Y =y, K =k} =0 jos > y; # k. Siis fy|x(y|k;0) = 0 téll6in. Oletetaan,
ettd Y y; = k. Télloin tapahtuma {Y = y} siséltyy tapahtumaan {K = k}, joten

CP{Y =y} 01—y 1

CP{K=ky (- F T ()

Ty i (ylk; 0)

Koska lopputulos ei riipu 6:sta, K on parametrin 6 tyhjentdva tunnusluku.
Huomaa, etté siirtyminen koko aineistosta y tunnuslukuun k£ = >_ y; hukkaa tiedon
siitd, missa jarjestyksessa ehjat ja rikkindiset lamput ovat otokseen tulleet. Mutta
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intuitiivisestikin on selvad, ettd télla ei ole merkitystd parametria 6 koskevien pééatel-
mien kannalta vaan rikkindisten lukumééré otoksessa sisdltdd kaiken informaation
0:sta.

4.2 Faktorointikriteeri

4.2.1 Faktorointikriteeri tyhjentavyydelle. Kuten edellinen esimerkki osoittaa, suo-
raan méaaritelmén perusteella on varsin hankalaa ja tyolasta 10ytad tyhjentéavid tun-
nuslukuja yksinkertaisissakaan malleissa. Kdytdnnon tehtavissa on paljon kidtevampéaé
kayttda seuraavaa, faktorointikriteeriksi kutsuttua lausetta. Tarkastellaan jélleen mal-
lia fy(y;@), jonka parametriavaruus on €.

Lause. Tunnusluku T = t(Y') on parametrin 0 tyhjentivd tunnusluku jos ja vain
jos yptf/ytf fy(y;0) voidaan kirjoittaa muodossa

fr (y;0) = h(y)g(t(y); 0)
kaikilla y ja 0 € Q).

Oleellista téssa on se, ettéd tekijd h(y) ei riipu lainkaan mallin parametrista ja
ettd tekijd g(t(y);O) riippuu aineistosta y vain tunnusluvun ¢(y) vélitykselld. Koska
mallin uskottavuusfunktion saattoi kertoa tai jakaa milld tahansa (positiivisella)
vain aineistosta riippuvalla vakiolla, voidaan faktorointikriteeri lausua myos néin:
tunnusluku 7' = ¢(Y") on tyhjentiva jos ja vain jos mallin uskottavuusfunktio voidaan
valita siten, ettd se riippuu aineistosta vain ¢(y):n vilitykselld. Sama péatee tietysti
my0s log-uskottavuusfunktion suhteen.

Faktorointikriteerin todistusta tarkastellaan vasta esimerkkien jalkeen.

4.2.2 Esimerkki: toistokoemalli. Esimerkissi 4.1.3 tunnusluvun k = > y; tyhjenté-
vyys nédhdéén faktorointikriteerin avulla suoraan siité, ettd mallin yptf fy(y;0) =
02 Yi(1 — 9)”_2% riippuu aineistosta vain sen valityksella.

4.2.3 Esimerkki: normaalimalli. Olkoot Yj,...,Y; ~ N(u,0?) 1. Kohdassa 2.1.4
todettiin, ettd tdméan mallin uskottavuusfunktio voidaan saattaa muotoon

(n—1)s* +n(y—p)?
202 }’

Ll o) = (03) "/ exp -
jossa 7 on otoskeskiarvo ja s otosvarianssi. Siten (7, 32) on parametrin (u,aQ)
tyhjentévéd tunnusluku. Toinen vaihtoehto olisi pari (37— ; yi, > iy yf) .

Siind tapauksessa, ettd varianssi on tunnettu luku o? = 62 > 0, saatiin uskotta-

vuusfunktiolle lauseke )
n(y — p)
SRR RLET )
203

joka riippuu aineistosta vain otoskeskiarvon 7 kautta. Talldin siis 3§ on parametrin
tyhjentava tunnusluku. Mielenkiintoista on, ettd normaalimallin tapauksessa voidaan
16ytéa tyhjentavéd tunnusluku, jonka dimensio on sama kuin mallin parametrin. Tamé&
ilmio toteutuu myds tavallisen normaalijakaumaoletukseen perustuvan regressiomallin
kohdalla (ks. teht. 4.4). Yleensd malleilla ei téllaista ominaisuutta suinkaan ole.
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4.2.4 Esimerkki: Cauchy-jakauma. Cauchy-jakaumaksi kutsutaan jatkuvaa jakau-
maa, jonka tiheysfunktio on

fly;0) = !

1
T 1+ (y—0)%

ja jossa 6 on reaalinen parametri. Muodoltaan se muistuttaa varsin paljon N(6,1)-
jakaumaa. Jos Yi,...,Y, on riippumaton otos tistd jakaumasta, voidaan osoittaa,
ettd ndin muodostuvalla mallilla ei ole mitaén ei-triviaalia tyhjentdvaa tunnuslukua
vaan jarjestystunnusluku on ”tiivistetyin” mahdollinen (eli minimaalinen) tyhjentévé
tunnusluku.

y € R,

4.2.5 Eksponenttiperheen mallit. Malli fy (y;0) (eli yptf/ytf) kuuluu d-ulotteiseen
eksponenttiperheeseen, mikali se on muotoa

d
(4.1) fy (4:60) = c(O)h(y) exp{z ¢j<e>tj<y>},
j=1

jossa parametri @ on d-ulotteinen. Mallin voi uudelleenparametroida myés vektorin
($1(0),...,¢4(0)) avulla (ks. teht. 2.20); se on mallin luonnollinen parametri. Fakto-
rointikriteerin perusteella talld mallilla on tyhjentévd tunnusluku (¢1(y),. .., ta(y)).

Jos Y1,...,Y, on riippumaton otos jakaumasta, jonka ptf/tf on muotoa (4.1), eli
kullakin Y; on ptf/tf

d
£(4:6) = c(O)hly) exp{ Y- 05(0)t5(0) .
j=1

niin syntyvian mallin yptf/ytf on

fy (:6) = izﬁlf@i; 0) = c<0>”<ﬁ o) exp{jz: 05(0) (; uw) )

joka edelleen on tyyppié (4.1). Eksponenttiperheeseen kuuluvalla mallilla on siis se
miellyttdvd ominaisuus, ettd havaintojen lukumaéérasta n riippumatta silld on tyhjen-
tava tunnusluku, jonka dimensio on sama kuin mallin parametrin. Voidaan kdantéaen
osoittaa, ettd erdin poikkeuksin téllainen ominaisuus on vain eksponenttiperheeseen
kuuluvilla malleilla. Eksponenttiperhe sisidltdd mm. Bernoulli-, binomi-, Poisson-,
normaali-, gamma- ja eksponenttijakaumat.

4.2.6 Faktorointikriteerin perustelu. Téissd késitellidn vain diskreetti tapaus; jat-
kuva tapaus on vaikeampi ja sivuutetaan.
Oletetaan, ettd tunnusluku 7' = ¢(Y) on tyhjentévd. Kirjoitetaan

fr(y;0) = Po{Y =y}
=P{Y =y, T =t(y)}
= Po{T = t(y)} Pp{Y =y |T = t(y)}.
Koska T on tyhjentavé, niin jalkimmaéinen tekija ei riipu 6:sta. Toisaalta tekija
Po{T = t(y)} riippuu y:sta vain t(y):n kautta. Siten edelld on saatu vaaditunlainen

faktorisaatio.
Oletetaan kdantden, etté faktorisaatio

fy(y;0) = h(y)g(t(y); 0)



Harjoitustehtavia 53

pétee, ja osoitetaan, ettd T' = t(Y') on tyhjentavd. Lahdetdan ehdollisen pistetoden-
nékoisyyden méaaritelmasta
PQ{Y =Y, T= t}

Pp{T =t}

fyir(ylt; 0) =

Jos t # t(y), niin osoittajassa oleva tapahtuma on mahdoton ja siten fy 7 (y[t; 0) = 0.
Oletetaan, ettd t = t(y), ja merkitdan Ay = {y' : t(y') =t} . Nyt {Y =y} C {T =t}
ja{T =t} = Uyea, {Y =y'}, joten
Po{Y =y}
Po{T =t}
fy(y;6)
Yyea, [y (Y 0)
__ hy)g(t;0)
 Yyea, (y)g(t;0)
)
- Xyea My

Koska tdma ei riipu 0:sta, niin T' on tyhjentéva.

fyir(ylt; 0) =

Harjoitustehtavia

4.1. Olkoot Yi....,Y, ~ Exzp(\) L. Osoita, etti otoskeskiarvo Y on parametrin \ tyhjentivi
tunnusluku.

4.2. Olkoot Yi,...,Y, ~ P(u) 1. Johda parametrille 4 reaalinen tyhjentavd tunnusluku.

4.3. Olkoot Yi,...,Y; ~ Tas(0,0) 1. Osoita, ettd suurin havainto Y{,) on parametrin ¢
tyhjentéava tunnusluku.

4.4. Tarkastellaan yhden selittdjin regressiomallia Yi,...,Y, I, Y; ~ N(a + Bz;,0?%), jossa
parametri on (a, 3,02). Niyti, ettd tunnusluku (Z?:l YR i Dy y1x7) on tyhjentavé.

4.5. Olkoon fy(y;0) tilastollinen malli, jonka parametrilla on yksikésitteinen suurimman
uskottavuuden estimaatti 6. Oletetaan, ettd T = ¢(Y) on tyhjentdvd tunnusluku. Jarkeile,
ettd @ riippuu aineistosta y vain tunnusluvun ¢(y) vélityksella.

4.6. Olkoon Yi,...,Y, riippumaton otos jakaumasta, jonka ptf/tf on f(y;0). Paéttele esim.
faktorointikriteerin avulla, ettd jarjestystunnusluku (Y(l), ceey Y(n)) on aina tyhjentava.

4.7. Olkoot Y7,...,Y, ~ Ezp()\) L. Tehtdvan 4.1 perusteella T'=7Y; + --- + Y, on mallin
parametrin A tyhjentdva tunnusluku. Ilmoita T:n tiheysfunktio fr ja laske siitd Fisherin
informaatio ir(\). Vertaa sitd koko aineistoa vastaavasta mallista fy laskettuun Fisherin
informaatioon iy (A). Mitd huomaat?

Vihje. Todennékoisyyslaskennassa on kerrottu, ettd T~ G(n, \).



5 Hypoteesien testaaminen

5.1 Johdanto

Tilastolliset testit ovat kaytetyimpia tilastollisen paéttelyn menetelmié. Niiden avulla
pyritddn ottamaan kantaa vaitteisiin eli hypoteeseihin, jotka koskevat tutkittavaa sa-
tunnaisilmiota. Testit tulevat kayttoon esimerkiksi silloin, kun tilastollisten aineistojen
valossa etsitddn vastausta seuraavanlaisiin kysymyksiin: Onko tutkittava lantti harha-
ton? Onko tietyntyyppisen sidhkolaitteen keskiméardinen kestoika yli 100 vuorokautta?
Ehkéiseeké C-vitamiini flunssaan sairastumista?

5.1.1 Esimerkki. Hehkulamppujen valmistaja viittdé, ettd tuotetuista lampuista
korkeintaan 1 % on rikki. Vaitteen todenperéisyyden selvittdmiseksi poimitaan sadan
lampun satunnaisotos. Havaitaan, ettd tdssd otoksessa on k = 3 rikkindistd lamppua.
Miten valmistajan véitteeseen tulisi tdmén havainnon valossa suhtautua? Kumpi on
luontevampi selitys havainnolle:

a) Valmistaja puhuu totta, mutta sattuma teki kiusaa ja tuotti tarkasteltuun
otokseen keskiméaaraistd enemman rikkindisia lamppuja.

b) Valmistajan véite ei pidd paikkaansa, vaan rikkindisi& on tuotannossa enemmaéan
kuin 1 %.

Jotta kysymystéd voitaisiin tarkastella tilastollisesti, formuloidaan koeasetelmaa
kuvaava malli. Jos satunnaismuuttuja K ilmoittaa rikkindisten lamppujen lukuméaréan
sadan lampun otoksessa, niin K ~ Bin(100,0), jossa 6 € (0,1) on rikkindisten
suhteellinen osuus koko tuotannossa. Siis K :n pistetodennékoisyydet ovat

1
Py{K =k} = ( ZO> 0k (1 — §)100-F, k=0,1,...,100.

Valmistajan véite on, ettd # < (0.01. Taman kannalta kriittisid ovat ilmeisestikin ne
tapaukset, joissa K :n saama arvo on "suuri” (selvisti suurempi kuin 1).

Kuinka kriittinen nyt saatu havainto k = 3 on valmistajan véitteen kannalta?
Arvioidaan tatd kysymysté laskemalla havaittuun tapahtumaan liittyvid todennékoi-
syyksia a-selityksen vallitessa. Jos valmistajan véiite patee, todennékoisyys sille, etté
otoksessa on ainakin kolme rikkinéistd lamppua, on Py{K > 3}, jossa € < 0.01. Ta&ma
on ilmeisesti suurimmillaan silloin, kun 6 = 0.01, jolloin

Pyoi{K >3} =1—FPyo1{K <2}
=1-0.99'% _100-0.01-0.99% — 4950 - 0.012 - 0.99”®
~ 0.08.
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Toistetun aineistonkeruun (otannan) kannalta ajateltuna tdmé merkitsee sité, etta
valmistajan véitteen patiessi noin 8 %:ssa otoksista on yhté paljon tai enemmén rikki-
néisia lamppuja kuin siiné otoksessa, joka nyt on saatu. Vaihtoehdon a mahdollisuus
ei siis ole suuri mutta kylldkin otettava huomioon.

Lopputulokseksi jadnee, ettd otoksen perusteella valmistajan véitettd on syyta
hieman epdilld mutta sita ei kuitenkaan voi tdysin tyrméta. Jos sen sijaan olisi havaittu
otoksessa peréti k = 5 rikkindista lamppua, olisi voitu laskea Py oi{K > 5} ~ 0.003
ja jarkeilla, ettd jos valmistajan viite péatee, ndin paljon tai enemmén rikkinaisia
lamppuja esiintyisi otoksessa vain noin 0.3 %:n todennakoisyydella. Viite vaikuttaisi
siis varsin epduskottavalta ja voitaisiin hylata.

5.1.2 Testin vaiheet yleisesti. Oletetaan tuttuun tapaan, ettd tarkasteltavaa satun-
naisilmi6td on paddytty kuvaamaan jollakin parametrisella tilastollisella mallilla. Tal-
16in testausasetelman muotoilu ja testin suorittaminen kaytannossa kasittda karkeasti
ottaen seuraavat nelja vaihetta, joiden olemukseen téssd luvussa tutustutaan:

1. Asetetaan nollahypoteesi Hy ja mahdollisesti vastahypoteesi Hj .
2. Valitaan kaytettava testisuure.

3. Lasketaan havaittua aineistoa vastaava testisuureen arvo seké havaittu merkit-
sevyystaso eli p-arvo.

4. Tehdéan johtopaatokset.

Esimerkissé 5.1.1 oli nollahypoteesina Hp: 8 < 0.01 ja vastahypoteesina Hi: 6 > 0.01.
Testisuureena kaytettiin rikkindisten lamppujen lukuméaria k, jonka havaittu arvo
oli 3 (tai vastaavasti 5). Havaituksi merkitsevyystasoksi saatiin likimain 0.08 (tai
vastaavasti 0.003).

5.2 Peruskasitteet ja testin suorittaminen

Tarkastellaan yleistd parametrista mallia fy (y; @), jonka parametriavaruus on Q.

5.2.1 Hypoteesit ja kysymyksenasettelu. Hypoteesilla tarkoitetaan mitd tahansa
viitettd, joka koskee mallin parametria ja voidaan kirjoittaa muotoon 6 € ', jossa
' on jokin Q:n epatyhji osajoukko. Se siis lausuu, ettd todellinen parametriarvo
kuuluu tiettyyn parametriavaruuden osajoukkoon . Hypoteesi on yksinkertainen,
jos € sisdltaa vain yhden pisteen; muuten hypoteesi on yhdistetty.

Testausasetelman méarittelyn lahtokohtana on nollahypoteesi Hy, jonka mukaan
0 kuuluu Q:n osajoukkoon 2y. Tatd merkitdan lyhyesti

Hy: 6 € Q.

Testaamisen ensisijaisena tavoitteena on arvioida havaitun aineiston y valossa nollahy-
poteesin paikkansapitdvyyttd: Onko aineisto sopusoinnussa nollahypoteesin kanssa vai
saattaako se sen epéilyksenalaiseksi? Jos saattaa, niin kuinka voimakkaasti? Joissakin
sovellustilanteissa on suorastaan tehtéva kategorinen pddtos: nollahypoteesi joko hy-
vdksytdadn tai hyldtddn. Tahan padtoksentekoon liittyy aina erehtymisen riski, ja riskin
suuruuden arviointi on olennainen osa testausmenettelyn valintaa seka testin tulosten
raportointia. Yleensé nollahypoteesi edustaa (nimensd mukaisesti) jossain mielessé
neutraalia tai oletusarvoista asiaintilaa, joten erityisesti sen virheellistd hylkaamista
halutaan varoa.
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Monesti muotoillaan nollahypoteesin Hy rinnalle myos vaihtoehtoinen hypoteesi eli
vastahypoteesi Hyp, jonka mukaan 6 kuuluu §2:n osajoukkoon €, siis lyhyesti

Hy: 0 ¢ Ql.

Joukosta €21 oletetaan aina, etta se ei leikkaa €2:aa, ja usein patee myos QoUQ; = .
Jos vastahypoteesi on asetettu, testauksen tavoitteena on arvioida erityisesti sité,
tukisiko aineisto Hy:n sijasta pikemminkin hypoteesia H;. Vastahypoteesin asettami-
nen merkitsee siis jonkinlaista kannanottoa siihen, mitd parametrin 6 ajatellaan tai
toivotaan toteuttavan siina tapauksessa, ettd nollahypoteesi osoittautuu epéilyksen-
alaiseksi. T&ll6in nollahypoteesin hylkddminen merkitsee aina samalla vastahypoteesin
H; hyviksymista.

5.2.2 Testisuure. Testaaminen eli nollahypoteesin paikkansapitdvyyden arviointi
perustuu siis mallista havaitun aineiston tarkasteluun. On tavalla tai toisella kyettéva
mittaamaan nollahypoteesin ja aineiston vélistd yhteensopivuutta. Téhan tarkoitukseen
kéytetddn tavallisesti jotakin testisuuretta. Testisuureella tarkoitetaan aineistosta
laskettavaa reaaliarvoista tunnuslukua ¢ = t(y), jolla on seuraavanlainen monotoni-
suusominaisuus: pienet t:n arvot viittaavat siihen, ettd aineisto on sopusoinnussa
Hy:n kanssa, kun taas suuret arvot merkitsevit, ettd aineisto todistaa Hjy:aa vastaan
ja tukee Hj:téd, jos tdmé on asetettu.

Monotonisuusominaisuudella voi olla eri tilanteissa vaihtoehtoisia muotoja. Joskus
t:n pienet arvot viittaavat ristiriitaan ja suuret yhteensopivuuteen Hy:n kanssa. Ns.
kaksisuuntaisissa (tai -puolisissa) testausasetelmissa kiinnitetdén yleensid huomiota
t:n poikkeamaan |t — to| jostakin "vertailuarvosta” ¢o: suuri poikkeama merkitsee,
ettd aineisto on ristiriidassa nollahypoteesin kanssa. Namé tilanteet voidaan tietysti
haluttaessa palauttaa yllé esiteltyyn standardiasetelmaan korvaamalla ¢ suureella
—t tai vastaavasti suureella |t — tg|. Testisuureen arvojen oikea tulkinta selvidd aina
asiayhteydesta.

Kaytettivin testisuureen valinta ei useinkaan ole suoraviivaista, ja siihen liittyykin
suuri osa testauksen problematiikasta seké teoriasta. Valintaan vaikuttavat ainakin
malli, nollahypoteesi Hy ja mahdollinen vastahypoteesi H; eli se, millaisia poikkeamia
nollahypoteesista halutaan erityisesti paljastaa. Lukuisiin tavanomaisiin testausasetel-
miin liittyvia vakiintuneita testisuureita esitelldan tilastollisia malleja ja menetelmié
kasittelevissa kirjallisuudessa. On my0Os olemassa tiettyjé kriteerejé, joilla verrata eri
testisuureiden hyvyyttd annetussa testausasetelmassa. Naita kasitellaan pykéalassa
5.5. Mallin uskottavuusfunktion avulla ja asymptoottiseen teoriaan turvautumalla
on lisdksi mahdollista konstruoida joitakin varsin yleispdtevia testisuureita, kuten
pykélissd 5.6 ja 5.7 tullaan ndkeméan.

5.2.3 Havaittu merkitsevyystaso. Oletetaan, ettd testaaminen on péadtetty perustaa
testisuureeseen t, jonka suuret arvot ovat nollahypoteesille Hy kriittisid. Olkoon
T = t(Y) sitd vastaava satunnaismuuttuja, ja olkoon y havaittu aineisto. Talloin
voidaan laskea testin p-arvo eli havaittu merkitsevyystaso p, johon testin seurauksena
tehtévat johtopadtokset perustuvat. Silla tarkoitetaan todennékoisyytta

p=p(y) = Po{T > t(y)}, 0 € Qo,

jos Hy on yksinkertainen tai jos tdmé todennékoisyys on sama kaikilla 8 € Qg, ja
yleisemmin lukua

p=p(y) = sup Po{T > t(y)}.
0cQo
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Kyseessd on siis nollahypoteesin péatiessd laskettu yldraja sille todennakoisyydelle,
tai yksinkertaisessa tapauksessa itse todennékéisyys, ettd satunnaismuuttuja T saa
arvon, joka on yhta suuri tai suurempi kuin nyt havaittu arvo t(y).

Pieni p-arvo merkitsee, etté nollahypoteesin patiessé on epdtodennikoista saada
aineistoja, jotka olisivat yhté huonosti tai vield huonommin sopusoinnussa Hy:n kanssa
kuin se aineisto, joka nyt on havaittu. Talloin siis aineisto todistaa Hj:aa vastaan
ja Hy voidaan asettaa epdilyksenalaiseksi, jopa hylata. Mikali p-arvo ei ole kovin
pieni, aineisto nayttda olevan sopusoinnussa Hj:n kanssa, joten Hy hyvaksytadn. Mita
"pieni” téssa yhteydesséd tarkoittaa ja miten p-arvot yleensé on tulkittava, pohditaan
enemman seuraavassa pykaléassa.

Kuten maéaritelmastéd huomataan, p-arvon laskeminen edellyttia sitd, ettéd testi-
suuretta vastaavan satunnaismuuttujan 7' jakauma hallitaan ainakin kaikilla nollahy-
poteesiarvoilla @ € . Tadhénkin seikkaan taytyy kiinnittdd huomiota testisuuretta
valittaessa: on tietysti eduksi, jos testisuureen jakauma on hyvin tunnettu ja kenties
jopa sama kaikilla 8 € . Kéytdnnossd p-arvon laskennassa joudutaan kuitenkin
usein turvautumaan approksimatiivisista jakaumatuloksista saataviin likiarvoihin.

5.2.4 Esimerkki: lantin harhattomuus. Halutaan tutkia, onko lantti harhaton. Ol-
koon kruunun todennékéisyys tuntematon 6. Nollahypoteesi véittad, ettd lantti on
harhaton, ts. Hy: 0 = % Tamaé on yksinkertainen hypoteesi. Tutkitaan sen todenperai-
syytta heittamalld tuhat heittoa. Jos K on kruunujen lukuméaré satunnaismuuttujana,
niin K ~ Bin(1000, 0) ja erityisesti Hy:n péatiessd K ~ Bin(1000, %)

Oletetaan, ettéd suoritetussa heittosarjassa havaitaan k kruunua. Koska Ep,(K) =
500, on ilmeisté, ettd nollahypoteesin kannalta kriittisid ovat havainnot, joissa poikkea-
ma |k—>500]| on suuri eli joissa k on selvisti alle 500 tai selvésti yli 500. Kyseessd on siis
kaksisuuntainen testausasetelma. Havaitun merkitsevyystason eli p-arvon méaritelma
on talldin

p = Py {| K — 500] > [k — 500]}
= Py, {K <500 — |k —500|} + P, {K > 500 + |k — 500]}.

Alaindeksi H viittaa siihen, ettd todennéikoisyydet on laskettava nollahypoteesin pé-
tiessd eli parametriarvolla 6 = % Numeerinen esimerkki tésté tilanteesta on tehtéavéssa
9.2.

5.3 Havaitun merkitsevyystason tulkinnasta

5.3.1 P-arvo on tunnusluku. Miéiritelménsé perusteella testin p-arvo on aineistosta
laskettu tunnusluku p = p(y). Se mittaa aineiston ja nollahypoteesin vélista yhteen-
sopivuutta asteikolla [0, 1]. Useimmissa sovellustilanteissa on jarkevinta raportoida
testin lopputuloksena saatu p-arvo likimaaraisesti ja tulkita sanallisesti sen merkitysté.
Tulkintaan voidaan antaa esimerkiksi seuraavat nyrkkisadnnot:

D Tulkinta

> 0.1 aineisto on (kohtuullisessa) sopusoinnussa Hp:n kanssa
~ 0.05 aineisto todistaa lievisti Hy:aa vastaan
< 0.01 aineisto todistaa voimakkaasti Hy:aa vastaan
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5.3.2 P&atosteoreettinen lahestymistapa. Joissakin sovelluksissa on tarpeen tehdé
havaitun aineiston perusteella selked padtos: joko Hy hyvaksytadn tai se hyldtaan
ja mahdollinen vastahypoteesi H; hyviksytdan. Télloin menetellddn seuraavasti:
Kiinnitetdan jo ennalta jokin luku « € (0,1), jota kutsutaan merkitsevyystasoksi.
Lasketaan aineistosta p-arvo p = p(y) ja verrataan sitd valittuun merkitsevyystasoon:
jos p > «, niin Hy hyvéksytdan, ja jos taas p < a, niin Hy hyldtdan ja mahdollinen
H, hyvaksytaén.

Perinteisesti merkitsevyystasona a on kaytetty jotakin ns. tavanomaisista merkitse-
vyystasoista 0.05, 0.01 ja 0.001. Jos Hg hylatdan jollakin naisté, on tapana sanoa, etté
aineiston osoittama poikkeama nollahypoteesista on vastaavasti tilastollisesti melkein
merkitsevd, merkitsevd tai erittdin merkitsevd.

Tilastollisen testin lopputuloksena tehtava péaatos nollahypoteesin hyviaksymisesta
tai hylkadmisestd ei juuri koskaan merkitse sitd, ettd tdmé hypoteesi olisi "todistettu”
oikeaksi tai vadraksi jossain loogisesti sitovassa tai matemaattisessa mielessd. Kyseessé
on vain hypoteesin tilastollinen punninta, johon aina liittyy virheen mahdollisuus.
Virheiden esiintymisté ja niistd kéytettdvid nimityksia voi kuvata seuraavan taulukon
avulla:

Todellisuus P&aatos

Hyvaksytadan Hy  Hylatdan Hy

Hy tosi oikea paatos hylkddmisvirhe’
Hy epétosi hyviksymisvirhe oikea pa&tos

Kaytettava merkitsevyystaso a on aina yléraja hylkdamisvirheen riskille eli todenné-
koisyydelle. P-arvon maéritelmésta nimittain johtuu, ettd Hp:n patiessd tapahtuman
{p(Y) < a} todennikéisyys on korkeintaan «.* Testauksen luonteeseen kuuluu, etté
tamé halutaan pitdéd varsin pienend (esim. jonakin tavanomaisista merkitsevyystasois-
ta); Hy siis hylataan vain jos aineisto todistaa kyllin voimakkaasti sitd vastaan. Siten
Hy:n hyviksyminen merkitsee tosiasiallisesti yleensé vain sité, ettd riittavad nayttod
sen hylkdamiseksi ei ole saatu. Téasta syysta jotkut tilastotieteilijat pitdvat parempana
sanoa, ettd Hy "jad voimaan” kuin ettd se "hyvaksytaan”.

Koska merkitsevyystaso eli hylkd&dmisvirheen riski on etukateen kiinnitetty, on
luonnollista pyrkié valitsemaan kaytettéva testausmenetelmé eli testisuure siten, etté
hyviaksymisvirheen riski olisi mahdollisimman pieni. Tata kysymysta tarkastellaan
pykélassa 5.5 alla.

soveltajat ajattelevat joskus virheellisesti, ettd p-arvo olisi todenndkoisyys sille, etta
nollahypoteesi on tosi eli 8 € . Frekventistisessé padttelyssa (ks. 1.4) ei koskaan
voida liittdd todennédkoisyyslausumia hypoteesiin tai muutenkaan mallin parametriin

1 Kirjallisuudessa hylkdadmisvirhettd on perinteisesti kutsuttu "I lajin virheeksi” ja hyvéksymis-
virhettd ”II lajin virheeksi”.

1 Tarkka perustelu: Oletetaan, ettd T = t(Y) on kiytettdvd testisuure. Kiinnitetdan 6 € Q.
Olkoon A niiden t € R joukko, joille Po{T >t} < «. Koska téssi esiintyvd todennikoisyys on ¢:n
funktiona vahenevi, niin A on oikealta rajoittamaton vili, ts. a) A = [to, 00) taib) A = (to, ), jossa
to € R. Kummassakin tapauksessa on Pp{T € A} < «. Tapauksessa a timé johtuu siité, ettd to € A.
Tapauksessa b A:n méaritelmistéd seuraa, ettd Po{T >t} < « kaikilla ¢t > to, jolloin rajankdynnilla
t — to+ saadaan Po{T € A} = Po{T > to} < . Lopuksi todetaan, ettd jos p(y) < «, niin p-arvon
madritelméin nojalla t(y) € A. Siten Po{p(Y) < a} < Po{T € A} < .
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suoraan. P-arvo on kylld méaritelménsid mukaan erds todennédkoisyys, tai yleisemmin
erdiden todennékoisyyksien pienin yldraja, mutta tdmé todennédkdisyys viittaa testi-
suureeseen ja sitd kautta aineistoon, ja se on ymmérrettava toistetun aineistonkeruun
mielessé.

Kiteyttden: pieni p-arvo ei tarkoita, ettd nollahypoteesi olisi "epatodennikéinen”
vaan ettd on saatu sellainen aineisto, joka on nollahypoteesin pétiessa epatodennakdi-
nen.

5.3.4 Valintakorjaus. Tilastollisissa tutkimuksissa tapaa toisinaan menettelyé, jossa
samaa tai samantapaisia nollahypoteeseja testataan usealla eri testilld ja raportoi-
daan saaduista p-arvoista pienin eli tilastollisesti merkitsevin. Jos se on pienempi
kuin esimerkiksi jokin tavanomaisista merkitsevyystasoista, paatelladn sitten, ettéa
tutkittavaan ilmiéon liittyy jokin mielenkiintoinen riippuvuus tai muu piirre. Sa-
masta menettelystd on implisiittisesti kyse silloin, kun aineistosta etsimall etsitéén,
vaikkapa graafisten menetelmien avulla, epatavalliselta nédyttavid, “ei-satunnaisia”
piirteita ja sitten varta vasten valituilla testeillé ”osoitetaan”, ettd ne ovat tilastollisesti
merkitsevia.

Meneteltdessa ylla kuvatulla tavalla unohdetaan, etta jokainen aineisto on omalla
tavallaan ainutkertainen ja varmasti sisaltad jotain ”poikkeuksellista” jo pelkastédan
sattuman oikusta. Esimerkiksi on yleensa téysin mahdollista 16ytd4 aineistosta jokin
sellainen osa-aineisto, johon sovellettuna tietty testi tuottaa tilastollisesti merkitsevin
p-arvon, vaikka koko aineiston testi ei sellaista tuotakaan.

Tilastollisesti patevd menettelytapa on, ettd ennen aineistoon tutustumista tai jopa
ennen sen keruuta padtetddn, millaisia hypoteeseja halutaan tutkia ja mita testeja
tdhén tarkoitukseen kéytetdan. Mikali samaa nollahypoteesia testataan useammalla
testilld ja valitaan saaduista p-arvoista pienin, tdhan on tehtéva ns. valintakorjaus,
jota kuvataan seuraavassa.

Oletetaan, ettd nollahypoteesin Hy: 6 € €y testaamiseksi suoritetaan k eri testié,
joiden p-arvot ovat pj(y), j = 1,...,k. Ajatellaan néita toistetun aineistonkeruun
kannalta eli siirrytédén vastaaviin satunnaismuuttujiin P; = p;(Y’). Olkoon liséksi
@ = min(Py, ..., P;) pienin p-arvo satunnaismuuttujana, ja tutkitaan sen jakaumaa
Hy:n patiessi, erityisesti kuinka suurella todennédkéisyydella se saa pienid arvoja.

Oletetaan, ettd Hy pétee eli 8 € . Kohdassa 5.3.2 todettiin, ettd Pp{P; < p} <p
kaikilla p € (0,1). Jos testit ovat riippumattomia siind mielessa, ettd Pp,..., Py 1L,
saadaan kaikilla ¢ € (0,1) arvio

Po{Q < q} =1—Po{Q > ¢}
=1—Py{P, >q,...,P. > q}
=1—Po{P1 > q} - Po{P: > q}
<1—(1-¢g)"

Yhtésuuruus pétee, jos Po{P; < q} = ¢ kaikilla j. Jos siis pienin p-arvo on ¢, voidaan
arvioida, etté todellinen merkitsevyystaso on jopa 1 — (1 — ¢)¥. Tdma luku on aina
suurempi kuin ¢. Esimerkki: On suoritettu & = 3 riippumatonta testié, ja pienin p-arvo
on ¢ = 0.05 (melkein merkitsevi). T#llsin valintakorjattu p-arvo on 1 — 0.953 ~ 0.14,
joten Hy:n pétiessd néin pieni tai vield pienempi @ :n arvo saadaan mahdollisesti jopa
todennékoisyydelld 0.14. Nollahypoteesia tuskin voi téalla perusteella hyléta.
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Yleensa testien riippumattomuudesta ei voi olettaa mitdéan. T&ll6in voidaan kuiten-
kin arvioida vield karkeammin

Po{Q < q} = PH(O{P]’ < q}) < zk:PO{Pj <q} <kq
j=1

=1

Luku kg on siis yleispiteva ylaraja todelliselle merkitsevyystasolle silloin, kun on
suoritettu k testid ja pienin p-arvo on ollut ¢. Sitd kutsutaan Bonferroni-korjatuksi
p-arvoksi. Yo. esimerkin tapauksessa se olisi ollut 3 -0.05 = 0.15. Bonferroni-korjaus
on helpoin ja yleisimmin kéytetty tapa suorittaa valintakorjaus eli ottaa huomioon
usean testin kaytostd ja pienimmén p-arvon valinnasta aiheutuva vairistymé merkit-
sevyystasoon.

5.4 Normaalimallin perustestit

Téassa pykélassd palautetaan mieleen jo tilastotieteen johdantokursseilta tutut testit
odotusarvolle y ja varianssille o2 mallissa

(5.1) Yi,...,Y, ~ N(u,0?) AL .

5.4.1 Odotusarvon testi, kun varianssi tunnettu. Oletetaan, etti o2 = 03 > 0 on
tunnettu luku. Tarkastellaan kaksisuuntaista testausasetelmaa

(5.2) Ho: p=ypo,  Hi: p# po,

jossa o on annettu kiinted reaaliluku. Testaus on luontevaa perustaa otoskeski-
arvon § poikkeamaan pg:sta. Kaytannon kannalta mukavin muoto testisuureesta on
z = /n(y — po)/oo, silla sitd vastaava satunnaismuuttuja Z noudattaa standardi-
normaalijakaumaa Hy:n patiessa.

Nollahypoteesin Hy kannalta kriittisid ja vastahypoteesia H; tukevia ovat tapauk-
set, joissa |z| on suuri. Testin p-arvo lasketaan siis kaavalla

p = Pu{lZ] = |2[} = 2[1 = ®(|2[)],

jossa @ on standardinormaalijakauman kertyméafunktio. Koska ®(1.96) ~ 0.975,
nahdééan esimerkiksi, ettd, Hy voidaan hylata ja Hy hyviksya 5 %:n merkitsevyystasolla
silloin, kun |z| > 1.96.

Yksisuuntaisessa asetelmassa

Ho: p= o, Hy: p> po

(jossa Hj voisi olla my6s p < pg) kiinnitetddn huomiota ainoastaan 7:n poikkeamiin
1o :sta ylospéin. Siten p-arvo saadaan normaalijakauman oikeanpuoleisena hantatoden-
nékoisyytena

p=PufZ >z} =1-a().

5.4.2 Odotusarvon testi, kun varianssi kiusaparametri. Tarkastellaan mallia (5.1)
ja hypoteeseja (5.2) ilman eparealistista oletusta, ettd varianssi olisi tunnettu. Nyt
my6s Hp on yhdistetty: vastaava joukko €2y on puolisuora {(ug,0?) : 0 < 02 < co}.
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Tissi asetelmassa muuttuja Z = /n(Y — pp)/o riippuu tuntemattomasta para-
metrista o2, joten se ei ole tunnusluku eiké siis kelpaa testisuureeksi. Kaikeksi onneksi
o? voidaan korvata harhattomalla estimaattorillaan

2 1 S

§° = Y (Yi-Y)?,

n—1:4

jolloin paadytaan tarkedédn t-testisuureeseen
Y —
y
Sh/n
Nollahypoteesin pétiessé tdmé noudattaa Studentin ¢-jakaumaa, jonka vapausasteluku

on n — 1 ja joka on hyvin lihelld standardinormaalijakaumaa, kun n on suuri. Sitd
kaytetadn kuten z-testisuuretta edella.

5.4.3 Varianssin testi. Tarkastellaan mallin (5.1) puitteissa esim. hypoteeseja

Hy: o = o}, Hy: o> .
Nytkin Hy on itse asiassa yhdistetty, koska se ei méaérittele p:ta lainkaan.

On luontevaa perustaa testaus o2 :m estimaattiin eli otosvarianssiin s2, jonka suuret
arvot puhuvat Hjy:aa vastaan ja Hi:n puolesta. Koska todennékoisyyslaskennasta
tiedetdin, ettd (n —1)5%/0? ~ x2_; (x?-jakauma, jonka vapausasteluku on n — 1),
niin lopulliseksi testisuureeksi on parasta valita (n — 1)s?/0 ja testin p-arvoksi
saadaan vastaava oikeanpuoleinen hintitodenniikdisyys x2_;-jakaumasta.

5.5 Testin voima ja Neyman—Pearson-teoria

5.5.1 Kiriittiset alueet ja voimafunktio. Tarkastellaan mallia fy (y;8), jonka para-
metriavaruus on {2 ja johon liittyen on asetettu nolla- ja vastahypoteesi

(53) Hy: 6 € Qy, Hy: 0 € Q.

Lahestytadn testausta jyrkan péadtosteoreettisesti: on joko hyviksyttava Hy tai hylat-
tavé se ja hyvaksyttava Hp. Edelld kohdassa 5.3.2 selostettiin, kuinka t&lloin tehdéan
oikea padtos tai hylkdamis- tai hyvaksymisvirhe sen mukaan, pateeké Hy todellisuu-
dessa vai ei.

Olkoon « € (0,1) valittu merkitsevyystaso, esimerkiksi a = 0.05. Olkoon lisdksi ¢
kaytettava testisuure ja p siitd laskettu p-arvo. Merkitddn C, :lla niiden aineistojen y
joukkoa, joiden havaitseminen johtaa Hy:n hylkd&dmiseen, ts.

Co ={y:p(y) <o}

Tatd joukkoa kutsutaan testisuureen ¢ indusoimaksi a-tasoiseksi kriittiseksi alueeksi.
Jos Hy péatee, on Hp:n hylkd&dminen tietysti hylkdamisvirhe, ja kuten kohdassa 5.3.2
todettiin, merkitsevyystaso a on yliaraja tdmén todennékoisyydelle:

Pg{Y S Ca} = Pg(H() hyléitéiin) < q, 0 € Q.

Toista virhelajia eli hyviksymisvirhettd on mukavinta l&hestya testin voiman kéasit-
teen avulla. Edella kuvatussa asetelmassa méaritellaan, ettd testisuureen ¢ «-tasoinen
voima tai voimafunktio on

7a(0) = Po{Y € C,} = Py(H, hylitian), 6 € Q.
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0 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 5.1. Testisuureen K ~ Bin(7,0) 0.1-tasoinen voima, kun Hy: 6 < 0.4
ja Hi:0>04.

Tamé merkitsee, ettd

hylk&damisvirheen todennékoisyys, kun 0 € Qg,

To(0) = {

1 — hyvéksymisvirheen todennékoisyys, kun 6 ¢ Q.

Toimittaessa valitulla merkitsevyystasolla « on siis aina 7,(0) < « joukossa €. Voi-
mafunktioon onkin aiheellista kiinnittd4 huomiota l&hinnéd vastahypoteesijoukossa 2.
Perustavoitteena on, ettd kaytettdvin testisuureen voima olisi sielld mahdollisimman
suuri eli lahelld ykkosté. Testin tulisi siis hyldta Hy mahdollisimman suurella todenné-

koisyydelld silloin kun Hi pétee. Tata tavoitetta tarkastellaan ldhemmin seuraavien
esimerkkien jalkeen.

5.5.2 Esimerkki: toistokoemalli. Tarkastellaan toistokoemallia K ~ Bin(7,6). Tes-
tattavana on Hy: 6 < 0.4 vastaan Hjp: 6 > 0.4, ja padtetddn toimia merkitsevyysta-
solla a = 0.1. Luonteva testisuure on k itse; sen suuret arvot ovat nollahypoteesille
kriittisia, ja sen pistetodennakoéisyydet ovat

Py{K =k} = (Z) oF1—-0)"%  k=0,1,...,7.

Kriittisen alueen selvittdmiseksi lasketaan oikeanpuoleisia hantdtodennékoisyyksié
Py{K > k} nollahypoteesivililld # < 0.4. Kiintedlla k téllainen todennakoisyys on
ilmeisesti suurimmillaan silloin, kun 6 = 0.4. Koska

Py4{K > 5} =0.0774 4+ 0.0172 + 0.0016 = 0.0962 < 0.1,
Py4{K >4} = 0.1935 + 0.0962 = 0.2897 > 0.1,

niahdéén, ettd kriittinen alue on {k: k > 5} = {5,6,7}. Huomaa, etti testisuureen

jakauman diskreettisyydestéd johtuen tdmén todellinen ”koko” eli hylkddmisvirheen

todennékoisyys on suurimmillaankin aidosti pienempi kuin valittu merkitsevyystaso.
Testin 0.1-tasoinen voimafunktio on nyt méaaritelmén mukaan

m01(0) = Pp{K >5} =21-0°(1—60)*> +7-65(1—0) +6".

Tamén kuvaaja on piirretty kuvaan 5.1.
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Kuva 5.2. Mallin Y3,...,Y, ~ N(u,1) 1L z-testisuureen 0.05-tasoinen voi-
mafunktio kaksisuuntaisessa testissd Hg: u = 0 vastaan Hp: pu # 0, kun
n =10 ja n = 50.

5.5.3 Esimerkki: normaalimallin odotusarvo. Olkoot Yi,...,Y, ~ N(u,08) I, jos-
sa 05 > 0 on tunnettu. Testausasetelma olkoon kaksisuuntainen

H(): ,U,ZO, H1: /J;éo.

Kohdassa 5.4.1 opittiin, ettd testisuureena on luontevaa kdyttda z = z(y) = /ny/og
ja testin p-arvo on p = 2[1 — ®(|z|)], jossa ® on standardinormaalijakauman kertymé-
funktio.

Kiinnitetddn merkitsevyystaso a € (0,1). Talloin Hp hyldtédén ja H; hyviksytdin
tasmiéilleen silloin kun p < « eli ®(|2]) > 1—a/2. Jos z,/, on se piste, jolle ®(2,/2) =
1 —a/2, niin tdméa toteutuu jos ja vain jos 2| > z,/9 eli yhtépitavésti [7| > 24 /200/v/n-
Testin kriittinen alue on siis

20 /200 }
NG .

Lasketaan vield testin voimafunktio. Tata varten on selvitettéva z-testisuuretta
vastaavan satunnaismuuttujan Z = /nY/oy jakauma my6s muulloin kuin Hp:m
pétiessd. Koska Y ~ N(u, 02 /n), nihdiin, ettd Z ~ N(y/nu/og,1). Siten a-tasoinen
voimafunktio on

Co={y: |2(y)| > 22} = {y gl >

7701(/") = PH{|Z| > Za/Q} = PM{Z > Za2 tai Z < _Zoz/Q}
:1—(b Za/Q—@ +¢’ —ZQ/Q—@.
g0

g0

Esimerkiksi jos @ = 0.05, niin zg.025 ~ 1.96 ja
mo.05(1) =1 — <I><1.96 — \/ﬁ’u> + <I>(—1.96 _ W)
00 00

Kuvaan 5.2 on piirretty voimafunktion 5 kuvaaja tapauksessa o = 1, kun
n = 10 tai n = 50. Kiinnitd huomiota siihen, miten havaintojen lukumaara vaikuttaa
voimafunktion kulkuun. Mitd enemmén havaintoja, sitd todennékoisemmin testi
havaitsee pienetkin poikkeamat nollahypoteesista u = 0.
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5.5.4 Testien voiman vertailu ja Neyman—Pearson-apulause. Oletetaan, ettéd t ja
t" ovat kaksi testisuuretta, joita voidaan kiyttdd samojen hypoteesien (5.3) testaukseen.
Olkoot niiden a-tasoiset voimafunktiot m(0;t) ja ma(0;t').

Asetetaan seuraavat luonnolliset méaritelmat:

a) t on voimakkaampi kuin ¢’ pisteessid 6 € Qq, jos
(5.4) o (0;1) > 7o (0;1).

b) t on tasaisesti voimakkaampi kuin t’, jos (5.4) pitee kaikilla 6 € Q; .
¢) t on voimakkain testisuure pisteessi 0, jos (5.4) pitee kaikilla testisuureilla ¢'.
d) t on tasaisesti voimakkain testisuure, jos (5.4) pétee kaikilla 8 € ©; ja kaikilla

testisuureilla ¢'.

Parasta tietenkin olisi, jos jokaiseen testausasetelmaan olisi 16ydettévissa tasaisesti
voimakkain testi. Néin ei kuitenkaan yleensa ole aivan yksinkertaisimpia tilanteita
lukuunottamatta. Erédsté tallaista tilannetta késittelee seuraava kuuluisa tulos:

Neyman—Pearson-apulause. Tarkastellaan tilastollista mallia fy (y;0) ja yksinker-
taisia hypoteeseja Hy: 8 = 0y ja Hy: 0 = 01. Merkitidan

_ L(6y) _ fr(y:61)
L(6o;y)  fr(y;600)

Talloin v on voimakkain testisuure em. hypoteeseille jokaisella sellaisella merkitse-
vyystasolla o € (0,1), jolle pitee Pay{v(Y) > va} = a jollakin v, .1

v(y)

Tassd L(0;y) = c(y)fy(y;0) on mallin uskottavuusfunktio. Testisuuretta v(y)
kutsutaan uskottavuusosamddrin testisuureeksi. Ekvivalentti testi eli samat p-arvot
ja kriittiset alueet saadaan myos misté tahansa sen aidosti kasvavasta muunnoksesta.
My6hemmin osoittautuu kéyttokelpoiseksi erityisesti muunnos

2logv(y) = 2[1(01;y) — 1(60; v)],

jossa [(6;y) on log-uskottavuusfunktio.

Kaytannon sovellusten kannalta Neyman—Pearson-apulauseen asetelma on tietenkin
epérealistinen, koska yleensé ainakin vastahypoteesit ovat yhdistettyja. Erdissé tilan-
teissa kuitenkin osoittautuu, etté saatava testi on tasaisesti voimakkain yksisuuntaiselle
yvhdistetylle vastahypoteesille.

kastellaan jélleen mallia Y7,...,Y; ~ N(u,03) 1. Témin uskottavuusfunktioksi on
esimerkissa 2.1.4 saatu
n(y — p)? }

L(py) = eXp{— 202

1 Téassé on oletettava, ettd kaytettdva merkitsevyystaso o ”saavutetaan” siind mielessé, ettd v:n
avulla voidaan rajata kriittinen alue, jonka todennékoisyys on tasan « eiké aidosti sen alle (vrt. 5.5.1).
Jatkuvassa tapauksessa néin on mille tahansa a mutta diskreetissé tapauksessa yleensé ei (vrt. 5.5.2).
Tamaé rajoitus voitaisiin poistaa ottamalla kayttoon ns. satunnaistetut testit, joiden késittely talla
kurssilla kuitenkin sivuutetaan.
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Etsitddn Neyman—Pearson-apulauseen avulla voimakkain testisuure nollahypotee-
sille Hy: p = pg, kun vastahypoteesi on Hi: pu = u1, jossa p1 > pg. Uskottavuusosa-
méaréd saadaan muotoon

L(py) _ p{ n

T 1ear) T 5 2
204

oy (- m)* = (7 — w0}

— exp{ 5 2001 — o) — (i — )] .
90

Koska p1 — po > 0, havaitaan, ettd tdmé on otoskeskiarvon 3 suhteen aidosti kasvava
funktio. Siispa uskottavuusosamééran testin kriittinen alue L(u1;y)/L(po;y) > ¢ on
yhtépitiviisti muotoa 7 > ¢’ tai muotoa z > ¢, jossa z = /n(y—po)/os . Johtopiitos
onkin, ettd tuttu z-testisuure (ks. 5.4.1) on itse asiassa voimakkain testisuure yo.
asetelmassa.

Lopuksi huomattakoon, ettd saatavan testin kriittinen alue ei mitenkdédn riipu
kiinnitetystd vastahypoteesipisteesta p;, kunhan vain puy > pg. Siten voidaan paétella,
etta kyseessd on tasaisesti voimakkain testisuure hypoteeseille

Ho: p = po, Hy: p > po.

5.5.6 Monotoninen uskottavuusosamaara. Edellisen esimerkin lopussa havaittu
ilmi6 on sen verran hyoddyllinen, ettd se ansaitsee oman nimityksen.

Tarkastellaan yleisesti mallia fy (y;0), jonka parametri on yksiulotteinen. Siis €
on reaaliakselin osajoukko, yleensd véli. Sanotaan, ettd talld mallilla on monotoninen
uskottavuusosamddrd, mikali on olemassa tunnusluku ¢(y) siten, ettéd

U(’y) _ L(Q,,y) _ fY(y;e/)

L;y)  fy(y;0)
riippuu aineistosta vain ¢(y):n vélitykselld ja on liséksi tdmén aidosti kasvava funktio
kaikilla 6,0" € Q, joille 6 < @'.

Téssé tilanteessa t(y) on tasaisesti voimakkain testisuure mille tahansa yksinker-
taiselle nollahypoteesille Hy: 8 = 0y ja yksisuuntaiselle yhdistetylle vastahypoteesille
Hi: 0 >0y (vast. 8 < 6y). Nollahypoteesille kriittisia ovat ¢(y):m suuret arvot (vast.
pienet arvot).

5.5.7 Esimerkki: eksponenttimalli. Olkoot Yi,...,Y, ~ Ezp(\) 1. T&lloin ytf on
fy(y; ) = Nexp{-AY 7 yi}. Jos 0 < A < X, on siis

fr (y; N) (X>n { / -
L= — ) exps—(A —=A)» yi,.
fr(y;A) A 12::1 '
Koska M — X\ > 0, tdmi on tunnusluvun — Y"1 ; y; aidosti kasvava funktio. Mallilla
on siis monotoninen uskottavuusosaméara.
Testattaessa hypoteesia Hy: A = g vastaan Hj: A > )\ tasaisesti voimakkaimman
testin antaa nain ollen testisuure t(y) = > i~ ¥;, jonka pienet arvot ovat kriittisi&

(huomaa etumerkin vaihto, joka kaantaa kriittisten arvojen suunnan). Testin p-arvo
on vasemmanpuoleinen héntidtodennékoisyys

p=PaAT < t(y)},

jossa T'= Y1, Y;. Todennékoisyyslaskennan kurssilla on opittu, ettd riippumattomien
Ezp(Xo)-muuttujien summana 7' noudattaa gammajakaumaa G(n, \g) Hp:m pétiessi.
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Jos kiytossd on vain normaalit todennékdisyystaulukot eiké esim. tietokoneohjelmaa,
joka suoraan laskisi gammajakauman kertyméfunktion arvoja, on vield tarpeen siirtya
muuttujaan 2\o7, joka noudattaa x3,-jakaumaa.

5.5.8 Neyman—Pearson-apulauseen todistus. Kisitellddn diskreetti tapaus. Jatkuva
tapaus on samanlainen; summat vain on korvattava integraaleilla.
Merkitdan C' = {y : v(y) > v, }. Tall6in
fr(y:61) = vafy(y;60), yeC,
fr(y;01) <vafy(y:60), y¢C.
Olkoon t(y) jokin toinen testisuure ja D sen indusoima «-tasoinen kriittinen alue.
Merkitaan C* = C'\ D ja D* = D\ C (piirrd kuval). Talloin pétee
a= Py {Y € C} = Pg{Y € C*} + Py, {Y € Cn D},
a > PgO{Y € D} = PgO{Y € D*} +P90{Y € CﬂD},

(5.5)

josta seuraa, ettd Py {Y € C*} > Pp,{Y € D*} eli

S fr(w:60) = > fy(y;60).

yeC* yeD*

Kayttamaélla epiayhtiloita (5.5) ja havaitsemalla, etti C* € C mutta D*NC = 0,
saadaan

S fr(:6) = > fy(y: 61)

yeC* yeD*
eli Pp,{Y € C*} > Py, {Y € D*}. Lisaamalla tdmén kummallekin puolelle todenné-
koisyys Pp,{Y € C N D} paddytdén epayhtiloon Py, {Y € C} > Pp,{Y € D}, mika
merkitsee, ettd v:n voima on ainakin yhta suuri kuin ¢:n voima vastahypoteesipisteessé
6, . Apulause on siis todistettu.

5.6 Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja |

5.6.1 Johdanto. Realistisissa testausasetelmissa ainakin vastahypoteesi on yhdistetty
eikd yleensa ole mahdollista l0ytéda tasaisesti voimakkainta testii. Poikkeuksen muo-
dostavat ldhinna ne mallit, joiden parametri on yksiulotteinen ja joilla on monotoninen
uskottavuusosamaara. Mikéli mallin parametri on useampiulotteinen, on normaalis-
ti my0s nollahypoteesi yhdistetty, mika entisestddn mutkistaa testisuureen valintaa.
Heréddkin kysymys, miten téllaisessa tilanteessa voidaan 1oytad ylipddtdan mitdan
jarkevia ja kayttokelpoisia testisuureita.

Osoittautuu, ettd uskottavuusfunktion pohjalta voidaan muodostaa ainakin kolme
erilaista testisuuretta, jotka soveltuvat varsin yleisten testien suorittamiseen. Néilla tes-
tisuureilla on suuri merkitys kdytdnnon tilastoanalyyseissa. Ominaista tarkasteltavalle
tilanteelle on se, etta testisuureiden nollahypoteesijakaumia harvoin osataan eksaktisti
johtaa. Siten joudutaan turvautumaan likimééraisiin, asymptoottisiin jakaumatulok-
siin ja asettamaan tarkasteltavalle mallille tiettyja sdannoéllisyysvaatimuksia aivan
niin kuin pykélassd 3.6, jossa puhuttiin suurimman uskottavuuden estimaattorien
asymptotiikasta.

Téassé pykélassé késitellddn seuraavaa yksinkertaistettua tilannetta:

a) Havainnot Yi,...,Y, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita.
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b) Parametri 6 on yksiulotteinen eli parametriavaruus {2 on tyypillisesti reaalilu-
kuvali.

c¢) Nollahypoteesi on yksinkertainen Hp: 6 = y. Vastahypoteesi (mikéli se halu-
taan spesifioida) on paasadntoisesti kaksisuuntainen Hi: 6 # 6y, mutta myos
yksisuuntaista asetelmaa voidaan tarkastella.

d) Malli tayttaa riittaviat sddnnollisyysvaatimukset (vrt. 3.6).

Oletusta a voidaan lieventdd huomattavastikin, mutta talla kurssilla emme perehdy
asiaan tarkemmin. Useampiulotteisen parametrin tapausta késitellddn seuraavassa
pykaléssa.

5.6.2 Uskottavuusosamdaran testisuure. Ensimmaéinen esiteltévisté testisuureista
on muunnelma Neyman—Pearson-apulauseen testisuureesta. Nyt kun vastahypoteesi
ei ole yksinkertainen vaan yhdistetty, verrataan uskottavuusfunktion arvoa nollahypo-
teesipisteessd 6y sen globaaliin maksimiarvoon eli arvoon suurimman uskottavuuden
pisteessd 0 = é(y) Intuitiivisesti on selvéd, ettd jos uskottavuus pisteessid 6y on
huomattavasti pienempi kuin uskottavuus pisteessa é, niin aineisto todistaa Hp:aa
vastaan.

Jakaumatarkastelujen kannalta mukavimmaksi testisuureen muodoksi osoittautuu

L(0;y) 5. _
r(y) = 210gm =2[l(6;y) — U(6o; y)],

jossa [(0;y) on log-uskottavuusfunktio. Tata kutsutaan uskottavuusosamadran testi-
suureeksi. Huomaa, ettd se on aina ei-negatiivinen ja ettd sen suuret arvot ovat Hy:lle
kriittisia.

5.6.3 Esimerkki: normaalimalli, kun varianssi tunnettu. Joskus muuttujan r(Y")
eksakti nollahypoteesijakauma osataan helposti johtaa. Tarkastellaan esimerkkini
mallia Y7,...,Y, ~ N(u,1) IL. Tallsin (ks. 2.1.7) I(u;9) = —n(y — p)?/2 ja p =7,
joten jos testattavana on nollahypoteesi Hy: = po, niin 7(y) = n(7 — po)?.

Jos Hy pitee, on tunnetusti Y ~ N(ug,1/n), joten /n(Y — py) ~ N(0,1). To-
dennikoisyyslaskennassa mééaritelladn, ettd standardinormaalijakautuneen satunnais-
muuttujan nelié on y2-jakautunut yhdelld vapausasteella, joten siis r(Y) ~ x?.

5.6.4 Uskottavuusosamadran testisuureen asymptoottinen jakauma. Palataan nyt
kohdan 5.6.1 yleiseen asetelmaan. T&ll6in osoittautuu, ettd edellisen esimerkin nolla-
hypoteesijakauma on voimassa asymptoottisesti (eli raja-arvomielessi kun n — oo):
sdannollisyysehtojen vallitessa

(5.6) r(Y) ~ x3, kun H pétee.
as

Taméa merkitsee kaytannossa sitd, ettd kun havaintojen lukuméara n on suuri, uskot-
tavuusosamaaran testin p-arvo saadaan approksimatiivisesti x% -jakauman oikeana
héntatodennédkoisyytena:

p=Pu,{r(Y)>r(y)} = P{xi > r(y)}.

Siita, kuinka paljon havaintoja on oltava, jotta approksimaatio olisi riittavén tarkka, on
mahdotonta antaa mitddn nyrkkisdantoa. Joissakin malleissa jo muutama kymmenen
voi olla riittdva maéra, joissakin toisissa havaintoja tarvitaan satoja tai tuhansia.
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*Tuloksen (5.6) todistuksen idea. Lahtokohdaksi otetaan Taylorin kaavasta saatava
log-uskottavuusfunktion "normaaliapproksimaatio”

1(6;y) = 1(0:y) = —55(0;9)(0 — 0)%,
joka johdettiin kohdan 2.4.2 kaavassa (2.7). Kun Hj pétee ja n on suuri, seuraa tésté
r(Y) =~ j(0;Y)(0—0p)?, silld su-estimaattorin tarkentuvuuden (ks. 3.6.2) nojalla 6 on
ldhelld 0y:aa. Kayttdmalld edelleen 6:n tarkentuvuutta ja lisdksi suurten lukujen lakia
(vrt. lauseen 3.6.5 todistuksen loppu), ndhdaén, ettd j(6;Y) ~ i(6p), jossa i(6y) on

odotettu eli Fisherin informaatio pisteessi . Siten 7(Y") ~ i(6p)(0 — p)?. Kohdassa
3.6.5 osoitettiin, ettd 6 ~ N(p,1/i(0y)), joten
as

i(60)(0 — 60) ~ N(0,1).
Koska y?-jakauma on miiritelminsd mukaan standardinormaalijakauman nelio,
saadaan r(Y") ~ X3 O

5.6.5 Waldin testisuure. Toinen tirkeé testisuure perustuu erotukseen 6 — fy. Jos
tdmé erotus on itseisarvoltaan suuri eli aineiston valossa uskottavin parametriarvo on
kaukana nollahypoteesipisteesté, on selvastikin syyta asettaa Hp kyseenalaiseksi.

Kayttokelpoinen testisuure, jonka asymptoottinen jakauma tunnetaan, on yo. ero-
tuksesta varsin helposti muodostettavissa ja se perustuu suoraan su-estimaattorien
asymptoottiseen normaalisuuteen. Maaritellaan

w'(y) =/i(60) (0 — 6o),  w(y) =i(60)(A — b0)*.
Edellisen todistuksen lopussa todettiin néitd vastaavista satunnaismuuttujista, etta

w/2(Y) ~ N(0,1), w(Y') ~ X3, kun Hj pétee.
Muuttujia w'/? ja w kutsutaan Waldin testisuureiksi. Vaihtoehtoisia versioita niisté
saadaan korvaamalla luku i(6g) jollakin luvuista i(d), j(6o;y) ja j(0;y). Seuraavassa
pykéléssé tarkasteltavan yleistyksen ja myohemmén luottamusvalitulkinnan kannalta
i(A) ja j(0;y) ovat tavallaan luontevimmat valinnat.

1/2 soveltuu yksisuuntaisen testin suorittamiseen. Jos vastahypoteesi
on Hi: 0 > 6, muodostuu kriittinen alue w'/2:n suurista positiivisista arvoista ja
siten approksimatiivinen p-arvo saadaan standardinormaalijakauman oikeanpuolei-
sena hintdtodennikoisyytend. Jos taas vastahypoteesi on Hip: 6 < 0, kriittisid ovat
w'/2:n voimakkaasti negatiiviset arvot. Kaksisuuntaisen vastahypoteesin Hj: 6 # 6y
testauksessa voidaan kiyttad joko testisuuretta w'/? ja kaksipuolista kriittistd aluetta
tai yhtapitévasti testisuureen neliditya versiota w, jolloin approksimatiivinen p-arvo
saadaan y?-jakaumasta aivan kuten uskottavuusosaméirin testissd edelld.

Testisuure w

5.6.6 Raon testisuure. Kolmas uskottavuusfunktioon pohjautuva yleinen testi on
Raon pistemddrdtesti. Siiné testataan, poikkeaako nollahypoteesin mukainen pisteméaé-
ra '(0g;y) lilan paljon nollasta. Jos nimittdin Hy pétee, on sdédnnollisessd mallissa
pistemédrian odotusarvo 6y:ssa nolla: E[l'(6p;Y)] = 0 (ks. 2.5.3). Kohdassa 3.6.7
vieldpa todettiin, ettd '(6p;Y) ~ N(0,i(6p)) Hp:n patiesséd. Siispa jos méaaritelladn

/ . / . 2
W) = DY) - O
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nidhdaédn, etta

u'2(Y) ~ N(0,1), u(Y) ~ xi,  kun Hp piitee.

as

Testisuureita u!'/2 ja u kiytetdin aivan samalla tavalla kuin Waldin testisuureita.
Niiden méaéaritelméssé esiintyvd Fisherin informaatio i(fy) voidaan korvata havaitulla
informaatiolla j(fo; y). Periaatteessa myos lukuja i(0) ja j(f;y) voitaisiin kiyttéis,
mutta niin harvoin tehdédin. Raon testisuureen etu onkin siiné, ettd sen muodostami-
nen ei edellytd su-estimaatin 0 laskemista.

5.6.7 Esimerkki: eksponenttimalli. Muodostetaan edelld mainitut kolme testisuu-
retta riippumattomien eksponenttihavaintojen

mallissa. Nollahypoteesi on Hy: p = ug, jossa ug > 0.
Mallia vastaava ytf on fy (y; p) = pu~"e~"9/1 joten log-uskottavuusfunktio on
lp;y) = —nlog p — ny/p.

Liséksi tiedetdén, ettd i =7 (ks. 2.3.2). Nain ollen uskottavuusosaméérin testisuure
saa muodon

r(y) =2 [1(y) — Upos y)
= 2n[y/po — log(y/po) — 1]
Derivoimalla saadaan
U(psy) = —n/p+ng/u? = n(yg — p)/p?,
V(s y) = n/p’ —2ny/p® = n(n —29) /1,

joten mallin odotettu eli Fisherin informaatio on i(u) = E[—I"(u; Y)] = n/p?. Muo-
dostetaan Waldin testisuure w'/? kiyttamalld siind Fisherin informaation arvoa
suurimman uskottavuuden pisteessa:

w2(y) = i) (i — po) = W

Raon pisteméaaratestisuureeksi puolestaan saadaan

u1/2( ) l’(,ug;y) o \/ﬁ(y_ MO)'

i(ko) 1o

Sovelletaan testisuureita w'/? ja u'/?2 numeeriseen esimerkkiin, jossa p on sahko-

laitteen keskiméariainen kestoiké tunneissa (vrt. 1.2.2). Valmistaja véittda, ettd keski-
médrdinen kestoikd on (ainakin) tuhat tuntia. Nollahypoteesi on siis Hy: p = 1000
tai yhtd hyvin g > 1000, ja vastahypoteesiksi on luontevaa asettaa Hp: g < 1000.
Oletetaan, ettd otoksen koko on n = 50 ja siind kestoikien keskiarvoksi havaitaan
7 = 800. Testisuureiden arvot ovat siis

v/50(800 — 1000)
800
v/50(800 — 1000)
1000

w/?(y) = ~ —1.77,

~ —1.41.

u?(y) =
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Koska valmistajan viitteen kannalta kriittisid ovat pienet testisuureen arvot, vastaavat
approksimatiiviset p-arvot lasketaan standardinormaalijakauman vasemmanpuoleisina
héntatodennékoisyyksind. Ne ovat ®(—1.77) ~ 0.038 ja ¢(—1.41) ~ 0.079.

Tassd esimerkisséd voidaan itse asiassa laskea myoOs tarkka p-arvo ldhtien siita
tiedosta, ettd Ho:n pétiessi 50Y = Y7 + -+ + Y50 ~ G(50,1/1000) tai Y/10 ~ x3oo
(vrt. 5.5.7). Tarkka p-arvo on siis

Py, {Y < 800} = P{x3y < 80} ~ 0.070.

Huomaa, etta erityisesti Waldin testistd saatava approksimatiivinen p-arvo eroaa
merkittavasti tarkasta arvosta. Jos vaikkapa olisi tehtéava padtos Hg:n hyviaksymisesta
tai hylkdamisestd merkitsevyystasolla 0.05, tulos olisi eri kuin tarkkaan p-arvoon
perustuva. Nayttaa siis siltd, ettd eksponenttimallin tapauksessa otoskoko n = 50 ei
ole viela lainkaan riittavé, jotta asymptoottisiin jakaumatuloksiin voisi téysin luottaa.
Tama ei liene yllattavas, kun otetaan huomioon, ettd eksponenttijakauma on sangen
vino jakauma ja siis muodoltaan kaukana normaalijakaumasta.

5.7 Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja Il

5.7.1 Johdanto. Tissé pykildssd pohditaan edelld tarkasteltujen kolmen testisuureen
yleistystd malleihin, joiden parametri on useampiulotteinen, ja testausasetelmiin, joissa
nollahypoteesi on mahdollisesti yhdistetty. Tyypillisesti nollahypoteesi ottaa kantaa
vain joihinkin parametrivektorin komponentteihin.

Yleisesti muotoiltuna asetelma on seuraava: On annettu malli fy(y;0), jonka
parametriavaruus on 2 C R?, ja nollahypoteesi Hy: 0 € Q, jossa €y on Q:m osa-
joukko. Tehtavana on siis testata, onko havaittu aineisto sopusoinnussa sen hypoteesin
kanssa, ettd todellinen parametriarvo kuuluisi joukkoon 2.

Kysymysta voidaan lahestya ajattelemalla, ettd tarkasteltavana on kaksi mallia:

vapaa malli:  fy (y;0), 0 € Q,
rajoitettu malli:  fy (y;0), 6 € Q.
Niiden kummankin puitteissa voidaan aineistosta y laskea suurimman uskottavuuden

estimaatit: vapaa su-estimaatti N ja rajoitettu su-estimaatti éo € Qp, jotka
maardytyvit ehdoista

L(6;y) = max L(0; y),
L(Bo;y) = max L(6; y).

Tasséd L(6;y) = c(y) fy (y; @) on tuttuun tapaan uskottavuusfunktio.
Uskottavuusosaméaran testisuureeksi on nyt luontevaa valita

L(6;y)
L(6o;y)
Tlmeisesti tdman suuret arvot ovat nollahypoteesin kannalta kriittisia, silla nehan
merkitsevéit, ettd rajoitetun mallin antama selitys havaitulle aineistolle on parhaim-
millaankin paljon epauskottavampi kuin vapaan mallin antama.

Jatkossa ndhdéan, ettd myos Waldin ja Raon testisuureet voidaan yleistdéd. Ensin

mainittu perustuu erotusvektoriin 6 — 90 ja jalkimméainen log-uskottavuusfunktion
gradientin arvoon VI(60p;y).

r(y) = 2log =2[U(8;y) — 1(Bo; )]
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5.7.2 Oletukset. Merkintojen kiinnittdmiseksi ja kaytettdvien testisuureiden asymp-
toottisten nollahypoteesijakaumien hallitsemiseksi on spesifioitava tarkasteltava tes-
tausasetelma hieman tarkemmin kuin edelléd. Oletetaan jatkossa, etté

a) mallin parametri voidaan osittaa muotoon 6 = (1, X), jossa ¥ = (61,...,0,)
ja A= (041, 0a),

b) parametriavaruus () voidaan kirjoittaa vastaavasti tulona Q = Q' x Q" jossa
Q' CRYja Q' CRYY ja

¢) nollahypoteesi on Hy: ¥ = 1), jossa g € ' on tunnettu kiinted vektori, ts.

Qo = {o} x Q" = {(¢bo,N) : A € Q"}.

Liséksi on vaadittava, ettd malli toteuttaa tietyt sddnnollisyysehdot aivan kuten
edellisessakin pykaléssé.

Nollahypoteesi siis kiinnittdd symbolilla 1) merkityn parametrivektorin osan mutta
ei ota mitddn kantaa osaan . Koska tutkijan mielenkiinto on téssa testausasetel-
massa kohdistunut osaan 1, sitd voidaan kutsua kiinnostavaksi parametriksi. Osa A
puolestaan on kiusaparametri.

Huomaa, ettd nollahypoteesin rakenteesta johtuu, etté rajoitettu su-estimaatti on
nyt muotoa 6y = (o, 3\0), jossa Ao saadaan maksimointitehtéivin

L0, Ao y) = masx Lo, ;)

ratkaisuna eli estimoimalla malli fy (y; %0, A), A € Q”, suurimman uskottavuuden
menetelmalla.

5.7.3 Esimerkkeja. a) Mallissa Y1,...,Y, ~ N(u,0?) I parametri on (u,0?) ja
parametriavaruus R x (0,00). Jos Hy: jt = g, niin p on kiinnostava parametri ja o2
on kiusaparametri.

b) Yhden selittijin regressiomallissa Y7,...,Y, AL, Y; ~ N(a+ Bz, 02) (ks. 1.2.4)
parametri on («, 3,02) ja parametriavaruus R x R x (0, 00). Tavallisesti halutaan
testata hypoteesia Hyp: 8 = 0, jolloin 8 on kiinnostavan parametrin asemassa ja
(o, %) on kiusaparametri. Jos taas testattavana on Ho: o = 0, niin « on kiinnostava
parametri ja (3,0?) kiusaparametri.

c¢) Oletusten 5.7.2a-c mukaisen testausasetelman sovellusaluetta voi usein laajentaa
mallin sopivan uudelleenparametroinnin avulla. Tarkastellaan esimerkkiné tilannetta,
jossa havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat ovat Xi,..., X, Y1,..., Y, 1 ja

X1,..., X ~ N(p,0?), Yi,...,Y, ~ N(v, 7).

Téamén mallin parametri on (u, v, 02, 72).

Halutaan testata hypoteesia Hg: p = v eli tutkia, voisivatko x-havainnot ja y-
havainnot olla peraisin normaalijakaumista, joilla on sama odotusarvo. Taméa hypoteesi
ei suoraan ole c-oletuksen mukainen. Siksi tehdadn malliin uudelleenparametrointi
(p,v,02,7%) = (u,9,0%,72), jossa 0 = v — u eli kiléintden v = p + . Nyt Hg on
yhtépitdva hypoteesin H{: 6 = 0 kanssa, joka on c-oletuksen tyyppié.

Tamén esimerkin testausasetelmaa kutsutaan tilastollisen paattelyn kirjoissa perin-

teisesti Behrensin ja Fisherin ongelmaksi.
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5.7.4 Uskottavuusosamaaran testisuure. Tarkastellaan edelld kohdissa 5.7.1 ja 5.7.2
kuvattua asetelmaa. Olkoon 6 vapaa su-estimaatti ja 6y rajoitettu eli Hg:n puit-
teissa muodostettu su-estimaatti. Kuten todettua, uskottavuusosamddaran testisuure
maaritellaan talloin kaavalla

A

r(y) =2[(6;y) — 1(B0; y).

Yleistamalld yksiulotteisen parametrin tapauksessa suoritettua padttelyéd (ks. 5.6.4)
ja olettamalla riittévat sdannollisyysehdot voidaan osoittaa, etté

r(Y) ~ XZ7 kun Hy pétee.

Uskottavuusosamadrin testin approksimatiivinen p-arvo saadaan siis Xg -jakaumas-
ta: p ~ P{Xg > r(y)}. Huomaa, ettd vapausasteiden lukuméérd ¢ on sama kuin
kiinnostavan parametrin dimensio eli Hy:mn asettamien (skalaaristen) side-ehtojen
lukumaara.

5.7.5 Waldin testisuure. Palautetaan pykéldstd 2.6 mieleen, ettd malliin fy (y;0)
liittyva Fisherin informaatiomatriisi on symmetrinen d x d -matriisi

i11(0) -+ i14(0)
1(9) = ’
iq,1(0) -+ ia4,q(0)
jossa
. 0?
iap(0) = E *ml(a; Y)

kun a,b=1,...,d.
Kohdassa 3.6.8 on todettu, etta

jossa i71(@) on informaatiomatriisin kéinteismatriisi. Lohkotaan tdmi neljiéin lohkoon
kirjoittamalla

_ i (9) PA(0)
? 1(9) - [zk,w(g) i)\,}\(e)‘| )

jossa i¥¥(0) on ¢ x q -matriisi. Kun jactaan vastaavasti su-estimaattori 6 kahteen
osaan kirjoittamalla @ = (¢, A), niin pétee

B~ Ny i (0)).

Tésté seuraa, etté!
(% — )i (0) " (Y — ) ~ X7

(Muista, ettd matriisilaskuissa vektorit ajatellaan pystyvektoreiksi, jolloin niiden
transpoosit ovat tietysti vaakavektoreita.)

1 Pédtee seuraava yleinen tulos: jos X ~ Ng(0,X) (g-ulotteinen normaalijakauma, jonka odo-
tusarvovektori on O ja kovarianssimatriisi ¥ ) ja X on ei-singulaarinen, niin X'21X ~ xi- Téassa
X'’ on vektorin X transpoosi. Tadmé tulos todistetaan lineaaristen mallien kurssilla.
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Niiden tarkastelujen pohjalta Waldin testisuureen méaritelméaksi kohdan 5.7.2
tilanteessa otetaan

w(y) = (3 — o) ¥ () (4 — o),

jossa @ = (b, \) on vapaa su-estimaatti. Matriisin %% (0) sijasta voidaan kiyttis
my0s vastaavaa havaitusta informaatiosta saatavaa matriisia. Saédnnollisyysoletusten
vallitessa on voimassa asymptoottinen jakaumatulos

w(Y) ~ X3> kun Hj pétee.

Testisuureen w(y) suuret arvot asettavat nollahypoteesin kyseenalaiseksi, joten approk-
simatiivinen p-arvo lasketaan samoin kuin uskottavuusosamaéirin testissa.

5.7.6 Raon testisuure. Palautetaan pykélédstd 2.6 mieleen, ettd vektoriparametrisen
mallin pisteméarafunktiolla tarkoitetaan log-uskottavuusfunktion gradienttia

0 0
1(0;y) = | —1(0; —— Y F
Vi(6;y) (%1 (6;y), ’89d( ,y)>
Ositetaan taméa kahteen osaan

Vi(6;y) = (Vg 1(8;9), VAL(8;y))

siten, ettd V,[1(0;y) koostuu osittaisderivaatoista muuttujien 6q,..., 60, suhteen ja
Val(0;y) osittaisderivaatoista muuttujien 6gy1,. .., 0 suhteen.
Raon pistemdadrdtestisuure méaaritellaédn nyt kaavalla

u(y) = [V 1(80; 9)] i (60) [V 1(60; )],

jossa Oy = (o, Ag) on rajoitettu su-estimaatti. Misritelméssi voidaan %% (6y)
korvata vastaavalla havaitusta informaatiosta saatavalla matriisilla. Riittavien saan-
nollisyysehtojen vallitessa voidaan osoittaa, etta

u(Y') ~ Xg, kun Hy pétee,

ja approksimatiivinen p-arvo lasketaan kuten uskottavuusosaméirian ja Waldin tes-
teissa.

5.7.7 Testisuureiden vertailua. Kaikki kolme uskottavuusfunktioon perustuvaa tes-
tisuuretta noudattavat nollahypoteesin pétiessé asymptoottisesti samaa jakaumaa xﬁ.
Ne kuitenkin eroavat toisistaan vaadittavan suurimman uskottavuuden estimoinnin
suhteen. Uskottavuusosamédran testisuureen r(y) muodostamiseksi on estimoitava
seké vapaa etta rajoitettu malli. Waldin testisuure w(y) puolestaan perustuu pelkés-
tddn vapaaseen su-estimaattiin ja Raon testisuure u(y) rajoitettuun su-estimaattiin.
Niilla seikoilla on oma merkityksensé, kun tarkastellaan monimutkaisia malleja, joissa
estimointi edellyttaa raskasta numeerista laskentaa. Laskennalliset ongelmat ovat tosin
viime vuosina paljolti poistuneet tietokoneiden laskentakapasiteetin kehityksen myo6té.

5.7.8 Esimerkki: Raon testi normaalimallille. Olkoot Yi,...,Y, ~ N(u,0?) 1.
Muodostetaan Raon testisuure hypoteesille Hy: 1 = puo. Nyt siis 0 on kiusaparametri,
johon Hj ei ota mitddn kantaa.
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Raon testisuureen muodostamiseksi on etsittdva rajoitetun mallin su-estimaatti
(p0,63), jossa 63 saadaan maksimoimalla log-uskottavuusfunktio

n 1 &
1(po,0%) = —3 logo® — 252 > (v — po)?
im1

muuttujan o? suhteen. Yhtilon

n

0 n 1
ol N=—s + —p0)? =0
d(o?) (10,7 202 + 204 Z:l(yl o)
ratkaisuksi ndhdéédn helposti piste
1 n
&5 = ﬁZ(yi — o),

ja esim. toisen derivaatan arvo laskemalla ndhdéén, ettd kyseessa on todellakin globaali
maksimikohta.

Lisdksi tarvitaan pisteméarafunktion kiinnostavaa parametria eli p:td vastaava
komponentti

9 oy L~ (@)
aul(lu”o- ) - 0_2 ;(yl M) - 0_2 ’

jonka arvo rajoitetun su-estimaatin pisteessi on n(y — po)/63.
Kohdassa 2.6.3 on saatu tarkasteltavan mallin Fisherin informaatioksi

n/o?
i(n,0%) = [ /() n/ga‘ll ’

jonka k#aanteismatriisi on
2
.1 2y |0 /TL 0
e 07) = [ 0 204/711 '

Raon testisuureen lausekkeessa esiintyy tamén ensimmaéinen (eli p:td vastaava) diago-
naalialkio rajoitetun su-estimaatin pisteessa laskettuna, siis luku 6(2) /n.
Kaiken kaikkiaan saadaan Raon testisuureen lausekkeeksi
n(g — o) 63 (g —po) _ n(y— o)’
u(y) = 10 %0 — .

“ T a8 52

Osoittautuu, etta téstd saatava testi on itse asiassa yhtépitéva tavallisen kaksisuuntai-
sen t-testin kanssa. Voidaan nimittéin kirjoittaa (ks. teht. 2.2)

. 1 . _
65 = — 2 (i —10)* =" + (7 = po)*,
i=1
kun 62 = 3" | (y; — %)?/n on varianssin vapaa su-estimaatti, ja siten

_ _nm=m)?® .
u(y) = 52+ (@ — o) <1 1+t(y)2/(n—1)>’

jossa
_ Y= Ho
s/\/n

t(y)
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on t-testisuure (ks. 5.4.2). Ndhd&én siis, ettd u(y) on aidosti kasvava muunnos neliésta
t(y)? tai yhtd hyvin itseisarvosta |t(y)|. Talloin tapahtuma {u(Y) > u(y)} on aina
sama kuin tapahtuma {|t(Y)| > |t(y)|}, joten Raon pisteméérétesti on yhtapitavi
kaksisuuntaisen t-testin kanssa siind mielesséd, etta niistd laskettavat p-arvot yhtyvét
ja siten myos kriittiset alueet ovat samat.

Tehtévéssé 5.15 todetaan vastaava asia myds Waldin testin ja uskottavuusosaméaédrian
testin osalta. Namaé tulokset ovat omiaan motivoimaan sitd, ettd t-testi on "oikea”
testi hypoteesille Hy: p = po mallissa Yy,..., Y, ~ N(u,0?) L.

Harjoitustehtavia

5.1. Tilastollinen malli muodostuu kahdesta riippumattomasta havainnosta Y3 ~ N(u1,1) ja
Y5 ~ N(ug,1). Parametri on (u1, peo). Ilmoita, mitkd seuraavista hypoteeseista ovat yksin-
kertaisia ja mitkd yhdistettyji: a) up =1, b) Y7 ja Y5 ovat samoin jakautuneet, ¢) kummankin
mediaani on 1, d) P(Y; > Y>) > 1. Piirrd myds vastaavat €g-joukot (u1, pi2)-tasossa.

5.2. a) Esimerkin 5.2.4 koeasetelmassa saadaan 560 kruunua. Laske vastaava p-arvo ja pohdi,
voidaanko lanttia pitdd harhattomana. (Kaytd normaaliapproksimaatiota binomijakauman
todennikoisyyksien laskentaan.)

b) Ovatko johtopaatokset toisenlaiset, jos heittoja onkin sata ja saadaan 56 kruunua?

5.3. Kemiantehtaassa kone annostelee erdsti kemikaalia kanistereihin. Oletetaan, etta kerralla
annostellun kemikaalin mééré (litroina) noudattaa normaalijakaumaa. Pyrkimyksena on saataa
kone siten, ettéd keskim&ardinen annos p on 10 ja keskihajonta o korkeintaan 0.2. Tutkittiin 20
kanisteria ja havaittiin, ettd niissi oli kemikaalia keskimédérin 7 = 9.86 (litraa), keskihajonnan
ollessa s = 0.25. Testaa kaksisuuntaisella ¢-testilld ja yksisuuntaisella x2-testilli, onko kone
sdadon tarpeessa. Kéytd 5 %:n merkitsevyystasoa.

5.4. Kauppias myy mannynsiemenia, joiden itavyyden vaitetdan olevan ainakin 80 %. Nelja
asiakasta ostaa kukin pussillisen eli 10 siementéd. He havaitsevat, ettd itdviad siemenid oli 9, 5,
6 ja 8.

a) Kukin asiakas testaa itdvyysviitettd oman havaintonsa valossa tavallista binomijakauma-
mallia kdyttden. Mitkd ovat asiakkaiden saamat p-arvot? Onko jollakin heistd aihetta hylatéa
vaite 5 %:n merkitsevyystasolla?

b) Toinen asiakas tulee valittamaan siementen laadusta kauppiaalle ja kertoo oman p-
arvonsa. Miten kauppias voi arvioida itdvyysvéitettd, kun hian otaksuu, ettd muut kolme ovat
olleet laatuun tyytyvaisia? Vihje. Valintakorjaus.

¢) Testaa itdvyysvaitettd kokonaisaineiston (40 siemenestéd 28 iti) valossa. (Voit kéyttéa
normaaliapproksimaatiota.)

5.5. Olkoot Y7 ja Y, kaksi riippumatonta havaintoa Poisson-jakaumasta P(u). Halutaan
testata hypoteesia Hy: = 2 vastaan H;p: u < 2. Testisuureena on T =Y; + Yy ~ P(2u).

a) Millaiset testisuureen arvot t todistavat mielestasi Hj:aa vastaan ja Hj:n puolesta:
pienet vai suuret?

b) Mitka t johtavat Hp:n hylkddmiseen ja Hp:n hyviksymiseen merkitsevyystasolla 0.17
Mitkéd havaintoparit (y1,y2) kuuluvat vastaavaan kriittiseen alueeseen?

¢) Hahmottele voimafunktion mg1(p) kuvaajaa vélilla (0, 2] laskemalla sen arvot ainakin
muutamassa eri pisteessa.

5.6. Mallion Yy,...,Y,, ~ N(u,02) 1, jossa 02 > 0 on tunnettu luku. Testataan Ho: p = 0
vastaan Hp: p > 0 kdyttamalla yksisuuntaista z-testid (ks. 5.4.1). Muodosta 0.05-tasoinen
voimafunktio ja hahmottele sen kuvaajaa. Vertaa sitd kaksisuuntaisen z-testin voimaan (kuva
5.2). Miten néiden ero pitaisi ymmaértaa, erityisesti joukossa p > 07?
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5.7. Oletetaan, ettd Yi,...,Y,, ~ N(u,1) 1L, ja tarkastellaan yksisuuntaista testausasetelmaa
Hy: p =0, Hy: p > 0. Testisuureena on tavalliseen tapaan z = /ny. Kuinka suuri on
havaintojen lukuméirdn n oltava, jotta testin 0.01-tasoinen voima pisteessd p = 0.5 olisi
> 0.6 (eli hyviksymisvirheen riski ko. pisteessd < 0.4)?

5.8. Olkoot Yi,...,Y19 ~ Tas(0,0) 1L, jossa 6 > 0. Testataan hypoteesia Hp: 6 = 2 vastaan
Hy: 0 < 2. Testisuureena kiytetdén suurinta havaintoa t = y19) = max(y1,...,y10) ja Ho
hylatdan, jos t < 1.5. Laske testin merkitsevyystaso (eli hylkddmisvirheen todennékdisyys) ja
voimafunktio. Apu. T:n jakauma on selvitetty tehtéavissa 3.10.

5.9. Diskreetin satunnaismuuttujan Y jakauma riippuu parametrista €, jolla on kaksi mah-
dollista arvoa: 0 ja 1. Vastaavat Y :n pistetodennékoisyydet on esitetty taulukossa alla.

y 1 2 3 4 5 6 7

fy(y0) 01 .01 .01 .01 .01 .01 .94
fy(y1) 06 .05 .04 .03 .02 .01 .79

Halutaan testata Hy: 6 = 0 vastaan H;: § = 1. Laske suhteet fy(y;1)/fy(y;0) ja
madritd Neyman—Pearson-apulauseeseen vetoamalla voimakkain testi (esim. ilmoittamalla
kriittinen alue), kun merkitsevyystasoksi valitaan 0.04. Kuinka suuri on hyvéiksymisvirheen
todennékoisyys?

5.10. Toistokoemallin K ~ Bin(n,f) parametrina on 6 € (0,1). Tarkastellaan hypoteeseja
Hy: 0 = 0y ja H: 0 = 61, jossa 0y < 0. Osoita uskottavuusosaméirdad tutkimalla eli
Neyman—Pearson-apulauseen avulla, ettd voimakkain testi saadaan testisuureesta k. Jarkeile
myo0s, ettd kyseessd on tasaisesti voimakkain testi yhdistetylle vastahypoteesille Hy: 68 > 6.

Vihje. Muokkaa uskottavuusosaméirad niin, ettd saat nakyviin suhteet 6y/(1 — 6y) ja
01/(1—6y).

5.11. Olkoon Yi,...,Y, riippumaton otos eksponenttiperheen jakaumasta, jonka ptf/tf on
muotoa

F(y:0) = c(O)h(y)e? ),
jossa ¢ ja h ovat ei-negatiivisia funktioita ja ¢(f) on aidosti kasvava funktio reaalisesta
parametrista 6 (vrt. 4.2.5 ja teht. 2.20). Nayta, ettd syntyvilld mallilla fy (y;6) on monoto-
ninen uskottavuusosamééara. Mitd muotoa ovat kriittiset alueet tasaisesti voimakkaimmassa
yksisuuntaisessa testissa?

5.12. a) Olkoot Yi,...,Y, ~ P(u) . Johda uskottavuusosaméérin testisuureen lauseke,
kun testattavana on Ho: p = .

b) Erddssd tienristeyksessi on pitkélld aikavélilla sattunut keskimédrin 7.2 onnettomuutta
kuukaudessa. Risteykseen asennetaan liikennevalot. Sitd seuraavan vuoden aikana sattuu
yhteensd 60 onnettomuutta. Testaa uskottavuusosamiirin testid ja y?-approksimaatiota
kayttamalla, voidaanko valojen asentamisen katsoa vaikuttaneen onnettomuuksien méaréan.
Oletetaan, ettd onnettomuuksien lukumééra kuukaudessa on Poisson-jakautunut.

5.13. Olkoot Yi,...,Y, ~ P(u) 1. Muodosta Waldin testisuureen w'/?(y) ja Raon piste-
médratestisuureen u'/?(y) lausekkeet.

5.14. Esimerkin 2.4.6 a-asetelmassa saadaan otokseen (n = 50) genotyyppeja rr, R ja RR
vastaavasti 4, 20 ja 26 yksilod. Laske parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti ja
testaa kaksisuuntaisella Waldin testilld nollahypoteesia Hp: 6 = 0.2.

5.15. Oletetaan, ettd Yi,...,Y, ~ N(u,02) 1, jossa parametri on (u,o?). Testattavana
on Hy: p = po. Johda uskottavuusosamadran testisuure ja Waldin testisuure ja totea, etta
saatavat testit ovat yhtépitavia tavallisen kaksisuuntaisen t¢-testin kanssa.

Huom. Sama asia Raon testisuureen osalta on todettu esimerkissa 5.7.8.
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5.16. Erdiden kuulalaakereiden kestoa (miljoonaa kierrosta) on totuttu kuvaamaan Weibull-
jakaumalla, jonka tiheysfunktio on

Fy; B,0) = A8y Lexp(-=N\yP), ¥y >0,

ja jossa B ja A ovat positiivisia parametreja. Halutaan testata hypoteesia Hy: 8 = 1 eli
tutkia, voisiko kestoa kuvata eksponenttijakaumalla. Poimitaan 23 laakerin otos ja mitataan
otosyksikoiden kestot:

17.88  28.92 33.00 41.52 42.12 45.60 48.48 51.84
51.96 54.12 55.56 67.80 68.64 68.64 68.88 84.12
93.12 98.64 105.12 105.84 127.92 128.04 173.40

Suorita testi kayttimalla uskottavuusosaméirin testisuuretta ja x2-approksimaatiota.
Apu. Vapaan mallin su-estimaatteja ei voi lausua suljetussa muodossa, mutta uskottavuus-
yhtélét numeerisesti ratkaisemalla nihdéan, ettd 8 = 2.1021 ja A = 9.515-107°.



6 Luottamusjoukot

6.1 Madritelma ja tulkinta

6.1.1 Johdanto. Luvuissa 2 ja 3 tarkasteltiin piste-estimointia, jossa tavoitteena oli
spesifioida mallin parametriavaruudesta piste, joka olisi “hyvd” arvio mallin para-
metrille. Pelkén piste-estimaatin esittdminen on kuitenkin harvoin riittdva vastaus
annettuun estimointitehtdvadn. Onhan nimittdin yleensi tdysin epérealistista ajatel-
la, ettéd voitaisiin juuri tarkalleen 16ytdé se oikea parametriarvo, joka on aineiston
tuottanut. Siksi onkin tarpeellista pyrkid jollakin tavalla arvioimaan esitettdvien pis-
te-estimaattien tarkkuutta. Pelkistetymmin ja hieman yleisemmin voidaan tarkastella
7joukkoestimointitehtévaa”, jossa aineiston perusteella on rajattava parametriavaruu-
desta osajoukko — mielelldén mahdollisimman pieni —, joka varsin suurella ja etukéteen
annetulla varmuudella sisaltaisi todellisen parametriarvon.

Tama kysymyksenasettelu johtaa luottamusjoukkojen teoriaan. Jos estimoitava pa-
rametri on yksiulotteinen, kyseiset joukot ovat tavallisesti véleji, joten niitd kutsutaan
luottamusvéleiksi ja niiden muodostamista véliestimoinniksi. Osoittautuu, ettd luot-
tamusjoukkojen teoria on ldheisessé yhteydessa testiteorian kanssa, ja siten luvun 5
lopussa késitellyt, uskottavuusfunktioon ja asymptotiikkaan perustuvat menetelmét
mahdollistavat melko yleisten luottamusjoukkojen konstruoimisen.

6.1.2 Luottamusjoukon madritelma. Tarkastellaan mallia fy (y;0), jonka paramet-
riavaruus on € C R?. Olkoon lisiksi 0 < o < 1. Aineistosta riippuva €:m osajoukko
A(y) on parametrin 6 luottamusjoukko luottamustasolla 1 — «, jos

(6.1) Pp{0c AY)} >1—a kaikilla 6 € ).

Jos d =1 ja A(y) on vili, sitd kutsutaan myos luottamusvailiksi. Esimerkiksi A(y)
voisi olla avoin vili A(y) = (a(y), b(y)), jossa

Pla(Y)<0<bY)}>1—a kaikilla 6 € Q.

Monesti tapauksessa d > 1 on mielenkiinnon kohteena koko parametrivektorin
0 sijasta vain jokin sen komponentti tai osavektori @ (vrt. 5.7.2). Joukko A(y) on
tdmén luottamusjoukko luottamustasolla 1 — «, jos

P{p c AY)} >1—« kaikilla @ € 2.

Ensisijaisena pyrkimyksené on etsié luottamusjoukkoja, joilla em. todennédkoéisyydet
olisivat tasan 1 — a. Tama voi kuitenkin olla vaikeaa tai mahdotonta johtuen mallin
diskreettisyydesté tai siité, ettd todennékoisyydet riippuvat parametrista 6. Siksi on
mukavaa sallia myos epayhtalo ” > 7. Tavanomaisia luottamustasoja ovat 95 % ja 99 %,
jotka vastaavat lukuja o = 0.05 ja a = 0.01.

78
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6.1.3 Esimerkki: normaalimalli. Tarkastellaan jélleen tuttua normaalijakaumamallia
Yi,..., Yy ~ N(u,08) 1L, jonka parametri on g ja jossa o3 > 0 on tunnettu luku.
Talloin tunnetusti (vrt. 5.4.1)

Y-y
~ ao\/n
Olkoon 0 < a < 1 ja olkoon z,/» se luku, jonka oikealla puolella on osuus a2
standardinormaalijakauman todennakéisyysmassasta. Télloin

VA

~ N(0,1).

P{lZ| < 242} = P{—20)2 < Z < 242} =1 - q,
mika voidaan kirjoittaa my6s muodossa

Za /200 — |, “a/200 }
<pu<Y =
Jn SRS

p{yz_
Tamé merkitsee, ettd vali

_ Ra/200 _ | 2a/200
on p:n luottamusvéli luottamustasolla 1—«. Esimerkiksi toimittaessa luottamustasolla
95 % on a = 0.05 ja 20025 &~ 1.96 ~ 2, joten kyseinen luottamusvéli on likimain
(¥ — 200/\/n, §+ 200/\/n).
Luottamusvéli ei koskaan ole mitenkaddn yksikésitteinen. Paétteleméalld samaan
tapaan kuin ylld ndhdaén, ettd mika tahansa véli

= 20100 _ | Ran00
@ Vi 0T Wz)

jossa a1 4+ a2 = «, on p:n luottamusvali luottamustasolla 1 — . Rajatapauksina
saadaan myos rajoittamattomat luottamusvélit

_ Za00 . _ Za00
—00, y+ \/ﬁ Ja Yy—- W? oo |,

joiden darellisié padtepisteitd kutsutaan toisinaan p:n ylemmdksi ja vastaavasti alem-
maksi luottamusrajaksi. Voidaan osoittaa, ettd otoskeskiarvon suhteen symmetrinen
véili (6.2) on lyhin mainituista luottamusvéleisté, joten erdéssi mielessé se on siis tar-
kin. Se onkin useimmin kaytetty luottamusvéli nyt tarkasteltavassa mallissa. Joissakin
sovellustilanteissa saattaa kuitenkin pelkén toispuolisen luottamusrajan esittdminen
olla jarkevampéaa.

Tarkastellaan lopuksi mallia Y7,...,Y, ~ N(u,0?) 1L, jossa myds o
ton parametri mutta luottamusvéli halutaan muodostaa edelleen vain p:lle. Téll6in
otetaan lahtokohdaksi jakaumatulos

2 on tuntema-

Y —p
T=""F_ 4
S//n !
(vrt. 5.4.2), jossa S? = 3" ,(Y; — Y)?/(n — 1). Vilin (6.2) sijasta saadaan nyt

luottamusvaliksi

(v- tir(0/2) S 7+ tm(a/mjﬁ),

jossa luku ,_1(a/2) on valittu siten, etté sen oikealla puolella on ¢,,_;-jakauman mas-
sasta osuus /2. Koska t-jakaumissa on paksummat hannét kuin standardinormaali-
jakaumassa, tdméa véli on hieman leveampi kuin (6.2). Ero on tosin merkityksettoméan
pieni, jos havaintoja on enemman kuin muutama kymmenen.
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6.1.4 Luottamusjoukon tulkinta. Oletetaan konkreettisuuden vuoksi, ettd a = 0.05
eli on péaitetty toimia luottamustasolla 95 %. Luottamusjoukon maéritteleva ehto
(6.1) merkitsee télloin sanallisesti ilmaistuna, ettd satunnainen joukko A(Y) peittda
vahintddn todenndkoisyydelld 0.95 todellisen parametriarvon @, joka on kiinteé ei-
satunnainen piste parametriavaruudessa. Todennédkoisyyden késitteen kaytto viittaa
siis hypoteettiseen toistettuun aineistonkeruuseen: jos aineistonkeruu tarkasteltavasta
satunnaisilmitsté voitaisiin toistaa yhé uudelleen ja uudelleen ja jokaisesta saadusta
aineistosta y laskettaisiin luottamusjoukko A(y), niin saaduista joukoista keskiméérin
95 % tai useampi sisaltiisi todellisen parametriarvon.

Todellisuudessa tutkijalla on tietenkin analysoitavanaan vain yksi aineisto y ja sité
vastaava luottamusjoukko A(y). Téasta yksittdisesta luottamusjoukon realisaatiosta ei
voi sanoa, ettd se "todennékdisyydelld 0.95” siséaltéisi todellisen parametriarvon!

6.1.5 Esimerkki. Olkoot Y7,Ys ~ Tas(f — 3,0 + 3) L. Toteutuneet havainnot ovat
Y1 ja y2. Olkoon y(;) niistd pienempi ja y() suurempi, ts.

Yy = min(y1, ye), Y(2) = max(y1, y2)-

Tarkastellaan vastaavia satunnaismuuttujia ¥{1) ja Y{z). Tapahtuma {Y(l) <0< Y(2)}
muodostuu toisensa poissulkevista tapahtumista {Y; < 6 < Y3} ja {Ys < 6 < Y1},

joiden kummankin todennéakéisyys on % . % = i. Siten

Py <0<V} =t +h=}

Tama merkitsee, ettd vili (y(1),y(2)) on 50 %:m luottamusvili parametrille 6. Kuitenkin
siind tapauksessa, ettd ko. vilin pituus y) — y(1) on suurempi kuin %, on téysin
varmaa, ettd 6 kuuluu tdhan véliin (piirrd tilanne lukusuoralle ja mieti).

6.2 Yhteys testeihin ja saranasuureet

6.2.1 Testien ja luottamusjoukkojen dualiteetti. Esimerkissa 6.1.3 muodostettiin
luottamusvélejd normaalimallin odotusarvolle z- ja t-testisuureen avulla. Aivan yleises-
tikin pétee, ettéd testien avulla voidaan muodostaa luottamusjoukkoja (ja pédinvastoin).
Siten testiteoria ja luottamusjoukkojen teoria ovat tietyssé mielessa ekvivalentteja.

Tarkastellaan mallia fy (y; @), jonka parametriavaruus on §2, ja olkoon 0 < a < 1.
Jos 0y € Q, olkoon C,(6y) jonkin hypoteesia Hy: 8 = 0 koskevan testin «-tasoinen
kriittinen alue. Kun y on havaittu aineisto, hypoteesi Hy tulee siis hylatyksi, jos
y € Cy(6p), ja hyviksytyksi, jos y ¢ Cy(0p). Liséksi

PgO{Y S CQ(OO)} <«

kuten kohdissa 5.3.2 ja 5.5.1 on todettu. Merkitdan A(y):lla kaikkien niiden nolla-
hypoteesiarvojen 8y joukkoa, jotka tulevat hyvaksytyiksi, ts.

Aly) ={60€Q:y ¢ Cy(69)}.

Nyt tdma joukko on parametrin 6 luottamusjoukko luottamustasolla 1 — «: nimittéin
jokaisella 8 € Q) patee

Pol{0 € A(Y)} = Po{Y ¢ Cu(0)} =1 — Po{Y € Co(8)} > 1 — a.

Téassé yhteydesséd on paikallaan huomauttaa, etta erityisesti diskreeteissé malleissa ei
ole yleensé mahdollista 16ytaé joukkoja C,(6p) siten, ettd tapahtuman {Y € Cy(60)}
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todennéakoisyys olisi tasan ennalta annetun «:n suuruinen jokaisella 8y. Taméa ilmi6
kohdattiin vaikkapa esimerkissé 5.5.2. Siksi my6s luottamusjoukon mééritelméssa on
syyta sallia aito epayhtélo. Seuraavissa pykélissé tarkastellaan uskottavuusfunktioon
perustuvista testeistd saatavia approksimatiivisia luottamusvéleja, ja silloin tdméa
ilmié hévida nakyvista, koska testisuureiden asymptoottiset nollahypoteesijakaumat
ovat jatkuvia.

6.2.2 Saranasuureet. Joissakin kyllin yksinkertaisissa malleissa voi luottamusjoukko-
ja muodostaa varsin kitevésti saranasuureiden avulla. Satunnaismuuttujaa Q(Y';8),
joka on siis aineistosta ja tarkasteltavan mallin parametrista riippuva suure, kutsutaan
saranasuureeksi, jos sen jakauma on sama kaikilla €. Talloin muotoa {Q(Y;0) € B}
olevan tapahtuman todennékéisyys ei riipu 0:sta, joten voidaan pééatelld, ettd jos
tamé todennikoisyys on > 1 — «, niin joukko A(y) = {0 : Q(y;0) € B} on 6:n
luottamusjoukko luottamustasolla 1 — «.

6.2.3 Esimerkkeji. a) Mallissa Yi,...,Y, ~ N(u,0%) 1L on T = /n(Y — pn)/S
saranasuure. Jos 02 = 02 > 0 on tunnettu, myds Z = /n(Y — p)/0oo on saranasuure.
(Ks. 6.1.3.)

b) Olkoot Y1,...,Y, ~ Tas(0,0) 1L, jossa 6 >0, ja Y(,) = max(Y1,...,Y,). Koh-
dassa 2.2.8 todettiin, ettd Y{,) on parametrin 6 su-estimaattori. Sen kertyméfunktio
on (vrt. teht. 3.10)

P{Y, <t} = P{Y1 <t}--- P{Y,, <t} = (t/0)", 0<t<é.
Tarkastellaan muuttujaa Y{,)/¢. Sen arvojoukko on (0,1) ja kertyméafunktio
P{Y,)/0 < q} = P{Y(n) < q0} = (¢0/0)" =¢", 0<qg<l

Koska tdmé ei riipu ¢:sta, niin Y{,)/0 on saranasuure.

Saranasuureen Y(,)/f avulla voidaan muodostaa esimerkiksi 95 %:n luottamusvli
0:lle seuraavasti: Valitaan luku a, jolle P{a < Y(,)/0} = P{a < Y(,)/0 <1} =0.95
kaikilla 6 > 0; itse asiassa a = 1/0.05. Ratkaisemalla téssé esiintyva epayhtélopari
m suhteen voidaan yhtépitivésti kirjoittaa P{Y(,) < 0 < Y(;,)/a} = 0.95 kaikilla
0 > 0. Tami merkitsee, ettd (y(,), ymn)/a) on 95 %:n luottamusvéli.

6.3 Uskottavuusosamaaraan perustuvat luottamusjoukot

Edelld kuvattua testien ja luottamusjoukkojen yhteyttd voidaan soveltaa luvun 5 lopus-
sa tarkasteltuihin uskottavuusfunktioon perustuviin testeihin. T&lld tavalla saadaan
asymptotiikkaan perustuvia yleisid menetelmié approksimatiivisten luottamusjouk-
kojen muodostamiseen. Téassé pykélassa tarkastellaan uskottavuusosaméaran testiin
perustuvia luottamusjoukkoja.

6.3.1 Uskottavuusosamaaraan perustuva luottamusvali kun d = 1. Tarkastellaan
kyllin sdénnollista reaaliparametrista mallia fy (y; ). Kohdassa 5.6.4 opittiin, etté
uskottavuusosamédrin testisuuretta r(y) = 2 [[(0; y) — 1(00; y)] vastaava satunnais-
muuttuja noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti y3-jakaumaa, kun 6 = 6.
Olkoon x?(a) se piste, jonka oikealla puolella on osuus « timin jakauman toden-
niikdisyysmassasta. T#llsin Py, {r(Y) < x3(a)} ~ 1 — a, joten voidaan todeta, etti
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joukko

A(y) = {0:2[1(0;y) — 1(6;9)] < xF(a)}
={0:10;9) - 1(6;y) > —3xi(a)}

on 0:n approksimatiivinen luottamusjoukko luottamustasolla 1 — «. Yleensd tadmé
joukko on wvdli.

Muodostetulla luottamusvalilld on my6s elegantti uskottavuuspohjainen tulkinta.
Kun L on tarkasteltavan mallin uskottavuusfunktio, maaritelladn normitettu (eli
suhteellinen) uskottavuusfunktio

(6.3)

L(6;y)

L(6;y)

Talléin aina 0 < Ly < 1 ja Lo(f;y) = 1. Tamén funktion logaritmi
lo(6;y) = 1(6;9) — 1(0; y)

on normitettu log-uskottavuusfunktio, ja se esiintyi jo kohdassa 2.4.2. Sille patee lp < 0
seké 1p(f;y) = 0. Jos nyt 0 < ¢ < 1, niin joukkoa

{0 : Lo(0;y) > c} ={0:10(0;y) > logc},

joka yleensi on véli, sanotaan 100c %:n uskottavuusvdliksi parametrille 6. Siihen kuulu-
vat siis ne parametriarvot, joiden uskottavuus on enemmén kuin 100c % uskottavuuden
maksimiarvosta eli arvosta pisteessa 0.

Kaavassa (6.3) johdettu approksimatiivinen luottamusvéli luottamustasolla 1—« on
siis itse asiassa uskottavuusvéli, jonka "uskottavuustaso” ¢ madraytyy yhtalosta logc =
—3X}(). Tarkastellaan erityisesti tapausta o = 0.05 eli 95 %:n luottamustasoa.
Tallsin x%(0.05) ~ 3.84, joten logc ~ —1.92 ja ¢ ~ e 192 ~ 0.147. Niin ollen
kyseessé on 14.7 %:n uskottavuusvéli

A(y) ={0: 1p(0;y) > —1.92}.

Graafisesti tdma véli muodostetaan seuraavasti: Piirretddn log-uskottavuusfunktion
kuvaaja siten, ettd maksimikohdassa 6 = 6 sen arvo on nolla. Sitten piirretdan
vaakasuora tasolle —1.92 ja etsitdan ne pisteet 6, joissa log-uskottavuusfunktion
kuvaaja on tdmén vaakasuoran ylapuolella.

Lo(0;y) =

6.3.2 Esimerkki: eksponenttimalli. Malliin Y7,...,Y, ~ Exp(1/p) AL liittyvé uskot-
tavuusosamaéairan testisuure laskettiin kohdassa 5.6.7:

r(y) = 2n[y/po — log(y/mo) — 1.
Siten normitettu log-uskottavuusfunktio on
lo(;y) = nllog(y/p) —y/p+1]
ja 14.7 % uskottavuusvéli (eli approksimatiivinen 95 %:n luottamusvéli) on
{n>0:n[log(y/p) —g/n+1] > ~1.92}.

Esimerkiksi jos havaintoja on n = 20 ja niiden keskiarvo on 7 = 5, saadaan 14.7 %:mn
uskottavuusviliksi likimain (3.3,8.0) (ks. kuva 6.1).



6.3 Uskottavuusosamidrain perustuvat luottamusjoukot 83
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8

Kuva 6.1. Normitettu log-uskottavuusfunktio ja 14.7 %:n uskottavuusvalin
muodostaminen mallissa Y1,...,Y, ~ Ezp(1/p) 1L, kun n =20 ja 5 =5.

6.3.3 Uskottavuusosamadraan perustuva luottamusjoukko kun d > 1. Oletetaan,
ettd mallin fy (y; @) parametri on d-ulotteinen vektori. Talléin tavoitteena on useim-
miten muodostaa luottamusvéli tai -joukko jollekin parametrin komponentille tai
osavektorille, ei koko parametrille. Niinpa oletetaankin, aivan kuten pykaléssa 5.7, etté
malli on riittdvén sddnnoéllinen ja sen parametri voidaan osittaa muotoon 6 = (¢, A),
jossa osavektorin 1 dimensio on g. Tehtdvina on muodostaa luottamusjoukko vekto-
rille .

Kohdassa 5.7.4 johdettiin nollahypoteesin 9 = 1)y testaamiseksi uskottavuus-
osamédran testisuure r(y) = 2 [l(é,y) - l(éo; y)] ja todettiin, ettd nollahypoteesin
patiessa sitd vastaava satunnaismuuttuja noudattaa asymptoottisesti Xg -jakaumaa.
Téssi 0 = (1[), 5\) on parametrin 6 tavanomainen su-estimaatti ja 6, puolestaan on
rajoitettu su-estimaatti muotoa 6y = (¢0,5\0(¢0)), jossa piste j\g(wg) maaraytyy
maksimointitehtévasta

L(%p0, Mo (v0); y) = max L(vo, N y).

Maksimikohta tavallisesti riippuu pisteesta g ; siksi tdméa on merkitty sulkuihin sym-
bolin Ag perdadn. Huomaa erityisesti, etta Xo ('lﬁ) = X. Piittelemilld samaan tapaan
kuin yll& kohdassa 6.3.1 saadaan nyt vektorille b approksimatiivinen luottamusjoukko
luottamustasolla 1 — a:

A(y) = {9 : 2[1(8;y) — 13, Xo(¥); )] < X2()}.

Kyseessd on g-ulotteisen euklidisen avaruuden osajoukko.

Aivan kuten reaaliparametrisessa tilanteessa edella joukolle A(y) voidaan nytkin an-
taa yksinkertainen uskottavuustulkinta. Se perustuu profiiliuskottavuuden késitteeseen.
Maaritelladn vektorin v profiiliuskottavuusfunktio ja logaritminen profiiliuskottavuus-
funktio asettamalla

Lp(1h;y) = L%, Xo(¥): y),
Ip(;y) = L, Ao(); ).

Néma funktiot siis saadaan tavallisesta uskottavuus- ja log-uskottavuusfunktiosta suo-
rittamalla jokaisella kiinnostavan parametrin 1 arvolla maksimointi kiusaparametrin
A suhteen. Edelleen niistd voidaan muodostaa normitetut eli suhteelliset versiot ja
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maédritelld niihin liittyva uskottavuusjoukon kasite samalla periaatteella kuin kohdassa
6.3.1. Kirjoittamalla joukko A(y) muodossa

A(y) = {¥ 1 lp(;y) — Ip(Piy) > —3x2(a)}

ndhdéankin, ettd se on 1) :n profiiliuskottavuuteen liittyvéa uskottavuusjoukko.

6.4 Waldin testiin perustuvat luottamusjoukot

Waldin testi perustui suoraan suurimman uskottavuuden estimaattorien asymptoot-
tiseen normaalisuuteen sddnnollisissd malleissa. Tésséd pykélédssd opitaan, millaisiin
approksimatiivisiin luottamusjoukkoihin tata kautta paadytaan. Erityisesti silloin
kun kiinnostava parametri on yksiulotteinen, néin saatavat luottamusvélit ovat hyvin
yksinkertaisia ja laajalti kdytettyja eri sovelluksissa.

6.4.1 Waldin testiin perustuva luottamusvali kun d = 1. Oletetaan, ettd malli on
fy(y;0), jonka parametri on reaalinen. Palautetaan mieleen kohdasta 5.6.5 yksisuun-
tainen Waldin testisuure w'/2(Y") = i(6)'/2(8 — 6y), joka noudattaa asymptoottisesti
standardinormaalijakaumaa, kun 6 = 6y. Jos luku z,/p on valittu siten, ettd sen
oikealla puolella on standardinormaalijakauman todennékoisyysmassasta osuus /2,
niin

a/2
P90{|w1/2( )| < Za/g} P90{|0 90| < (0)/1/2} ~1-—a.

Tamé merkitsee, etté 0-keskinen vili

A Raf2 A Raf2 )
0— ———, 0+ —
( NGONERRTORE

on 6:n approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla 1 — «.

6.4.2 Keskivirheen kdsite. Suurimman uskottavuuden estimaattorien asymptootti-
sen teorian (ks. 3.6.5) mukaan estimaattorin 6 asymptoottinen keskihajonta eli va-
rianssin neliéjuuri on 1/,/i(6), jossa @ on todellinen parametriarvo ja siis tuntematon.
Luku 1/i(6)'/2 ylli on timéan arvio eli estimaatti, ja sitd sanotaan su-estimaattorin 0
keskivirheeksi (engl. standard error) ja merkitiin symbolilla s. e.(0).

Keskivirhe voidaan laskea Fisherin informaation sijasta myods havaitusta infor-
maatiosta: s.e.(0) = 1/j(0;y)'/2. Siiné tapauksessa, etté estimaattorin 0 varianssi
v(0) = varg(f) osataan muodostaa (6:sta riippuvana lausekkeena), voidaan kiyttii
myos suoraan tisté saatavaa arviota: s.e.(d) = v(0)1/2.

Kun tilastollisen mallin estimoinnin tuloksia raportoidaan, on tavallista ja erittdin
hy6dyllisté ilmoittaa estimaattien arvojen yhteydessa niiden tavalla tai toisella lasketut
keskivirheet. Monet tietokoneohjelmat tekevétkin tdman automaattisesti. Néin lukija
saa jonkinlaisen késityksen estimaattien tarkkuudesta: hin voi esimerkiksi valita
mieleisensd luottamustason 1 — « ja todeta, etta véli

= Za)2 8. e.(0), 0+ Za)2 8. e.(9))

on 6:n approksimatiivinen luottamusvali talla tasolla. Koska zggos ~ 1.96 ~ 2,
on nyrkkisdénténd hyvd muistaa, ettd erityisesti (0 — 2s.e.(d), 6 + 2s.e.(f)) on
likimdarainen 95 %:n luottamusvali.



6.4 Waldin testiin perustuvat luottamusjoukot 85

6.4.3 Esimerkki: eksponenttimalli. Mallissa Yi,...,Y, ~ Exp(1/p) 1L on =7 ja
i(n) = n/p? (ks. 5.6.7). Keskivirheeksi saadaan siten s.e.(i) = 1/i(f)Y/? = 5//n.
Samaan tulokseen paddytdin myds laskemalla var(j1) = p?/n ja ottamalla tdmin
neliojuuri seké korvaamalla p estimaatillaan 3.

Esimerkiksi jos n = 20 ja fi =7 = 5, niin s.e.(21) = 5/4/20 ~ 1.12 ja approksima-
tiiviseksi 95 %:n luottamusvéliksi saadaan (3.8,7.2) (vrt. 6.3.2).

6.4.4 Waldin testiin perustuva luottamusjoukko kun d > 1. Tarkastellaan jélleen

vektoriparametrista mallia fy (y;0), jossa 8 = (1, A). Tehtdvani on muodostaa

luottamusjoukko g-ulotteiselle kiinnostavalle parametrille ¥ = (01,...,0,).
Kohdassa 5.7.5 esiteltiin Waldin testisuureen vektoriversio

w(Y) = (3 — 1) ¥ (0) 7 (¥ — o),

joka noudattaa asymptoottisesti Xg—jakaumaa, kun v = 1pg. Téssa 6 = (1&,;\) on
tavallinen su-estimaattori ja ¢¥'¥ viittaa Fisherin informaatiomatriisin kidnteismatrii-
sin vasempaan ylalohkoon (¢ x ¢). Néin ollen vektorille 1) saadaan luottamustasolla
1 — a approksimatiivinen luottamusjoukko

(6.4) {sh: (9 — ) i) (P — ) < x2()},

kun x§ () on se piste, jonka oikealla puolella on osuus « XZ -jakauman todennakoisyys-
massasta.

Joukko (6.4) on Q,ZAJ—keskisen ellipsoidin rajoittama alue g-ulotteisessa avaruudessa.
Ellipsoidin muodon eli akselit mééris symmetrinen matriisi i%% (). Seuraavassa
tarkastellaan hieman lahemmin tapauksia ¢ =1 ja ¢ = 2.

6.4.5 ¢ = 1: luottamusvali parametrin yhdelle komponentille. Jos ¢ = 1, joukko
(6.4) on parametrin ensimméisen komponentin #; luottamusjoukko

{01: (01— 61)*/i"'(8) < Xi(a)}.

Koska x? on standardinormaalijakauman nelié, timé on itse asiassa vili
(01 — 20y2 i (0)Y2, 01 + 24201 (0)1/3).

Nyt siis su-estimaattorin 01 keskivirhe eli keskihajonnan estimaatti on s.e.(él) =
ib1(9)'/2. Kaikki, mité kohdassa 6.4.2 keskivirheesté todettiin, on relevanttia tassikin
tapauksessa.

Huomattakoon lopuksi, ettd tédssé esitetty luottamusvélin konstruktio on luonnolli-
sestikin sovellettavissa mihin tahansa 6:n komponenttiin ¢;, j = 1,...,d, kunhan vain
korvataan indeksi 1 indeksilld j. Estimaattorin éj keskivirhe saadaan ottamalla nelio-
juuri vastaavasta informaatiomatriisin kééinteismatriisin alkiosta: s. e.(;) = i77()/2.
(Ks. merkinnét kohdassa 3.4.6.)

6.4.6 ¢ = 2: luottamusellipsi parametrin komponenttien parille. Jos ¢ = 2, joukko

(6.4) on parin (61,62) luottamusjoukko, joka on ellipsin rajoittama alue tasossa.

Tamén luottamusellipsin keskipiste on (A1, 62), ja sen akselit mérii symmetrinen
kerroinmatriisi .

.1 1 .

() = [1_2’1((2) o

i#1(0) i*(
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Dlagonaahalklot ovat keskivirheiden neliot eli estimaatit vastaavien su-estimaattorien
0, ja 0y variansseille. Alkio i2(8) = i21(0) puolestaan on estimaatti kovarianssille.
Niinpé voidaan sanoa, ettd luku

i2(0)

01,02) = —— )
cor(f1,62) i1’1(0)1/2.i2»2(0)1/2

on arvio estimaattorien 6; ja 0, korrelaatiolle.

Muodostetun luottamusellipsin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset jos ja
vain jos i2(8) = 0 eli cor(fy,#) = 0. Niin kiy silloin kun 0; ja 6, kuuluvat toisiinsa
ndhden ortogonaalisiin parametrin osiin (ks. 2.6.2). Puoliakselien pituudet ovat t&lloin
[3(@)i9(0)]'/?, j =1,2.

Jos cor(fy,0,) on itseisarvoltaan suuri (lihelld yhtd), luottamusellipsi on koor-
dinaattiakseleihin nédhden hyvin kalteva ja eksentrinen. Téllainen tilanne viittaa
epdonnistumiseen mallin ja sen parametroinnin valinnassa, silla estimaattorit 0, ja
0, riippuvat voimakkaasti toisistaan ja saattavat olla epéstabiileja. Erityisesti yksi-
ulotteiset luottamusvélit antavat téalloin virheellisen kuvan parin (61,62) yhteisesté
luottamusjoukosta. Katso kuvaa 6.2.

cor(f1,0:) = —0.3 cor(61,02) =0

cor(fy,0:) = 0.6 cor(f1,02) = 0.9

01 01

Kuva 6.2. Waldin testisuureeseen perustuvia 95 %:n luottamusellipseja parille
(01,602), kun s.e.(A) = i%1(0)Y/2 = 2 ja s. e.(By) = i22()/2 = 1. Tapauksessa
cor(fy,05) = 0 puoliakselien (katkoviiva) pituudet ovat likimain 4.90 ja 2.45,
koska x3(0. 05)1/2 ~ 2.45. Kuviin on merkitty myds 95 %:n luottamusvaht
(0, — 1.96s.e.(0;), 6; +1.965.¢.(0;)).
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Harjoitustehtavia

6.1. Olkoot Yi,...,Ya5 ~ N(p,0?) I, ja merkitdin S? = Z?;(Yz —Y)?/24. Osoita, etti
S/o on saranasuure eli sen jakauma ei riipu g :sti eikd o2:sta. Etsi keskihajonnalle o ylempi
95 %:n luottamusraja b eli 95 %:n luottamusvéli muotoa (0,b), kun on havaittu s = 10.

6.2. Olkoot Y7 1L Y5 ja Y7 ~ N(u1,1) sekd Yo ~ N(ug,1). Etsi sellaiset luvut a,b > 0, ettd

P{|Y1 - ,ul‘ < a, |}/2 - .U’2| < ll} = 0957
P{(Y1 — 11)* + (Y2 — p2)* < b*} = 0.95.

Havaittu aineisto on (y1,y2) = (1,0.5). Mitkd kaksi 95 %:n luottamusjoukkoa saadaan yo.
yhtéloiden perusteella parametriparille (p1, po)? Piirrd kuva. Kumpi luottamusjoukoista on
mielestéisi parempi? Ohje. Tarvitset jakaumien N(0,1) ja x3 taulukoita.

6.3. Olkoot Y7,...,Yi0 ~ N(u,1) 1. Tunnetusti parametrilla g on 95 %:n luottamusvali
(7 —1.96/1/10, T+1.96/A//10), kun § = (y1 +- - - +%10)/10 on havaintojen keskiarvo. Oletetaan,
ettd 11. havainto Y7; noudattaa myos samaa jakaumaa N (u,1) ja on riippumaton muuttujista
Y1,...,Y10. Olkoon p todennékoéisyys sille, ettd Y11 kuuluu em. luottamusvalid vastaavaan
satunnaiseen viliin (Y — 1.96/4/10, Y + 1.96//10). Arvaa, onko p suurempi, pienempi vai
yvhtasuuri kuin 0.95. Tarkista arvauksesi laskemalla.

6.4. Muodosta tehtavan 2.10 tilanteessa odotusarvolle p approksimatiivinen 99 %:n luotta-
musvali a) uskottavuusosaméérin testisuureeseen, b) Waldin testisuureeseen perustuen.

6.5. Oletetaan, ettd Y7,...,Y,, ovat riippumattomia ja noudattavat kukin jatkuvaa jakaumaa,
jonka tiheysfunktio on

f(y;0) =20 'yexp(—y?/0),  y>0,

ja jossa 6 on positiivinen parametri (ks. teht. 2.5). Laske keskivirhe s.e.(#) ja muodosta sen
avulla 6:lle approksimatiivinen 95 %:n luottamusvali, kun aineisto on y = (y1,...,Yn)-



Liite: jakaumia

Taulukossa on lueteltu useimmat néissd muistiinpanoissa esiintyvét jakaumat, niiden
tunnukset, pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktiot ja odotusarvot sekéd varianssit
(multinormaalijakauman osalta odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi).

Symbolilla I' on merkitty Eulerin gammafunktiota:

oo
I'(k) = / t" et at, k> 0.
0

Pistetodennékéisyys- Odotus-

Nimi Tunnus Parametrit Arvojoukko tai tiheysfunktio arvo Varianssi
Bernoulli B(6) 0<f<1 {0,1} 0v(1—6)t~v 0 6(1 —0)
. . , n=12... Ny pyn—y _
binomi Bin(n, 0) 0<6<1 {0,1,...,n} <y > 0Y(1—0) no nd(1l —0)

. 1 1 1-6
geometrinen  Geom(f) 0<6<1 {1,2,3,...}  6(1—0)¥ 3 7z
. _ Y
Poisson P(u) ©w>0 {0,1,2,...} e ”E n I
. N 1 1
eksponentti Ezp()\) A>0 (0, 00) Ae™ M X bVl
—(y— )2 /9202
normaali N(u,o?) 52€>R(’) R exp{ (\‘1’}% [207} u o2
1 _ 2

tasainen Tas(a, ) a<p (a, B) i~ a @ ; b (8 12a)

K> 07 A" k—1_—Ay E i
gamma G(k,A) 120 (0, c0) I‘(ﬁ)y e 3 e

1
khii-toiseen X2 n=12,... (0, 0) W(%myn/z—1e—y/2 n m
r 1 +1 2\ —(n+1)/2
t tn n=1,2 R M 1+ 4 0 n
L(3n)v/nm n n—2
i = exp{—L(y—p)S ' (y -

multi- No(usy G=DZoo g p{-ty—w'="(y—n} 5
normaali p, X (2m)4/2,/det(X)
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