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Harjoitus 6

Tehtavien viimeinen palautuspéiva: pe 9.10.2015 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 24.10.2015 klo 19.30

Tehtavasarja 1

Tassa tehtavasarjassa kerrataan lukujen 10 ja 11 asioita.

1 11
1. Olkoon A = |—2 ¢ 3|. Miké luvun c pitéisi olla, jotta matriisi A ei olisi kdantyva?
2 20
Lisatehtava: Kuinka monella eri tavalla osaat ratkaista tehtdvan? Luettele keksimiasi

tapoja.

2. Oletetaan, ettd A € R>*3. Tiedetddn, ettd matriisivhtalollda Az = 0 on ratkaisu z =
(—3,4,0). Onko matriisi A kdantyva?

Tehtavasarja 11

Tassa tehtavasarjassa syvennytdan ominaisarvon ja ominaisvektorin késitteisiin, joita kasitel-
ldan luvussa 12.

8 —6

3. Téassa tehtavassa selvitetddn matriisin A = [9 7

] ominaisarvot.

(a) Oletetaan, ettd B on n X n-neliématriisi ja A € R. Mikéd ehto matriisin B deter-
minantin pitdé toteuttaa, jotta yhtélolli Bz = 0 olisi muitakin ratkaisuja kuin
=07

(b) Laske matriisin A — Al determinantti.

(c) Miké luvun A taytyy olla, jotta yhtalolla (A — M)z = 0 olisi muitakin ratkaisuja
kuin 7 = 0?

(d) Maaritd yhtalon Az = AZ eli yhtélon (A— )z = 0 ratkaisut c-kohdassa 16ytamiesi
lukujen A tapauksissa.

(e) Mita voit paatella matriisin A ominaisarvoista ja ominaisvektoreista tdmén tehté-
vén pohjalta?

4. Tutkitaan matriisia
-4 6
A= [_3 5].

(a) Méérita matriisin A ominaisarvot ja ominaisvektorit.



(b) Valitse yksi matriisin A ominaisarvoista. Piirrd koordinaatistoon joukko, jonka
muodostavat kaikki tdhdn ominaisarvoon liittyviat matriisin A ominaisvektorit (tu-
loksena on valitsemaasi ominaisarvoon liittyva ns. ominaisavaruus). Mita matriisilla
A kertominen tekee tdmén joukon vektoreille?

5. Tutkitaan jalleen matriisia

0,8 0,3
A= lo,fz 0,7]’

joka kuvaa opiskelijoiden luentokéyttaytymisté (ks. harjoitus 2). Tiedetdédn, ettd mat-
riisilla A on ominaisarvo 1, jota vastaavat ominaisvektorit ovat muotoa (3/2¢,t), missi

teR\ {0}

Oletetaan, ettéd kursilla on yhteensé 250 opiskelijaa. Etsi tasapainotila, eli selvité, kuinka
monta opiskelijaa pitaé olla luennolla ja kuinka monta kotona, jotta tilanne ei muuttuisi
seuraavana paivana. Kayta apuna matriisin ominaisarvosta annettuja tietoja.

6.* Tutkitaan 4 x 4 -matriisia A, jolla on ominaisarvo \. Osoita, ettd jos v = (0,1, —4, 15)
jaw = (4,8,—7,1) ovat ominaisarvoa A vastaavia ominaisvektoreita, niin my6s —2v +
w = (4,6,1,—29) on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Nojaa perusteluissasi
ominaisarvon méaritelmaan.

Neuwvo: Vaite on muotoa ”jos...niin”. Se todistetaan olettamalla véitteen alkuosa ja osoit-
tamalla, etté siitd seuraa véitteen loppuosa.

Tehtavasarja 111

Tutustu materiaalin lukuun 13, joka kasittelee vektorien pistetuloon liittyvia kasitteita.

7. (a) Merkitdén v = (—2,1) ja w = (3,4). M&é&rita pistetulo v - w ja normi ||v]|.

(b) Mitka seuraavista vektoreista ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan? Muista kayttaa
kohtisuoruuden maééritelmaé. Piirra tilannetta havainnollistava kuva.

a=(6,4), b=(4,-5), ¢=(-2,3).

8. Tuotteiden viivakoodit muodostuvat kahdestatoista numerosta, jotka ovat valilla 0-
9. Voidaan ajatella, etta viivakoodit ovat 12-ulotteisia vektoreita. Viivakoodin u =
(u1,us, ..., u1,d) yksitoista ensimmadistd numeroa sisaltavit tuotteen tiedot. Viimei-
nen numero d on tarkistusnumero. Sen méarittamiseen kéytetdan kontrollivektoria

c=(3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).
Tarkistusnumero valitaan niin, ettd pistetulo @ - ¢ on kymmenella jaollinen.

(a) Miké on viivakoodin u = (7,8,9,5,2,4,9,5,2,3,4,d) tarkistusnumero d?
(b) Mika on viivakoodin w = (4,0,8,4,3,0,0,1, M 1,3,1) tuhraantunut merkki?



Tehtavasarja IV
Seuraavien tehtavien avulla opiskellaan vektorin projektion kéasitettéa, josta kerrotaan materi-

aalin kappaleessa 13.2.
9. Merkitadn w = (1,2). Piirra (ilman laskuja) kuva projektiosta proj;(v), jos
(a) v = (3,4) (b) v =(—1,-3) (c)v=(4,-2) (d) v =(-2,-4).
Piirré edellisiin kuviin myos erotusvektori v — proj;(v).
10. Tarkista laskemalla, etté piirsit projektiovektorit edellisessa tehtavassé oikein.

11.* Oletetaan, ettd v,w € R®. Mitké seuraavista sievennyksistd saa tehdid? Muista perus-
tella vastauksesi. Jos sievennys on tehty vaérin, voit perustella sen esimerkkivektoreiden

avulla.
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12. Olkoot v, w € R™ ja w # 0.
(a) Paattele tehtévan |§| piirrosten avulla, mitd on proj;(proj;(v)).
(b) Paéttele tehtévin [J] piirrosten avulla, mitd on projg (v — projz(0)).
(c) Voit perustella havaintosi tasmaéllisesti, jos haluat. (Tehtévan voi merkita tehdyksi,
vaikka tekisi vain a- ja b-kohdat.)

Tehtavasarja V

13. Tarkastellaan vektorien v; = (1,1,0), vy = (0,1,—2) ja v3 = (1,2,—2) virittAmaa

avaruuden R? aliavaruutta V' = span(vy, va, U3).

(a) Etsi kanta aliavaruudelle V.

(b) Miké on aliavaruuden V' dimensio?

(c) Onko aliavaruus V' suora tai taso?
)

(d) Maarita vektori, jonka koordinaatit 10ytdmaési kannan suhteen ovat 4 ja —1.



Tehtavasarja VI

Seuraavat tehtavat liittyvat materiaalin lukuun 12.3, jossa opiskellaan diagonalisointia.

14. Tassa tehtdvassa tutkitaan jalleen matriisia A = 3 g , jonka ominaisarvot méaari-

tettiin tehtévissa . Merkitdan D = B _(1)] ja P = “ ﬂ

Laske potenssi D3. Mita huomaat? Mité olisi D"?
Miten matriisi D liittyy tehtiavaan

Etsi kaanteismatriisi P! ja laske tulo P71 AP. Mita huomaat?
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Miten matriisi P liittyy edellisiin tehtaviin?
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Miten matriisien D ja P sarakkeet liittyvét toisiinsa?
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Onko matriisi A diagonalisoituva?

Laske potenssi A® samaan tapaan kuin luentomateriaalin esimerkissé 12.14.
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15. Onko matriisi B = [_1

;j diagonalisoituva?

Tehtavasarja VII

16. Tututustu kurssisivulla olevaan oppimistavoitematriisiin. Mieti, mitké oppimistavoitteet
olet jo saavuttanut ja mita asioita sinun tulee vield harjoitella. Merkintdjen tekeminen
matriisiin voi olla avuksi. (Voit vaikkapa tulostaa matriisin paperille.)

Kirjoita ratkaisupaperiin lyhyt selostus siitd, misséd asioita sinun taytyy harjoitella ja
miten sen aiot tehda.

Ylimaaraisia tehtavia
Nailla tehtavilla voi korvata mitka tahansa tahdettomat tehtavat.
17. Oletetaan, ettd v,w € R™ ja ||v|| =2, |[w|| =3 jav-w = —1.
(a) Merkitdan a = 30 — w ja b = v + w. Maéritd a - b.
(b) Maarita ||v + 2w||.

18. Oletetaan, ettda C' on neliomatriisi. Osoita, ettd 0 on matriisin C' ominaisarvo, jos ja
vain jos C' ei ole kdantyva.
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