Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I
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Tehtavasarja 1

1. Téman tehtavan laskuissa voit kdyttad apuna Matlabia.

Matriiseja voi kayttad viestien salaamiseen. Néissé tehtévissa salaamiseen kaytetaén 3 x 3-
matriisia. Ensin viesti muutetaan 3 x n-matriisiksi seuraavalla tavalla: Viestin kirjaimet kooda-
taan niita vastaaviksi jarjestysnumeroksi aakkosissa ja numerot jarjestetdan matriisiksi ylhaalta
alas ja vasemmalta oikealle. Tyhja tila tdytetdan numerolla 0. Esimerkiksi viestia "maamyyra”
vastaa matriisi

13 13 18
1 25 28
1 25 0

Tata matriisia kerrotaan vasemmalta salauksessa kaytettdavalla matriisilla, jonka vain viestin
lahettéjé ja vastaanottaja tietavit. Kertolaskun tulos lahetetédan vastaanottajalle.

(a) Tehtavanisi on lahettdd viesti "tuhoa tiedostot”. Salauksessa kaytetdan matriisia
1 01
A=11 0 0
011

Milta nayttda salattu viesti, jonka ldhetat?

(b) Saat salatun viestin
16 38 25 1 37 19
11 20 16 0 16 19
20 46 25 23 22 0

Salauksessa on kiytetty samaa matriisia kuin edellisessé tehtévassa. Miten voit matriisien
teorian avulla selvittdd, mitd viestissa sanotaan?

(c) Millainen matriisin pitdé olla, jotta sitd voi kdyttdaa viestien salaamiseen?

2. Mitké seuraavista véitteista ovat tosia, mitka epétosia? Muista, ettd téllainen véite osoitetaan
epatodeksi antamalla vastaesimerkki.

Oletetaan, ettd A, B ja C' ovat matriiseja.

(a) Jos AB = O, niin A =0 tai B=0.
(b) Jos AB = AC ja A # O, niin B = C.

(c¢) Millaisia havaintoja teit matriisien kertolaskusta a- ja b-kohdissa? Miten matriisikertolasku
eroaaa reaalilukujen kertolaskusta?



3.* Merkitdan

; 11
A:[o . 1], B=|-1 -1 ja C=|1 0 2.
-1 0
(a) Osoita, ettd AB = I. Onko matriisi B matriisin A kdanteismatriisi?
(b) Tutkitaan yhtdlod X A = C, missd X € R*2. Tarkastellaan seuraavaa pééttelyketjua:
XA=C
< XAB=CB
& XI=0CB
& X =0B
& X=[-11].
Tarkista, ettd X = [—1 1] ei kuitenkaan ole yhtélon XA = C ratkaisu. Mika pééttelyssa
menee pieleen? (Katso tarvittaessa apua kurssisivulla olevasta yhtalonratkaisutekstistél.)

(c¢) Vaihda péittelyketjussa ekvivalenssinuolten tilalle tarpeen mukaan implikaationuolia niin,
etta paattelyketju on tosi.

4. (a) Tallenna koneellesi kurssisivulla oleva tiedosto piirtaminen.m.

(b) Avaa tiedosto Matlabissa ja aja se painamalla vihredd nuolta ikkunan yldlaidassa (Run-
komento). Mita tiedostossa oleva koodinpétké tekee?

(¢) Muuta koodia niin, ettéd se piirtddakin vektorit w = (—2,3) ja Aw. (Vektori w on tulkittava
sarakevektoriksi eli 2 x 1 -matriisiksi.)

(d) Tutki, mitd matriisilla A = [ '] kertominen tekee tason vektoreille testaamalla asiaa eri
vektoreilla. Kirjoita johtopaatoksesi ratkaisupaperiin.

Tehtavasarja 11

Tutustu kurssimateriaalin lukuun 12, jossa selviaé, mita ovat matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Tehtavissa tutkitaan matriisia A = B :(73] .

5. Merkitédén v, = (1,1) ja vy = (3, 3).
(a) Laske tulot Av; ja Avs.

(b) Havainnollista vektoreita v; ja vy seké tuloja Av; ja Avs koordinaatistossa paikkavektoreina.
Selitd omin sanoin, mita matriisilla A kertominen tekee vektoreille v; ja vs.

(c) Laske tulo Au, missa u = (—1, 1). Vaikuttaako matriisilla A kertominen vektoriin « samalla
tavalla kuin vektoreihin v; ja v9?

(d) Mité voit paatella matriisin A ominaisarvoista ja -vektoreista tdmén tehtavén pohjalta?
6. Merkitdén wy = (2,3) ja we = (—1; —1,5).

(a) Laske tulot Aw; ja Aws.

(b) Havainnollista vektoreita w; ja wy sekd tuloja Aw; ja Aw, koordinaatistossa paikkavekto-
reina. Selitd omin sanoin, mitd matriisilla A kertominen tekee vektoreille w; ja w,.

(c) Laske tulo Aéy, missd e; = (0, 1). Vaikuttaako matriisilla A kertominen vektoriin é; samalla
tavalla kuin vektoreihin w; ja ws?

(d) Mité voit paatella matriisin A ominaisarvoista ja -vektoreista tdmén tehtavén pohjalta?
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Tehtavasarja II1

7. Lineaarialgebran kurssilla pitaa ratkaista seuraavanlainen tehtéva:

Oletetaan, etta vy, v9,v3 € R™. Oletetaan, ettd jono (vq,02,73) on vapaa. Onko jono
(171 —+ 172, ’(72 + 173, 173) Vapaa?

Ohessa on eraan kurssin opiskelijan ratkaisu tehtavaan. Selitd, mita vikaa ratkaisussa on.

Oletuksena on, ettd jono (v, U, ¥3) on vapaa. Jos siis a10; + as¥s + azvs = 0 joillakin
ai, Gz, az € R, niin a; =0, a; =0 ja a3 = 0.
Oletetaan, etti a; (0, + Us) + az(09 + 03) + azvs = 0 joillakin ay, as, a3 € R. Huomataan,
etta

ay (@1 + 62) + &2(@2 + 63) + agl_}g = alﬂl + CL1?72 + agl_)g + agﬁg + agl_}g.

Oletuksen mukaan a; = 0, as = 0 ja az = 0. Siten

a1V1 + a1V + agVz + agv3 + azvs
= 00, + 00y + 00 + 003 + 003 = 0.

Siis a1 (0, + U2) + as(Vs + U3) + asvz = 0. Siten jono () + Uy, Uy + U3, U3) On vapaa.

8.* Oletetaan, etté vy, vs, v3 € R™. Oletetaan lisdksi, ettd jono (v, Vs, v3) on vapaa. Onko jono
(’(71 — 263, 4173, —U] — 152) Vapaa?

Tehtavasarja IV

Jatketaan materiaalin luvun 8 opiskelua.

9. Tama tehtéva liittyy esimerkkiin 8.4, jossa osoitetaan, etta vektorit wy = (2, —1) ja we = (1, 3)
muodostavat avaruuden R? kannan B = (w1, ws).

(a) Mééarita vektorin u = (10, 2) koordinaatit kannan B suhteen esimerkin 8.4 ratkaisun avulla.
Piirré néita koordinaatteja havainnollistava kuva. Ota mallia esimerkin 8.6 kuvista.

(b) Tiedetaén, ettd vektorin w koordinaatit kannan B suhteen ovat 3 ja —2. Mista vektorista
on kysymys? Piirra havainnollistava kuva.

10. (a) Tutustu dimension késitteeseen, joka esitelldén luvussa 8.2.

(b) Mika on aliavaruuden span((0,1,—4), (2, —2,5)) dimensio? Perustele vastauksesi huolelli-
sesti. Piirré liséksi aliavaruudesta havainnekuva. (Kuvan ei tarvitse olla tarkka.)

(c¢) Miké on aliavaruuden span((—3/4,1,1/2),(-3,4,2), (3/2,—2,—1)) dimensio? Piirré aliava-
ruudesta havainnekuva.

11.* Halutaan selvittdd virittivitko erdit vektorit o1, Uo ja v3 avaruuden R3. Kun tutkitaan, onko
vektori @ = (ay,as, a3) € R? vektorien vy, Uy ja U3 lineaarikombinaatio, paddytain matriisiin

1 4 4 as — 2@2
010 2@1

00 0 a; — ag — asg

Virittdvitko vektorit avaruuden R3? Jos eivit, anna jokin avaruuden R3 vektori, jota ei voi
kirjoittaa vektorien vy, v ja v3 lineaarikombinaationa.



Tehtavasarja V

Tutustu lukuun 10.1, jossa kerrotaan, kuinka alkeisrivitoimituksia voi saada aikaiseksi matriisikerto-
laskulla.

12. Tarkastellaan matriiseja

1 2 -1 1 -1 0 1 2 -1 1 2 -1
A=1|1 1 1 Bb=1]1 1 1 Cc=111 1 D=]|-3 -1 3|.
1 -1 0 1 2 -1 21 -1 2 1 -1

(a) Miké alkeisrivitoimitus matriisille on tehty kussakin tapauksessa?
(i)A—-B (i)B—A (iii)C—D (iv)D—C.
(b) Padattele kussakin tapauksessa, mika alkeismatriisi F toteuttaa annetun yhtéalon:
(i) EA=B (i) EB=A (ii) EC=D (iv) ED=C.

13. Tutkitaan matriisia

1 5 1
B=10 1 0
0 -7 =2
Siitd voi muokata ykkosmatriisin seuraavasti:
15 1 15 1], 151 101 100
0 1 o™= 01 o] =01 o™= 01 0 "Ho 10
0 -7 =2 00 -2 001 0 0 1 0 01

(a) Tutustu lauseeseen 10.7.

(b) Padttele edelld annettujen laskujen perusteella, onko matriisi B kdéntyva.

(c) Etsi alkeismatriisit Fy, ..., Ey, joille pitee E4E3EyFE1B = 1.

(d) Maarité edellisen kohdan avulla matriisin B kddnteismatriisi. Voit laskea laskut Matlabilla.

14. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi, jolle pitee A2 = O. Osoita, ettd matriisi / — A on kaantyvi
ja etta sen kddnteismatriisi on A + I.

Ylimédarainen tehtava
Seuraava tehtdva on hieman haastavampi. Silla voi korvata minké tahansa tdhdettomén tehtavén.

15. Sanotaan, ettd matriisit A ja B kommutoivat, jos patee AB = BA.

Tutkitaan 2 x 2-matriisien joukkoa R?*2. Osoita, ettd ainoat joukon R?**? matriisit, jotka kom-
mutoivat kaikkien muiden 2 x 2-matriisien kanssa, ovat skalaarimatriisit

[a O], missa a € R.
0 a

Vihje todistuksen toista suuntaa varten: Oleta, ettd matriisi A kommutoi kaikkien joukon R2*?
matriisien kanssa. Talloin A:n tdytyy kommutoida muun muassa matriisien

bif o

kanssa. Mita voit talloin padtelld matriisista A7



