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Tehtavasarja 1

Tassa tehtavasarjassa jatketaan vapautta kasittelevdan lukuun 7 tutustumista.

1. Merkitdan v, = (1,1,1), v, = (0,2,0) ja v3 = (1,—1,1). Halutaan osoittaa, ettd jono
(v1, V9, v3) on sidottu.
(a) Millaista on tutkittava? Mité sen ratkaisuista halutaan osoittaa?
(b) Néytd maaritelmén 7.1 avulla, etta vektorijono (v1, vs,v3) on sidottu.

(c) Voitko kirjoittaa jokin vektoreista toisten lineaarikombinaationa? Tee niin, jos mah-
dollista.

2% Merkitddn w; = (1,1,1), we = (1,2,3) ja ws = (1,—1,2). Halutaan tutkia, onko jono
(w1, W, w3) vapaa.
(a) Millaista yhtaloa on tutkittava? Mita yhtélon ratkaisuista halutaan osoittaa?
(b) Millainen yhtéléryhmé yhtélosta saadaan?

(¢) Onko jono vapaa? (Perustele vastauksesi huolellisesti. Voit halutessasi kayttdd yhté-
lonratkaisussa apuna Matlabia.)

3. Eraan vektorijonon vapautta tutkittaessa paadyttiin redusoituun porrasmatriisiin, joka néa-
kyy alla. Mihin avaruuteen R" tutkittavat vektorit kuuluvat? Kuinka monta vektoria tut-
kittavassa vektorijonossa on? Onko vektorijono vapaa?

L1000 100]0

(a) [0 01 0/0 (b)
000 1|0 00170
00 00

4.* Oletetaan, ettd v € R". Onko jono (v, 2v, 3v) vapaa vai sidottu? Perustele véitteesi vapau-
den maéaritelméan avulla.

Tehtavasarja 11

5. (a) Tutustu lauseeseen 10.1.



(b) Matriisilla

on kéaateismatriisi

2 0 —1
B=115 1
2 3 0
-3 -3 5
Btl=|2 2 -3|.
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Merkitddan b = (1,2, 3). Ratkaise yhtaloryhma Bz = b kiyttien hyviksi kidnteismat-

riisia.

6. Matriisilla

on kéanteismatriisi

Ratkaise kdanteismatriisin A1
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Tehtavasarja 111

Tutustu kurssimateriaalin lukuun 11,

/|

7. Laske det(A), jos

2 0 —1
A=11 5 1
2 3 0
-3 -3 5
At=1| 2 2 -3]|.
-7 —6 10

avulla yhtaloryhmét

=1 2{E1 — X3 = —7
= 2 ja Ty + 5562 + x3 = 5
= 3 2.7)1 + 31’2 = 2.
joka késittelee determinanttia.
1 2 1 -2 0 0
(by A=|1 0 —1 (c) A=14 6 0].
01 1 -3 7 2

8. Mitké edellisen tehtdvan matriiseista ovat kdantyvia? Kaytd hyviksesi determinanttia.

9. Oletetaan, ettd A € R™" ja b € R". Tiedetdan, ettd matriisin A determinantti on —7.
Montako ratkaisua on yhtalolla Ax = b7

Tehtavasarja IV

10. (a) Matlabissa kddnteismatriisi

matriisin

maéaritetadn komennolla inv(). Mairita Matlabin avulla

1 -1 4
CcC=1(0 1 -4
5 0 7

kaanteismatriisi. Tarkista lopuksi, ettd saamasi matriisi on todellakin C':n kaénteis-

matriisi.



(b) Maarita matriisin
1
D=13 1 2
2 3 -1

kaanteismatriisi. Tarkista lopuksi, onko saamasi matriisi D:n kadnteismatriisi. Mika
menee pieleen? Onko matriisilla D lainkaan kdanteismatriisia?

Tehtavasarja V

11.* Erdan yhtaloryhméan matriisia on muokattu alkeisrivitoimituksilla paatyen alla olevaan
y y paaty

matriisiin. Pdattele suoraan matriisin perusteella, kuinka monta ratkaisua yhtaloryhmélla

on. Tassa tehtavissa ei siis ole tarkoitus ratkaista yhtaloryhmaa tai edes muokata matriisia.
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12. Tarkastellaan lineaarista yhtéloryhmaéa
X1 — Tg + 232‘3 =1
2x1 — 10+ ax3 = 2
—{L‘1+2l‘2+$3 =b

Maaérita ne reaaliluvut a ja b, joilla yhtaloryhmaélla

(a) on tasan yksi ratkaisu;
(b) ei ole yhtadn ratkaisua;

(c) on ddrettomén monta ratkaisua.

Tehtavasarja VI

Ryhdy tutustumaan materiaalin lukuun 8, jossa kasitellaan kantoja.
Tehtavissa 13-15 tutkitaan vektoreita v; = (0,2, —1), v = (1,2,0) ja v3 = (1,0,2).
13. (a) Oletetaan, ettd a € R3. Osoita, ettid a € span(vy, va, U3).
(b) Péattele edellisen kohdan avulla, etti vektorit vy, 95 ja 03 virittévit avaruuden R3.
(c) Erés vektori u esitettiin vektorien vy, vy ja v lineaarikombinaationa. Kertoimiksi saa-
tiin 2, —7 ja 1. Mika vektori oli kyseessa?
14. (a) Osoita, etta vektorit vy, v2 ja v3 ovat lineaarisesti riippumattomat toisistaan. Hyodyn-
né tehtavin 13 matriisia ja vélta turhia laskuja.
(b) Mita voit paatella vektorijonosta (vy, 79, v3) a-kohdan ja tehtévan 13 nojalla?
15. (a) Esita vektori w = (10,10, 10) vektorien vy, 05 ja v3 lineaarikombinaationa. Hy6dynna
tehtavaa 13 ja valta turhia laskuja.

(b) Kuinka monella erilaisella tavalla a-kohdan vektori w = (10,10, 10) voidaan esittaa
vektorien vy, U9 ja vs lineaarikombinaationa? Téssékin voit selviytya ilman laskuja.



Tehtavasarja VII

16. Seuraavassa on lueteltu kurssilla tdhdn mennessa esiintyneité keskeisia késitteita.

aliavaruus, kdanteismatriisi, lineaarikombinaatio, lineaarinen yhtéloryhma, mat-
riisi, matriisikertolasku, suora, taso, vektori, virittAminen

Selité, miten késitteet liittyvét ja linkittyvét toisiinsa. Voit tehdén tdmaéan piirtdmalla esi-
merkiksi kasitekartan, mutta myos muut havainnollistamistavat kayvat.

Ylimaaraisia tehtavia

Seuraavat tehtédvat on hieman haastavampia. Niilla voi korvata minka tahansa tdhdettoméan teh-
tavan.

17. Prosessissa erotetaan suolayhdistetta kiteyttamaélla. Haihduttimeen syotetdan 20-prosenttista
suolaliuosta 1000 kg/h. Haihduttimessa suolaliuos konsentroidaan 50-prosenttiseksi suola-
liuokseksi, joka syotetaan kiteyttimeen. Kiteyttimessa liuos jaahtyy ja muodostuu suolaki-
teitd, jotka sisiltavit 4 % vetta. Kiteet erotetaan ja jéiljelle jaava liuos on kylldinen suolan
suhteen sisdltden suolaa 37,5 %. Tama liuos palautetaan sekoittimeen, jossa sen joukkoon
lisdtdan uutta suolaliuosta.

Liuos x kg/h Vesi y kg/h Kiteet u kg/h (vetta 4 %)

1000 kg/h Livos z kg/h

Sekoitin cuolaa 20 % Haihdutin <uolaa 50 % Kiteytin

Kylldinen liuos w kg/h
suolaa 37,5 %

(a) Muodosta kolme yhtélod ylla olevassa kaaviossa esiintyvien méérien x, y, z, u ja w
valille kayttaen hyvéksi tietoa, ettei ainetta havia tai synny lisdd missadn prosessin
vaiheessa. Muodosta lisaksi kaksi yhtaloa tarkastelemalla suolan méaraa prosessin eri
vaiheissa.

(b) Ratkaise saamasi viiden yhtélon lineaarinen yhtéloryhmé Matlabilla tai késin Gaussin-
Jordanin eliminointimenetelmalla.

18. Olkoon m € {1,2,...}. Oletetaan, ettd matriisi A € R™*™ on kadntyvi. Oletetaan myos,
ettd avaruuden R™ jono (vy,...,0;) on vapaa. Osoita, ettd jono (Avy, ..., AUx) on vapaa.



