Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I
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Harjoitus 3

Tehtéavien viimeinen palautuspéiva: pe 18.9.2015 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 2.10.2015 klo 19.30

Tehtavasarja 1
1. Eris avaruuden R? aliavaruus W on vektorien @ = (—3,4) ja v = (3/2, —2) virittama.
(a) Kirjoita taméa aliavaruus span-merkinnén avulla sekd joukkona samaan tapaan kuin maari-

telmassa 4.1.

(b) Millaisia muotoa ovat aliavaruuden W vektorit? Oletetaan, ettd w € W. Kirjoita vektori w
nakyviin komponentteineen.

(c) Piirrd kuva aliavaruudesta W. (Téasmallisid perusteluja ei tarvita.)

2. (a) Kirjoita alla olevassa kuvassa esiintyvit suuntajanat BD ja C'S vektoreiden a, b ja ¢ line-
aarikombinaatioina.

(b) Pétecko AQ € span(a,b)? Entd RD € span(a, b)?
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3. Oletetaan, etta u,w,v € R"™. Osoita, ettd u, v ja w ovat aliavaruuden span(u, 4+ v, @+ w + v)
alkioita.
Tehtavasarja 11
Tutustu kurssimateriaalin lukuun 5, jossa ratkaistaan lineaarisia yhtaloryhmié.

4. (a) Seuraavassa on muutettu erds matriisi porrasmatriisiksi. Listaa kaytetyt alkeisrivitoimituk-
set.
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(b) Muuta matriisi
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alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi. Kaytd apuna kurssimateriaalin esimerkkia 5.10 ja
sita seuraavia ohjeita. Myos tamén tehtavian a-kohdasta kannattaa ottaa mallia.

5. (a) Seuraavassa on muutettu erds porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi. Listaa kdytetyt
alkeisrivitoimitukset.
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(b) Muuta tehtévassa 4 b saatu porrasmatriisi alkeisrivitoimituksilla redusoiduksi porrasmatrii-
siksi. Kéayta apuna kurssimateriaalin esimerkkia 5.10 ja sitd seuraavia ohjeita. Myos taméan
tehtéavan a-kohdasta kannattaa ottaa mallia.

6. Ratkaise Gaussin-Jordanin eliminointimenetelméan avulla yhtéaloryhmé
T+ 229 + 323 = 14
T1—2x94+ x3=0
41 + 225 = 8.
Huomaa, ettéd tarvittavat laskut on jo tehty kahdessa edellisessa tehtévassa.

7. Mitka seuraavista matriiseista ovat redusoituja porrasmatriiseja?
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8. Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmalld on pédadytty alla oleviin redusoituihin porrasmatrii-
seihin. Maarita yhtaloryhmien ratkaisut.
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9. Ratkaise Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmaélla yhtaloryhmé
ry — ro — X3 -+ 2{E4 =1
2%1 — 2.132 — T3 + 3&34 = 3

—r1 + To — XT3 = 3.



Tehtavasarja II1

10. Téssa tehtdvéssd harjoitellaan Matlabin (tai FreeMatin) kayttod. Matlab-ohjausta on tarjolla
luokassa C128 keskiviikkoisin ja torstaisin klo 14-16.

(a) Maarittele Matlabissa matriisi
A=[4 -11 12 10 0
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(b) Muuta edellisen kohdan matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi komennolla rref (A). Tadméan
tehtavan vastausta ei tarvitse kirjoittaa ratkaisupaperiin.

(c) Ratkaise Matlabin rref-komennon avulla yhtéloryhmé

3rs — b6r3 + 624 + 45 = =5
31}1 — 7!E2 + 8333 — 5%’4 + 81'5 =9
3xz1 — 929 + 1223 — 924 + 6x5 = 15.

Kirjoita ratkaisupaperiisi yhtaloryhmén ratkaisu.

11. Laboratoriossa viljellddn erdédssé koeputkessa kolmea bakteerikantaa (I, IT ja III). Koeputkeen
lisitdan paivittain 2300 yksikkod ravintoa A, 800 yksikkod ravintoa B ja 1500 yksikkoa ravin-
toa C. Yksittdisen bakteerin paiviassa kuluttamien ravintoyksikoiden méaéaré nékyy seuraavasta
taulukosta:
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Ravinnon maéra rajoittaa bakteerikantojen kasvua. Jos bakteerit kuluttavat kaiken ravinnon,
kuinka monta bakteeria kustakin kannasta voi elda koeputkessa? Muodosta tilannetta kuvaava
yhtéloryhma ja ratkaise se. Voit kéyttédé apuna Matlabia (tai FreeMatia).

Tehtavisarja IV

12.* Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmélla on paadytty alla olevaan matriisiin. Maarita yhtéalo-

ryhman ratkaisu.
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13.* Merkitaan w = (2,11,5), v; = (=2,1,1), 5 = (2,3,1) ja v3 = (—2,—1,0). Halutaan tutkia,
pateek6 w € span(vy, vg, U3). Millaista yhtaloa pitad tutkia? Millainen yhtéloryhma siitd saadaan?
Perustele vastauksesi.

Kun luennoitsija muokkasi alkeisrivitoimituksilla yhtaloryhméan matriisin redusoiduksi porras-
matriisiksi, oli tuloksena
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Paattele tamén perusteella, pateeko w € span(vy, vq, v3). Jos péatee, kirjoita w vektoreiden vy, Us
ja v3 lineaarikombinaationa.

14. (a) Laske matriisitulo

1 2 =2| |z
3 =1 2| |y
0 1 4} |z
(b) Tarkastellaan yhtaléryhmééa
21 — X9 =3
1+ 3x9 + 23 =2
—2x + x5 =1.

Kirjoita yhtéloryhma matriisimuodossa Az = b. Toisin sanottuna etsi matriisi A ja vektorit
T ja b siten, ettd yhtdloryhma vastaa matriisiyhtaloa Az = b.

Tehtavasarja V

15.* Oletetaan, ettd n x n -matriisit A ja B ovat kadntyvia. Osoita, ettd matriisin AB on kdantyva
nayttamalld, ettd sen kidnteismatriisi on B~1 AL

16. Oletetaan, ettd matriisit A ja B ovat kdéntyvid samantyyppisid neliomatriiseja. Ratkaise seuraa-
vasta yhtalosta matriisi X ja sievenné vastauksesi mahdollisimman pitkélle:

AXA™' = (ABYHY(AB?).

Tehtavasarja VI

Tee tdméan tehtévisarjan tehtévid samalla, kun tutustut lukuun 7. Tutkitaan vektoreita u = (1, —3),
v=(-3,8) jaw=(-3,9).

Etsi sellaiset reaaliluvut s ja ¢, ettéd vektori su + tv on nollavektori.
Piirrd kuva tilanteesta.

Kuinka monella eri tavalla voit valita luvut s ja t7

Onko jono (u,v) vapaa vai sidottu?

Etsi sellaiset reaaliluvut s ja t, etta vektori su 4 tw on nollavektori.
Piirra kuva tilanteesta.
Kuinka monella eri tavalla voit valita luvut s ja t7

Onko jono (u,w) vapaa vai sidottu?

Ylimédarainen tehtava
Seuraava tehtdva on hieman haastavampi. Silla voi korvata minké tahansa tdhdettomén tehtavén.
19. Millainen avaruuden R?® osajoukko on vektoreiden v; = (1,—2,—6), v, = (0,3,6) ja 03 =

(—1,—1,0) virittdma aliavaruus span(v;, vz, v3)? Onko se suora, taso vai jotain muuta? Perustele
huolellisesti.



