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Tehtévit 1 ja 2 liittyvit monisteen s. 34 ja 35 taitteessa mainittuun mahdollisuuteen
ennustaa aikasarjan tulevia arvoja ##rellisen realisaation avulla.

1. Tarkastellaan satunnaisvektoria Z = (Y, X), jossa Y on reaalinen ja X on n x 1
vektori. Ositetaan Z:n odotusarvo ja kovarianssimatriisi vastaavasti
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Oletetaan Xix positiivisesti definiitiksi ja mééritelliin U = Y — ,uy—oyxzil (X = px),
jolloin Y = py + nyz)_(l (X — px) + U. Osoita seuraavat tulokset:

(a) E(U) =0 ja Var (U) = 02 — oyxEx 0xy
(b) U ja X ovat korreloimattomia eli Cov (U, X) =0

Vihje: 'Tehtdvd voidaan ratkaista suoraan laskemalla kiyttien satunnaisvektorien
odotusarvoa ja kovarianssimatriiseja koskevia tuloksia (ks. esim. Koistinen, P.: To-
dennékoisyyslaskenta, syksy 2013, luku 9.2 ja erityisesti tulokset (9.6) ja (9.7) sekd
Lause 9.1).

2. Jatkoa edelliselle. Osoita, ettd milld tahansa ei-satunnaisella skalaarilla b ja n x 1
vektorilla ¢ pétee

E(U%) <E[(¥ —b-¢X)’].

Vihje: Muokkaa ensin lauseketta Y —b—c’X lisdamallé ja viihentdmélld sopivasti ter-
meji, jotta saat lausuttua sen muodossa Y —b—c'X = U+a+(oyxEx' — ') (X — px),
jossa skalaari @ on ei-satunnainen. Suorita témén jélkeen potenssiin korotus ja laske
odotusarvo kiyttien edellisen tehtdviin tuloksia.

Huom.: Tuloksen tulkinta on, etti keskineliovirheen mielessi paras Y :n satunnaisvek-
toriin X perustuva lineaarinen ennuste on py + oyxEx (X — px). Jos Z on multi-
normaalinen, on ennuste Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X eli ennuste on paras
kaikkien ennusteiden joukossa.

Jos y; on stationaarinen ARMA (p,q)-prosessi odotusarvona nolla, niin valitse-
malla Y = yri ja X = (yr, ..., y1) pitee pz = 0, oyx = (Vn Yai1s o Vnir—1) J2
Yx = hi—j]i,j:l,...,T’ jossa kovarianssit voidaan laskea ARMA (p,q)-prosessin para-
metrien avulla kuten monisteen s. 31 on kuvattu. Talléin edelld todetusta ndhdéin,
miten ARMA (p,q)-prosessin optimaalinen lineaarinen ennuste muodostetaan, kun en-
nustamisessa kiiytetéidn prosessin dérellistd menneisyytté (vrt. monisteen keskustelu
s. 34 ja 35 taitteessa). Laskelmien helpottamiseksi on (mahdollisesti suuren) kéiéin-
teismatriisin Z)_(l muodostamiseksi kehitetty useita algoritmeja.

3. Olkoon y; heikosti stationaarinen prosessi, jonka odotusarvo on nolla.

(a) Osoita edellisen tehtéviin avulla, ettd yyip:n havaintoon y; perustuva paras li-
neaarinen ennuste on p,%:, jossa p;, on prosessin h. autokorrelaatiokerroin.



(b) Oletetaan nyt, ettéd y; on heikosti stationaarinen AR(2)-prosessi

Yt = G1Yi—1 + Goyi—2 + &, & ~wn(0,07).

Miké on y;y1:n paras vektoriin (y;, y;—1) perustuva lineaarinen ennuste ja vastaava
ennustevirheen varianssi?

(c) Oletetaan, ettd y; on AR(2)-prosessi kuten kohdassa (b). Laske kohdasta (a)
tapauksessa h = 1 saatavan y;y1:n ennusteen ennustevirheen varianssi ja vertaa sité
kohdassa (b) saamaasi ennustevirheen varianssiin.

Huom.: Kiytéd kohdassa (c) (etenkin sen loppuosassa) tietoa, etti AR(2)-prosessin
varianssi 7y, ja ensimméinen autokorrelaatio p; voidaan lausua parametrien funktioina

Yo = 1=¢,)” ja =L
(1+65) [ (1= 62) - 63 1=¢,

muodossa

4. Tarkastellaan ARIMA(1,1,0)-prosessia Ay, = oAy + &4, t = 1,2,.., & ~
id (0,0?) , |¢| < 1. Merkitétn E; () = E (- |ys, ..., o) (6> 1,h > 1).

(a) Osoita, ettd E; (yi1n) — Et (yran—1) = " Ay
¢ (1—9¢")
(1-9)

(c) Oletetaan nyt, ettd ¢ = 0. Laske ennustevirheen E; (y;yp) — ¢ odotusarvo ja
varianssi. Mitéd tapahtuu ennustevirheen varianssille ja edelleen ennusteen oletukseen

(b) Osoita, ettéd E; (yesn) = yr + Ay

€t ~ nid (0, 02) perustuvalle luottamusvilille, kun A — oco?

Vihje: Menettele (a)-kohdassa kuten stationaarisen AR(1)-prosessin tapauksessa monis-
teen s. 35. (b)-kohdassa yksi mahdollisuus on ratkaista (a)-kohdassa saatu diffe-
renssiyhtilo.



