HY Todennikoisyysteoria I, syksy 2013, kurssikokeen ratkaisut
(14.11.2013)

Valitse kolme tehtavad tasta neljan tehtavin listasta ja vastaa tehtavien
kysymyksiin. Jos jaa aikaa voit toki vastata myos neljanteen tehtavaan. Ko-
keen kesto on neljé tuntia.

Tehtavissa, kaikki satunnaismuuttujat eléavat todennékoisyysavaruudessa

(Q,F,P).

1. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) > 0 P-melkein varmasti. Osoita
(a)

Ep(X) = /OOO P(X > t)dt = /Ooo P(X > t)dt

(b) Osoita myts kun K > 0 (deterministinen)

Ep(X1(X > K)) = /oo P(X > t)dt + KP(X > K)
R.
Ep(X1(X > K)) = /Ooxl(x > K)P(X € dx) = /w(/wdy>P(X € dx)

:/ / 1(z > K Vy)dyP(X € dz) = Fubini
o Jo
:/ / 1(z > K Vy)P(X € dz)dy =

o Jo

K 00
/ P(X>KVy)dy:/ P(X>K)dy+/ P(X > y)dy
0 0 K

:KP(X>K)+/ P(X > y)dy

Kun K = 0 saadaan a) erikoistapauksena.
2. Muistetaan Lebesguen dominioidun konvergenssi lause. Jos X (w) ja

Xy(w),n € N ovat satunnaismuuttujat jolla lim,, . X,(w) = X(w)
P-melkein varmasti ja

sup | X, (w)] < Y(w) jossa Ep(Y) < oo
neN



siitéd seuraa lim,, . Ep(X,) = Ep(X).

Osoita: Jos X, — X stokastisesti ja | X, (w)| < K < oo P-melkein
varmasti jossa K on deterministinen, siitd seuraa

lim Ep(|X, — X[) =0
n—oo

Vihje: Huomataan etta
[ Xn(w) = X(w)| < [Xn(w)] + [X(w)] <2K.

Kayta Tehtévan 1 odotusarvon esitysté (a).

R. Koska X, 5 x stokastisesti, on olemassa deterministinen alijono
ny jolla

klim X, (w) = X(w) P-melkein varmasti
—00

ja koska | X, (w)| < K P-m.v, siitd seuraa | X (w)| < K, ja

| Xo(w) — X(w)| <| Xu(w)] +[X(w)] <2K Vn €N P-melkein varmasti
Nyt
e 2K
Ep(|Xn—X|):/ P(X, — X| > 1) dt:/ P(IX, — X| > 1) dt =
0 0

jossa P(|X,, — X| > 2K) =0.
Koska X, it X, seuraa lim,,_,,, P(|X,, — X| >t) =0, ja koska
0<P(X, — X| >t) <1

Lebesgue dominoidun konvergenssin lause astuu voimaan kun integroi-
daan kompakti vilissa [0, 2K Lebesgue mitan suhteen ja saadaan

2K
lim Ep(|X, — X|) = lim P(|X, — X| >t) dt
n—oo n—00 0
2K
:/ lim(P(]Xn—X] > 1) )dt:()
0 n—oo

1
siis X, L—(I;) X 0O



3. Olkoon { U,(w) : n € N} P-rippumattomia ja samoin jakautuneita
satunnaismuuttuja jolla

P(Ul € (al,bl],...,Un € (@nabn] ) = (bl —al)(bn —an)
Olkoon X, (w) = max{ U;(w),...,Un(w)}

(a) Osoita ettd lim,, o, X,(w) =1 P-melkein varmasti.
R Olkoon ¢ € (0,1),

P(X,—1>e)=PX,<(1—¢)) =
PUiy<(1-¢e),Uz<(1—¢),....U, < (1 —¢)) =

<
P(Uh<(1=¢€)P(Us < (1— s)) PU, <(1-¢)=(1-¢)

josta seuraa

lim P(|X, —1| >¢) =0

n—oo

elanilkunn—H)o.

o0

Koska Y (1 —¢)" = ¢! < oo kun ¢ € (0,1), Borel Cantelli
n=0
lemmasta seuraa

P(limsup{w: |Xn(w)—1|>1/K}) =0 VK €N

joka on yhtapateva kuin
(U N U {w: X —1|>1/K}>
KeN NeNn>N
ja

(ﬂUﬂ{w Xn( —1|<1/K}) ({w Tim X, (w) = 1})

KeNNeNn>N

(b) Laske odotusarvo Ep(X,,).
Vihje Katso odotusarvon esitys (a) Tehtévéssa 1.
R. Koska X, (w) € [0,1] P-melkein varmasti,

Ep(X,) = /OOO P(X, > t)dt — /01 P(X, > t)dt



jossa P(X, >t)=1—-P(X,<t)=1-P(U, <t,...U, <t)=
1 — t™. Téasta seuraa

1 _n
n+1 n+1

1 1
Ep(Xn)zl—/ P(Xngt)dtzl—/ thdt =1 —
0 0

P
Vihje Osoita ensin etta X,, — 1 (stokastisesti) ja kdytéd sitten
Borel Cantellin lemmaa.

(¢) Osoita myés ettd minimien jonolla Y, (w) := min{ Uy (w), ..., Uy(w)}
pétee lim,,_,, ¥, (w) = 0 P-melkein varmasti.

(d) Laske odotusarvo Ep(Y,).
Vihje : Koska U;(w) ja (1 — U;(w)) ovat samoin jakautuneita,
voisit osoittaa ettd Y, ja (1 — X,,) ovat samoin jakautuneita. R.
Olkoon U; = (1 — U;). Koska U;(w) on U;(w)m funktio ja satun-
naosmuuttujat (U; : ¢ € N) ovat P-riippumattomia, seuraa etta

(U; : i € N) ovat my6s P-riippumattomia. Huomataan myos etté
kin 0<a<b<1,

PU € (a,b)=PUie(1-b1l-a])=(l—a)—(1—-b)=b—a

eli U; ovat myds tasajakautuneita vilissi [0,1], ja Viite seuraa
koska

Yy(w) =min{ Ui(w),...,Up(w)} =1—max{ 1 - Ui(w),...,1 = Up(w)}

=1 — min{ U (w), . . ,ﬁn(w)} — 1 P-m.v. kun n — oo
josta seuraa Ep(Y,) =1— Ep(X,) = 7.
4. Olkoon X (w), ..., X, (w) P-riippumattomia ja samoinjakautuneita eks-

ponentiaalisia satunnaismuuttujia,
P\(X,>t)={exp(=M\) kunt>01 kunt<0
jossa A > 0 ja olkoon
Sn(w) = Xj(w) + -+ X, (w)
(a) Laske momentti-generoiva funktio
m(0) := E\(exp(6S,))

Vihje: laske E)(exp(6X,)) ja kiyta riippumattomuutta.
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R. Koska —W = Aexp(—At)1(t > 0) on A eksponentialisen
jakauman tiheysfunktio, seuraa

e [ <A
Ey(exp(0X1)) = Aexp((0 — N)z)dx = too 6> A
; >

Koska satunnaismuuttujatXy,..., X, ovat P-riippumattomia ja
samoin jakautuneita,

Ex(exp(85,)) = Ex(exp(0(Xy + -+ + X)) =

] 2 (exp(0(X0)) = B (exp(0(X)))"
_ ()\/()\ - 9))n 6 <\
400 0>\

(b) Laske odotusarvot Ep(S,) ja Ep(S?)
R. Koska X (w) > 0 P-melkein varmasti

o0 o0 1
EA(XI):/ PA(X1>t)dt:/ exp(~ )t = .
0 0

= > 2 2
/ P\(X1 > u)2udu = 2/ exp(—Au)udu = XE’\(XI) =3
0 0

(muttujan vaihdolla u = /1 ). seuraa
E\(Sy) = E» <(X1 +- +X")2) -
2
s M +n

; E\(X;)* +2)  E\(X;X;) = nE\(X}) + n(n — 1)Ex(X,)* = "

1<j




