HY Todennikéisyysteoria I syksy 2013, kurssikoe (30.10.2013)

Valitse kolme tehtavaa tastd neljan tehtévin listasta ja vastaa tehtédvien
kysymyksiin. Jos ja& aikaa voit toki vastata myds neljanteen tehtavaéan.

Tehtavissa, kaikki satunnaismuuttujat elavat todennékoisyysavaruudessa
(Q,F,P).

1. Muistetaan monotonisen konvergenssin lause: Jos 0 < X, (w) T X (w)
P-melkein varmasti kun n — oo, siitd seuraa Fp(X,) T Ep(X) €
[0, +-00].

(a) Todista Fatou'n lemma monotonisen konvergenssin lauseen pe-
rusteella, eli kun satunnaismuuttujen jono X,(w) > 0 P-melkein
varmasti Vn € N, siitd seuraa

Ep(liminf X,,) < liminf Ep(X,)

R. Fatou Lemma l6ytyy tn-teorian kirjioista ja luennoitsijan mo-
nisteesta (Lemma 4.1.4).

(b) Kéénteis-Fatou lemma koskee lim sup,, X, (w),

Ep (lim sup X,,) > limsup Ep(X,,)

mutta milld oletuksilla se péatee ? Todista Kdanteis-Fatou lemma.
R Tamaé ei pidde ilman lisdoltuksia (Lemma 4.1.5) luennoitsijan

monisteesta: Riittdva ehto on: on olemassa integroituva yliraja
Y(w) € LY(P) jolla

X,p(w) <Y(w) P-melkein varmasti Vn € N
(c¢) Olkoon { X,(w):n € N} ja X(w) satunnaismuuttujat jolla

nliinoo Xp(w) = X(w) P-melkein varmasti (0.1)
Esité riittava ehto odotusarvojen konvergenssille Ep(X,,) — Ep(X).
R. Lebesgue dominoidun konvergensin lauseen mukaan ( Lause
4.1.1 luennoitsijan monisteesta), F(X,) — F(X) kun X, (w) —
X (w) P-melkein varmasti ja on olemassa integroituva yliraja Y €
LY(P) jolla

| X (w)| < Y(w)  P-melkein varmasti Vn € N



Esitd my6s vastaesimerkki jossa lim X, (w) = X(w) P-melkein
n —oo

varmasti mutta Fp(X,) el suppene kohti Fp(X).
R. Katso Esimerkki (4.1.1) luennoitsijan monisteesta.

2. Todennékdisyysavaruudessa (2, F, P), olkoon G(w) standardi Gaussi-
nen satunnaismuuttuja jolla

PG <t) = \/LQ_W /_ ; exp (—%2) iz 0.2)

(a) Laske odotusarvo Ep <exp(G2/\/2)> € [0, +o0] kun A € R.
R.

B (en(@/2) = [ en(3/2) PG & ) =

-/ ; exp(a20/2) exp(—%z) w-— [ ; exp(—#) ir

joka saa arvo +o00 jos A < 0, ja kun A > 0, muuttujan vaihdolla

~aVT—X,
1 t y2
V 2w /;oo op <_7>

(b) Laske sitten oikean puolen yléraja seuraavan Chernoffin epayhté-
losta.

PG| > 1) = P(exp<)\2G2) > exp(%tz)) VA S0
— PG| > 1) < ;gﬂg{exp(—%ﬂ)m( exp AQG))}

Vihje Etsi funktion minimin derivoimalla funktion logaritmin.

dx

y dy=(1-N"12P(GeR)=(1-\"2
Y

R. Minimoidaan \:n suhteen funktio
21
2 T oe(] —
A 5 og(l —N\)

Koska minimi-kohdalla A, derivaatta saa arvo nolla silloin kun se
on olemassa, saadan A\, = 1 — t72, ja sijoittamalla

At? . A 12 1— ¢
i 7 )20 _ _ -1/2 _
igﬂg{exp( 5 )(1 A) } exp( 5 )(1 Ax) exp( 5 )t
_ 1—t
P(|G| > t) < minq 1,exp 5 t




3. Olkoon € > 0, ja (X, (w) € N) jono satunnaismuuttujia (ei valttaméatta
riippumattomia !) jolla

P(Xn = (n*e) — 1)) =n ) =1-P(X, =-1)

Pelin tulkinta: X,, on pelaajan voitto arpajaisissa jossa arpalippu mak-
saa 1 €, ja voittaa n119) € todennikoisyydella n~(1+e),

(a) Osoita: Ep(X,) =0
R

Ep(X,) = (n1) —1)P(X, = (a1 - 1) - P(X,, = —1) =
(n(1+s) _ 1)n—(1+s) _ (1 _ n—(1+s)) -0

(b) Osoita :

- —(1+e) =00 kune <0
E n
— <oo kune>0

Z n—(1+8) S /OO x—(l-f—&)dl, S Z x—(l-‘ra) \v/8 c R
n=2 1 n=1

ja siita seuraa etta
o oo
Zn_(Hs) < 00— / 1) dr < 0o
n=1 1

jossa oikean puolen integraali on laskettavissa:

t - —€
/ 1'_(1+8)dl’: { 9 1(1 —1 ) kuné‘;éO
L log(t) — log(1) =log(t) kune=0

ja siksi

[e%e) t —1
/ z~ 0494y = lim g+ gy = 1 ° <00 lune>0
1 t—o0 J; +00 kun e <0

(c) Olkoon S,(w) = Xi(w) + Xa(w) + -+ -+ X, (w). Osoita etta toden-
nékoisyydella P =1

n— oo n

Vihje: kéyté Borel Cantellin lemma ( kumpi 7).
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Eli vaikka peli on odotusarvon mielessa reilu, pelaaja joka jatkaa pe-
laamaan lopulta havida pystyyn! R. Koska oletetusti € > 0,

Y P(X, £ -1)=> n1") <o
neN neN

ensimméisen Borel Cantelli lemman nojalla seuraa

P(limnsup{ w: X,(w) #-1}) =0

ja siksi

P(liminf{ w: X,(w)=-1}) =1
Eli P-melkein varmasti, on olemassa N(w) < oo jolla X, (w) = —1
Vn > N(w).

Tésté seuraa ettd P-melkein varmasti, Vn > N(w)

Sp(w) Sn(w) (W) n- N(w)

n n n
josta seuraa
n SN(w - N
lim Sn(w) — lim M_ lim n—wzo_l
n—00 n n—oo n n—00 n

. Muistetaan satunnaismuuttujen jonon (X, (w) : n € N) stokastisen
konvergenssin maéaritelmaé:

X, 250 <=Ve>0, lim P(|X,]>¢) =0
n—o0
Osoita:
(a) Jos lim X, (w) = 0 P-melkein varmasti, siitd seuraa X, 0
n—o0
(stokastisesti). R. Lause (6.0.1.1) luennoitsijan monisteesta.

(b) Jos X, 50 (stokastisesti), on olemassa deterministinen alijono
(ng : k € N) jolla klim Xy, (w) = 0 P-melkein varmasti.
— 00

Vihje Muista Borel Cantellin lemma.
R. Lause (6.0.1.2) luennoitsijan monisteesta.

(c) Jos X, RGN 0, eli lim Ep(|Xn]q) = 0 jossa g > 0, siitd seuraa
n—oo

X, 20 (stokastisesti).
Vihje Muista Chebychevin epayhtalo.
R. Teoreema (7.0.1) luennoitsijan monisteesta.
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(d)

[ Xl

P S
X, — 0 (stokastisesti) «<—= d(X,,0) := Ep| ———
(stokastisesti) ( ) P(l—l—\Xn]

)—)Okunn—>oo

R. Teoreema (6.0.1) luennoitsijan monisteesta.



