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1. Todista, että (x, y) 7→ Uy(x)− Uy(x), missä y = (y1, . . . ,−yn), on puolia-
varuuden {x : xn > 0} Greenin funktio.
ratk. Merkitään kyseistä aluetta H:lla, ja olkoon y ∈ H. Riittää näyttää, että
funktion x 7→ Uy(x) suurin harmoninen minorantti H:ssa on hy = x 7→ Uy(x).

Koska y ∈ H, pätee y /∈ H, joten hy on harmoninen H:ssa. Olkoon sitten
h ∈ H(H) ja h ≤ Uy. Silloin

lim sup
x→r∈∂H

h(x) ≤ lim sup
x→r∈∂H

Uy(x) = Uy(r) = Uy(r)

ja lisäksi
lim sup
|x|→∞

h(x) ≤ lim sup
|x|→∞

Uy(x) = 0 = lim sup
|x|→∞

Uy(x).

Vertailuperiaatteen nojalla siis h ≤ Uy koko alueessa H. Tämä todistaa ha-
lutun väitteen.

2. Todista, että jos Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ . . . ja Ω = ∪jΩj ovat Greenin alueita, niin
GΩ1 ≤ GΩ2 ≤ . . . ja GΩ = limj→∞GΩj

.
ratk. Kiinnitetään j ∈ N ja olkoon y ∈ Ωj. Olkoon hj,y on funktion Uy

suurin harmoninen minorantti alueessa Ωj. Silloin erityisesti hj+1,y ≤ hj,y
(missä hj+1,y on funktion Uy suurin harmoninen minorantti alueessa Ωj+1),
sillä hj+1,y on harmoninen Ωj:ssa ja hj+1,y ≤ Uy alueessa Ωj. Silloin

GΩj
(x, y) = Uy(x)− hj,y(x) ≤ Uy(x)− hj+1,y(x) = GΩj+1

(x)

kaikilla x ∈ Ωj. Siis GΩj
≤ GΩj+1

. Sama päättely osoittaa, että GΩj
≤ GΩ

kaikilla j. (Huomaa, että tässä käytetään aidosti oletusta, että myös Ω on
Greenin alue.)

Todistetaan seuraavaksi raja-arvoa koskeva väite. Olkoon y ∈ Ω. Silloin
on olemassa jokin j0 ∈ N siten, että y ∈ Ωj kaikilla j ≥ j0. Saamme siis
kasvavan jonon (−hj,y)j≥j0 harmonisia funktioita. Lauseen 6.14 nojalla raja-
funktio −gy on joko harmoninen tai identtisesti ääretön jokaisessa Ω:n kom-
ponentissa. Kannattaa tässä kohdin huomata, että tarvitaan pieni argument-
ti, jotta gy saadaan määritellyksi koko Ω:ssa, kun jonon jäsenet on määritelty
ainoastaan Ωj:ssa; nimittäin, jos x ∈ Ω, ja B(x, r) ⊂ Ω, löytyy j1 siten, et-
tä B(x, r) ⊂ Ωj kaikilla j ≥ j1. Siten jono (−hj,y|B(x,r))j≥j1 suppenee kohti
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funktioita −gy|B(x,r), joka on joko harmoninen tai identtisesti ääretön. Toi-
saalta

Uy(x)− gy(x) = lim
j→∞

(Uy(x)− hj,y(x)) ≤ GΩ(x, y)

joten −gy ei voi olla identtisesti ääretön missään komponentissa.
Nyt gy on Ω:ssa harmoninen funktio, jolle pätee gy ≤ Uy (koska tämä

epäyhtälö pätee kaikille hj,y). Siis gy ≤ hy,Ω, missä hy,Ω on Uy:n suurin har-
moninen minorantti alueessa Ω. Siten

Uy(x)− gy(x) ≥ Uy(x)− hy,Ω(x) = GΩ(x, y)

joten olemme todistaneet yhtäsuuruuden.

3. Todista, että jos h on superharmonisen funktion u suurin harmoninen
minorantti ja v on subharmoninen siten, että v ≤ u, niin v ≤ h.
ratk. Määritellään (pisteittäin) w = sup{v : v ≤ u, v subharmoninen}. Sel-
västi h ≤ w ≤ u (h on yksi kandidaatti joukossa, jonka yli supremum ote-
taan). Riittää todistaa, että w ≤ h.

Merkitään funktion u määrittelyaluetta Ω:lla. Olkoon B(x, r) ⊂ Ω. Jos
v ≤ u on subharmoninen, niin v:n Poissonin modifikaatio (harmoninen mo-
difikaatio) ṽ kiekossa B(x, r) on subharmoninen, v ≤ ṽ ja ṽ on harmoninen
kiekossa B(x, r). Siten pisteittäinen supremum voidaan ottaa yli subharmo-
nisten funktioiden v′, jotka ovat harmonisia kiekossa B(x, r). Funktioiden
v′|B(x,r) pisteittäinen supremum w|B(x,r) on silloin harmoninen tai identti-
sesti ääretön. Jälkimäinen vaihtoehto ei kuitenkaan voi olla voimassa, sillä
w ≤ u <∞ jossakin pisteessä. Täten w on jokaisessa pisteessä harmoninen.
Erityisesti tästä seuraa, että w ≤ h, sillä h on suurin harmoninen minorantti,
ja tämän epäyhtälön halusimmekin todistaa.

5. Todista, että jos µu on superharmonisen funktion u Rieszin mitta avoi-
messa joukossa Ω ⊂ Rn ja n ≥ 3, niin

lim
r→0

µu(B(x, r))

rn−2
= 0 melkein kaikilla x ∈ Rn.

ratk. Voimme koko ajan olettaa, että B(x, 2r) ⊂ Ω. Rieszin mitan määritel-
mästä saadaan arvio

|µu(B(x, r))| ≤ |
∫

Ω

ϕdµu| = |
1

αn

∫
Ω

u∆ϕ|,

kun ϕ ∈ C∞0 (Ω) on sellainen funktio, jolle 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ|B(x,r) ≡ 1 ja
sptϕ ⊂ B(x, 2r). Käyttämällä vielä hyväksi tietoa∫

Ω

∆ϕ = 0
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saamme arvion

µu(B(x, r)) ≤ 1

αn

|
∫
B(x,2r)

(u−uB(x,2r))∆ϕ| ≤ Crn‖∆ϕ‖∞−
∫
B(x,2r)

|u−uB(x,2r)|dx.

Koska tiedämme, että

lim
r→0
−
∫
B(x,2r)

|u− uB(x,2r)|dx = 0

melkein kaikilla x, riittää tehtävän väitteen todistamiseksi etsiä ϕ, jolle ‖∆ϕ‖∞ ≤
Cr−2. Tämä järjestyy helposti ottamalla ϕ(y) = g((y−x)/r), missä g ∈ C∞0 ,
g|B(0,1) ≡ 1, sptg ⊂ B(0, 2) ja 0 ≤ g ≤ 1.

6. Todista, että luentojen lauseiden 8.11-13 jatkeet ovat yksikäsitteisiä.
ratk. Olkoot u1 ja u2 kaksi u:n superharmonista jatkoa. Silloin u1(x) =
u2(x) = u(x) kaikilla x ∈ Ω \ E. Koska E on polaari, E on nollamittai-
nen. Laskutehtävän 4.10 nojalla u1 = u2.
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