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1. Todista, ettéd (x,y) — U,(z) — Uy(x), missd ¥ = (v1,..., —Yn), on puolia-

varuuden {x : z,, > 0} Greenin funktio.

ratk. Merkitadn kyseista aluetta H:lla, ja olkoon y € H. Riittad ndyttaa, etta

funktion x — U, (z) suurin harmoninen minorantti H:ssa on h, = z — Up(x).
Koska y € H, piitee 5 ¢ H, joten h, on harmoninen H:ssa. Olkoon sitten

h e H(H) ja h < U,. Silloin

limsup h(z) < limsup U, (z) = U,(r) = Uy(r)
z—re0H x—re0H
ja lisdksi
lim sup h(z) < limsup Uy(z) = 0 = limsup Uy(x).
Vertailuperiaatteen nojalla siis A < Uy koko alueessa H. Témé todistaa ha-
lutun véitteen.

2. Todista, ettd jos 23 C s C ... ja Q = U;Q); ovat Greenin alueita, niin
GQl S GQ2 S . ja GQ = limj_mo GQ]..

ratk. Kiinnitetdén j € N ja olkoon y € €2;. Olkoon h;, on funktion U,
suurin harmoninen minorantti alueessa €2;. Silloin erityisesti hji1, < hj,
(missé hji1, on funktion U, suurin harmoninen minorantti alueessa €2;11),
silléd 41, on harmoninen €;:ssa ja hjii, < U, alueessa 2;. Silloin

Ga, (2, y) = Uy(2) = hjy () < Uy() = hjpay(2) = Goys (2)

kaikilla z € §2;. Siis Go, < Gq,,,. Sama pééttely osoittaa, ettd Go, < Gq
kaikilla j. (Huomaa, ettd téssi kdytetddn aidosti oletusta, ettd myds Q on
Greenin alue.)

Todistetaan seuraavaksi raja-arvoa koskeva véaite. Olkoon y € 2. Silloin
on olemassa jokin jy € N siten, ettd y € Q; kaikilla 7 > jo. Saamme siis
kasvavan jonon (—h;,);>;, harmonisia funktioita. Lauseen 6.14 nojalla raja-
funktio —g, on joko harmoninen tai identtisesti &éreton jokaisessa {2:n kom-
ponentissa. Kannattaa téssd kohdin huomata, etté tarvitaan pieni argument-
ti, jotta g, saadaan madritellyksi koko (2:ssa, kun jonon jésenet on mééritelty
ainoastaan ();:ssa; nimittiin, jos x € , ja B(x,r) C Q, 16ytyy 7; siten, et-
td B(z,r) C $; kaikilla j > j;. Siten jono (—h;,|p@.m)j>j Suppenee kohti



funktioita —gy|p(sr), joka on joko harmoninen tai identtisesti déretén. Toi-
saalta

Uy(z) — gy(z) = jh_glo(Uy(x) —hjy(2)) < Ga(z,y)

joten —g, ei voi olla identtisesti déreton missddn komponentissa.

Nyt g, on (2:ssa harmoninen funktio, jolle pitee g, < U, (koska tdmé
epayhtalo péatee kaikille hj,). Siis g, < hy o, missd hy, o on U,:n suurin har-
moninen minorantti alueessa (2. Siten

Uy(x) = gy(x) = Uy(2) = hya(z) = Ga(z, y)

joten olemme todistaneet yhtdsuuruuden.

3. Todista, ettd jos h on superharmonisen funktion u suurin harmoninen
minorantti ja v on subharmoninen siten, ettd v < u, niin v < h.
ratk. Mééritelladn (pisteittdin) w = sup{v : v < u, v subharmoninen}. Sel-
véasti h < w < u (h on yksi kandidaatti joukossa, jonka yli supremum ote-
taan). Riittdd todistaa, ettd w < h.

Merkitisn funktion u méisrittelyaluetta (2:lla. Olkoon B(z,r) C €. Jos
v < w on subharmoninen, niin v:n Poissonin modifikaatio (harmoninen mo-
difikaatio) ¥ kiekossa B(x,r) on subharmoninen, v < ¥ ja © on harmoninen
kiekossa B(x,r). Siten pisteittdinen supremum voidaan ottaa yli subharmo-
nisten funktioiden v’, jotka ovat harmonisia kiekossa B(x,r). Funktioiden
V'| (e, Disteittdinen supremum w|p(,) on silloin harmoninen tai identti-
sesti ddreton. Jalkiméinen vaihtoehto ei kuitenkaan voi olla voimassa, sillé
w < u < 0o jossakin pisteessd. Téten w on jokaisessa pisteessd harmoninen.
Erityisesti tésté seuraa, ettd w < h, silld h on suurin harmoninen minorantti,
ja tdmén epdyhtalon halusimmekin todistaa.

5. Todista, ettd jos u, on superharmonisen funktion w Rieszin mitta avoi-
messa joukossa ) C R" jan > 3, niin

o B 1))

= 0 melkein kaikilla z € R™.
r—0 7“”72

ratk. Voimme koko ajan olettaa, ettd B(z,2r) C . Rieszin mitan médritel-
mistéd saadaan arvio

1
a(Ber)| < | / ol = | = / g,
Q an Jo

kun ¢ € CF°(€2) on sellainen funktio, jolle 0 < ¢ < 1, ¢lge,) = 1 ja
sptp C B(x,2r). Kayttamélla vielda hyvéksi tietoa

/A(pz()
Q

2



saamme arvion

1 n
w(Bla,r)) < —| / (u—upoan) A < Cr I\Awlloo][ e lde.
B(xz,2r) B

U, (w,2r)

Koska tieddmme, etté

lim |u — up(zom|dr =0
r—0 B(z,2r) ( )

melkein kaikilla z, riittd4 tehtdvin viitteen todistamiseksi etsié @, jolle [[Ap]|s <
Cr—2. Tama4 jérjestyy helposti ottamalla o(y) = g((y —x)/r), missi g € C§°,
9lpo1) =1, sptg C B(0,2) ja0 < g < 1.

6. Todista, ettéd luentojen lauseiden 8.11-13 jatkeet ovat yksikisitteisié.
ratk. Olkoot w; ja ug kaksi w:n superharmonista jatkoa. Silloin wy(z) =
ug(z) = u(x) kaikilla x € Q\ E. Koska E on polaari, £ on nollamittai-
nen. Laskutehtavin 4.10 nojalla u; = us.



