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1. Osoita, ettd alhaalta puolijatkuvat funktiot saavat minimin kompakteissa
joukoissa.

1. Osoita, ettéd jos A on perhe alhaalta puolijatkuvia funktioita f : A — R,
niin x — inf{f(x) : f € A}, z € A, on alhaalta puolijatkuva.

3. Osoita, ettd jos u ja v ovat superharmonisia, min{u, v} on superharmoni-
nen. Anna esimerkki tapauksesta, jossa max{u, v} ei ole superharmoninen.

4. Olkoon a € R". Masritelldin u, : R" — R asettamalla u,(a) = oo ja kun
T # a, us(r) = —log|r — al, jos n = 2, ja us(x) = |z — a]*™, jos n > 2.
Todista, ettd u on superharmoninen.

5. Anna esimerkki R"™:n superharmonisesta funktiosta, joka ei ole missdin
pisteessé jatkuva.

6. Olkoon u : @ — R U {oo} alhaalta puolijatkuva funktio, joka ei ole ident-
tisesti ddreton missddn €2:n komponentissa. Todista, ettd u on superharmo-
ninen, jos ja vain jos jokaisella z € ) on olemassa r, > 0 siten, etta

u(z) > S(u,x,r) = / u(z + r¢)do( kaikilla 0 < 7 < r,.
Sn—1

7. Todista edellisen viite, kun pallokeskiarvot on korvattu kuulakeskiarvoilla
M(u,x,r) = m fB(m,T) udmy,,.

8. Olkoon u : 2 — R U {co} superharmoninen ja B(x,7y) C Q. Todista, etti
keskiarvot S(u, z,r) ja M(u,x,r) ovat rn vihenevid funktiota valilla (0, ro].

9. Todista, etta edellisen tehtéavin tilanteessa kaikilla 0 < r < ry ja x € €0,
S(u,z,r) < M(u,z,7)
ja

u(z) = lim S(u, x,r) = lim M (u, z,r)
r—0 r—0



10. Todista, etté jos u,v : 2 — R ovat superharmonisia ja u(z) = v(z) mel-
kein kaikilla x € €2, niin v = v.

11. Olkoot u : 2 — R superharmoninen, U C € avoin siten ettd d(U, 9Q)) = d
(d = o0, jos Q = R") ja u &dérellinen Borelin mitta, jonka kantaja sptu C
B(0,d). Todista, ettd konvoluutio y * u,

peuls) = [ ule = pdu,
on superharmoninen U:ssa.

12. Olkoon R,,0 < a < n, Rieszin ydin: R,(z) = |z|* ™. Todista, ettd R,
on superharmoninen R":ssé, kun 2 < o < n, ja subharmoninen R" \ {0}:ssa,
kun 0 < a < 2. Miksei R,, ole superharmoninen R":ssé, kun a > n, ja sub-
harmoninen koko R":ssa, kun 0 < o < 2.

13. Olkoon p &érellinen Borelin mitta R":ssd. Todista, ettd p:n Rieszin po-
tentiaali R},

R (x) = / Rl — y)duy.

on superharmoninen R™:ssé, kun 2 < o < n, ja subharmoninen R" \ sptj:ssa,
kun 0 < o < 2.

14. Olkoot u : ©Q — R superharmoninen ja B(a,r) C Q. Todista, ettd @ on
superharmoninen, missé @(z) = P, ,(u)(z), kun x € B(a,r), ja u(z) = u(x),

kun z € Q\ B(a,r).

15. Olkoot u; : @ — R,j = 1,2, superharmonisia ja v; u;m suurin har-
moninen minorantti. Osoita, ettd vy + vy on u; + uo:n suurin harmoninen
minorantti.



