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1. Osoita, ettd z + |x[>~™ on harmoninen R™:ssd, kun n > 3.

2. Osoita, ettd dérellisen Borelin p mitan potentiaali U,,,

Uy(z) = / x — yPduy,

on harmoninen g kantajan spty = {x € R" : p(B(z,r)) > 0vr > 0}
komplementissa (n > 3).

3. Todista, ettd ortogonaaliset lineaarikuvaukset séilyttdvéat harmonisuuden
ja anna esimerkki lineaarikuvauksesta, joka ei siilyta.

4. Todista kaavat
Au = div(Vu), A(uwv) = uA(v) + 2Vu - Vo + vA(u).

5. Olkoot u ja v harmonisia. Osoita, ettd uv on harmoninen, jos ja vain jos
Vu - Vv = 0, ja u? on harmoninen, jos ja vain jos u on vakio. Oleta, etti u
ja v tai u ovat reaaliarvoisia, jos taytyy. Taytyyko?

6. Olkoon €2 yhtendinen ja u : {2 — R harmoninen ja ei vakio. Osoita, ettd u
on avoin kuvaus, eli u(U) on avoin joukko jokaiselle avoimelle U C €. Pétee-
ko tdmé kompleksiarvoisille funktioille?

7. Olkoon € rajoitettu, 99 yhteniinen, u : © — R jatkuva ja harmoninen
(:ssa. Osoita, ettd u(2) C u(09). Pateeko taméa kompleksiarvoisille funk-
tioille?

8. Olkoon ) yhtendinen ja u : Q — C jatkuva. Todista, ettéd jos jokaisella
x € {2 on olemassa jono r; > 0,r; — 0, siten ettd

1
= kaikilla 7
o) = Bl ) /B(x,rj)“ S

niin % on harmoninen.



