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1. Osoita, ettd alhaalta puolijatkuvat funktiot saavat minimin kompakteissa
joukoissa.

ratk. Olkoon f : ) — R alhaalta puolijatkuva ja {2 kompakti joukko. Merki-
tadn a = ;Ielsf)f(z) Olkoon z, € Q jono siten, ettd f(z,) — a kun n — oo.

Koska 2 on kompakti, 16ytyy 2z € Q2 ja osajono z,, siten, ettd z,, — z kun
k — oo. Alemman puolijatkuvuuden nojalla

f(z) <liminf f(z,,) = a.
k—o0
Siis on oltava f(z) = a ja viite on todistettu.

1. Osoita, ettéd jos A on perhe alhaalta puolijatkuvia funktioita f : A — R,
niin  — sup{f(z) : f € A}, z € A, on alhaalta puolijatkuva.

ratk. Merkitdan véitteen funktiota g:114. Olkoon a € R. Riittd4 osoittaa, etté
{z € A:g(x) > a} on avoin. Huomataan, etti

U{xEA:f(x)ga}:{xeAzsupf(a:)ga}.

feA feA

Mutta puolijatkuvuuden nojalla jokaisella f € A joukko {x € A : f(z) < a}
on suljettu. Koska

lzed:iglz)<ap={reA: nf flz) <a}

saadaan siis avoimien joukkojen yhdisteené, se on avoin, joten g on alhaalta
puolijatkuva.

Huom. alkuperdisessé tehtdvianannossa oli virhe; véite ei péde, jos supre-
mum korvataan infimumilla. Taméan ndhdékseen voi tarkastella jonoa jatku-
via funktioita f,: R™ — [0, 1], joille sptf, C B(0,1+ 1/n) ja fu|po1 =1
(téllainen jono on olemassa esimerkiksi Urysohnin lemman nojalla, tai sen
voi helposti myos konstruoida). Jos A = {f,, : n > 1}, niin }gﬂf = XB(0,1)>

joka ei ole alhaalta puolijatkuva (vaan ylhéélta puolijatkuva).

3. Osoita, etti jos u ja v ovat superharmonisia, min{u, v} on superharmoni-
nen. Anna esimerkki tapauksesta, jossa max{u, v} ei ole superharmoninen.
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ratk. Olkoot u,v: @ — R superharmonisia. Selvésti ¢ = min{wu,v} on al-
haalta puolijatkuva ja g(x) > —oo kaikilla z € €. Riittd4 siis osoittaa, etta
funktio dominoi keskiarvojaan.

Jos € Q, voidaan yleisyyttd rajoittamatta olettaa, ettd g(x) = u(z).
Silloin

g(z) = u(x) > /snl u(x 4+ rl)do( > /Snl min{u(x + r(),v(z + r{) }do(
= [ starOnc.

kun B(x,r) C Q. Siten g on superharmoninen.

Olkoon u(z) = u(zx+iy) = z jav(z) =y, 2 € C. Ndmé ovat (super)harmonisia.
Silloin 0 = max{u(0),v(0)} = [.-sudo < [g,_» max{u,v}do, silli v > u
S"=1(0,r):n avoimessa joukossa. Siten max{u,v} ei aina ole superharmoni-
nen, vaikka u ja v olisivat. (Sen sijaan se on aina subharmoninen, jos u ja v
ovat.)

4. Olkoon a € R". Madritelldsn u, : R” — R asettamalla u,(a) = oo ja kun
T # a, u,(z) = —log|z — al, jos n = 2, ja u,(x) = |z — al*™, jos n > 2.
Todista, ettd u on superharmoninen.

ratk. Kaytetddn vertailuperiaatetta. Selvésti u, on alhaalta puolijatkuva, ja
u, Z 00 R™:ssi. Olkoon U avoin joukko siten, ettéd U on kompakti, ja olkoon
h harmoninen U:ssa ja h < u, reunalla OU.

Jos a ¢ U, u, on harmoninen U:ssa, joten u, > h koko joukossa U
(harmonisten funktioiden vertailuperiaatteen nojalla).

Oletetaan sitten, ettd a € U. Olkoon M = maxgh ja r > 0 sellainen,
ettid u, > M joukossa B(a,r). Jos W = {x € U : uy(z) < h(x)} on epiityhji,
pitee WNB(a,r) = (), joten u, on harmoninen joukossa W. Toisaalta u, = h
reunalla OW | joten yksikésitteisyyden nojalla u, = h koko W:ssa. Tadméa on
ristiriita, ja siten joukon W on oltava tyhja.

Téaten olemme todistaneet, ettéd u, on superharmoninen.

5. Anna esimerkki R":n superharmonisesta funktiosta, joka ei ole missdan
pisteessa jatkuva.

ratk. Olkoon u, edellisen tehtévin funktio. Olkoon A = {ay,as,as,...} nu-
meroituva tiheé joukko R":ssé, ja asetetaan

le) = Pufo) = [ w(a)dy



missé, -
=32,
k=1

on R™:n &érellinen Borel-mitta. u voidaan kirjoittaa muodossa

u(z) = Z 2 g, (),

mistd ndhddin suoraan, ettd se on nousevan jonon

m
WUy, = E 2_kuak
k=1

superharmonisia funktioita raja-arvo. Siten se on superharmoninen. Kuiten-
kaan se ei ole jatkuva, silld jokaisen pisteen x € R" jokaisessa ympéristossi
on adrettoméan monta pistetté, joissa funktio saa arvon oo.

6. Olkoon u :  — R U {oo} alhaalta puolijatkuva funktio, joka ei ole ident-
tisesti ddreton missddn 2:n komponentissa. Todista, ettd u on superharmo-
ninen, jos ja vain jos jokaisella z € ) on olemassa r, > 0 siten, etta

u(z) > S(u,x,r) = / u(z + r¢)do( kaikilla 0 < r < r,.
Sn—l

ratk. Jos u on superharmoninen, voidaan valita r, = dist(x, 0).

Oletetaan sitten, ettd funktiolla u on véiitteessd mainittu ominaisuus.
Olkoon B(a,r) C €. Silloin peitteelld {B(z,7,)},.7 on #irellinen osapei-
te B(xy,7s,),l = 1,...,m joten voidaan valita p = min{r,, : 1 <! <m} >0
siten, ettd u|p(,,) on superharmoninen jokaisella z € B(a,r).

Haluamme osoittaa, ettd jos h on B(a,r):ssd harmoninen funktio, jol-
le w > h reunalla dB(a,r), niin v > h kuulassa B(a,r). Jos u — h saa
miniminséd reunalla, viite on todistettu. Oletetaan siis, ettd u — h saavut-
taa miniminsd pisteessi z € B(a,r) ja se on < 0. Koska w — h on super-
harmoninen B(z, p):ssa, se on silloin vakio kyseisessd joukossa. Erityisesti
kaikilla y € B(z,p) u — h saa minimin B(y, p):ssa, joten u — h on vakio
B(x,2p):ssa. Soveltamalla padttelya induktiivisesti saadaan u — h vakioksi
< 0 koko B(a,r):ssa. Tamé on ristiriita, joten viite on todistettu.

7. Todista edellisen viite, kun pallokeskiarvot on korvattu kuulakeskiarvoilla
o 1

M(u,x,r) = T GEIEN) fB(x,T) udm,,.

ratk. Olkoon x € ). Riittdd loytaa r, > 0 siten, ettd u(x) > S(u, z,r) kaikilla

0<r<rg,.



ratk. Jos u on superharmoninen, voidaan taas valita r, = dist(z, d2) luento-
jen lauseen 6.3 nojalla.

Toista suuntaa varten huomaamme, ettd edellisen tehtdvin ratkaisun
padttely voidaan toistaa, jos superharmonisille patevi (lokaali) minimipe-
riaate (luentojen lause 6.3) saadaan voimaan. Mutta se seuraa helposti mai-
nitusta ominaisuudesta:

Oletetaan, etti u saa lokaalin miniminsa pisteessi xg € €2, ja olkoon r’ > 0
siten, ettd u(y) > wu(wzg) kaikilla y € B(zg,r). Valitaan r < min(r’,r,,)),
jolloin u — u(xg) > 0 B(xg,r):ssd, ja

Ozu(:cg)—u(:cg)z]i( )[u—u(azo)]:]{g( ()]

Siis u = u(xp) kuulassa B(xg, ).

8. Olkoon u : 2 — R U {oo} superharmoninen ja B(x,ry) C . Todista, etts
keskiarvot S(u, z,r) ja M (u,z,r) ovat rn vihenevia funktiota valilla (0, ro].
ratk. Olkoot 0 < r < s < ry. Vertailuperiaatteen nojalla u > P, ju kuulassa
B(z, s), erityisesti u(y) > P, u(y) kaikilla y € 0B(x,r). Téasté seuraa, ettd
P,,u(y) > P, su(y) kaikilla y € 0B(x,r), joten sama pétee koko kuulassa
B(z,r). Siten

u(z) > S(u,z,r) = Pyyu(z) > Py gu(z) = S(u, x, s).

Viite on siis todistettu pallokeskiarvolle S.
Toisaalta

M (u,z,r) :][ u= m’”/ t" 1S (u, w, t)dt
B(z,r) 0

(mink& voi helposti todeta integroimalla polaarikoordinaateissa). Kayttamal-
14 tétéd identiteettid ja r — S(u, x,r):n vihenevyytté, saadaan, jos r < s.

M(u,z,r) — M(u,x,s) = M(u,z,r)[1 — (r/s)"] —ns™" /S t" 1S (u, x, t)dt

r

> M(u,z,r)[l — (r/s)"] —ns™" /S t" 1S (u, 2, r)dt
= M(u,z,7)[1 = (r/s)"] — s "(s" —r")S(u,x,r)
=[1—=(r/s)"|(M(u,z,r) — S(u,z,1)).

Siten véite M (u, z,r):m vihenevyydestd seuraa seuraavan tehtavin epayhté-
16sta.



9. Todista, ettéd edellisen tehtdvan tilanteessa kaikilla 0 < r < rg ja x € §,
S(u, 2, 1) < M(u,z,7)

ja
u(z) = 11_% S(u,x,r) = 71}_1)13 M(u,z,r).

ratk. Koska v > P, , kuulassa B(z,r), saadaan

M (u,z,r) :][ U Z][ P,,=P,..(v) = / u(z+r{)do¢ = S(u,x,r).
B(z,r) B(z,r) Sn—1

Epéyhtalon
S(u,2,7) < M(u,z,7) < u(z)

nojalla on riittéavaa todistaa raja-arvoja koskeva viite pallokeskiarvoille S(u, z, ).
Superharmonisen funktion v alemmasta puolijatkuvuudesta seuraa
u(x) < liminf u(y) = lim inf u(y) <
() < lminfu(y) =lim _ inf = u(y) <
limsup inf  u(y) <limsup S(u,z,r) < u(x).

r—0 yeS"(zr) r—0

Siis u(x) = limsup S(u,z,r), ja koska r — S(u,z,r) on monotoninen, on
r—0
raja-arvo olemassa. Viite on siis todistettu.

10. Todista, ettd jos u,v : € — R ovat superharmonisia ja u(z) = v(z)
melkein kaikilla z € €2, niin u = v.
ratk. Koska u = v melkein kaikkialla Q:ssa, kuulakeskiarvoille patee M (u, x,r) =
M (z,v,r) kaikilla x € Q ja r < dist(xz,00). Siis

uw(z) = lim M(u,z,r) = im M (v, z,7) = v(x)

r—0 r—0

kaikilla x € €.
11. Olkoot u : 2 — R superharmoninen, U C € avoin siten ettd d(U,0Q2) = d

(d = o0, jos 2 = R") ja u &érellinen Borelin mitta, jonka kantaja sptu C
B(0,d). Todista, ettd konvoluutio p * u,

e u(z) = / ale — y)duy,

on superharmoninen U:ssa.



ratk. Olkoon z € U. Silloin kaikilla z € B(0,d),y € U pétee y — z € Q.
Fatoun lemman nojalla jokaiselle jonolle z, — x € U pétee

poku(x) = /u(x —y)duy < /lim inf u(z, — y)duy
n—oo

n—oo

< lim inf/u(zn —y)dpy = liminf g x u(z,),
n—oo

joten p * u on alhaalta puolijatkuva U:ssa. Selvésti p * u > —oo U'ssa.
Jos 7 > 0 on sellainen, ettd B(x,r) C U, saadaan puolestaan Fubinin
lauseen avulla

][ px u(y)dy =][ /U(y — 2)dpzdy

B(z,r) B(z,r)

= /][ u(y — z)dydpz > /u(az — 2)pz = pxu(x).
B(x,r)

Siten p * w:n superharmonisuus U:ssa on todistettu.

12. Olkoon R,,0 < a < n, Rieszin ydin: R, (z) = |z|* ™. Todista, ettd R,
on superharmoninen R":ssé, kun 2 < o < n, ja subharmoninen R" \ {0}:ssa,
kun 0 < a < 2. Miksei R, ole superharmoninen R":sséd, kun o > n, ja
subharmoninen koko R":ssa, kun 0 < a < 2.

ratk. Yleiselle 5 € R pétee

Oyfal’ = Baslal
ja
2018 _ B2 2|,.16—4
Oi|x|” = Blz|”™= + B(B — 2)zj|x|" "
Siten
Alz|? = Bla"(n+ 8 - 2).
Luentojen lauseen 6.11 nojalla z + |z|® on siis superharmoninen koko R":ssé,
kun (8 +n —2) < 0. Kun « € [2,n) ja f = a — n, ehto toteutuu, joten R,
on superharmoninen R":ssé.
Toisaalta kun § = a—n ja a € (0,2], pitee S(f+n—2) = (a—n)(a—2) >
0, joten R, on talléin subharmoninen R™ \ {0}:ssa. Kannattaa huomata,
ettéd lause 6.11 er pade subharmonisille funktioille, joten emme voi paatella
subharmonisuutta koko R":ssé.

Kun @« >njaf=a—mn,nin g(f+n—2) = (a—n)(a—2) >0, joten
R, ei tdlloin ole superharmoninen. (Kun oo = n, voidaan R,, tulkita vakioku-
vaukseksi, joka on harmoninen. R,, ei a priori ole origossa hyvin mééritelty,
mutta voidaan jatkaa siihen niin, ettd saadaan harmoninen funktio.)
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Lyhyt vastaus kysymykseen, miksei R, ole subharmoninen koko R":ssé, kun
a € (0,2], on, ettd R,(0) = co. Nimittéin, jos R, olisi subharmoninen, niin
madritelmén mukaan — R, olisi superharmoninen. Kuitenkaan —R,, ei toteu-
ta ehtoa —R, > —oo koko R":ssi.

13. Olkoon p &érellinen Borelin mitta R™:ssd. Todista, ettd p:n Rieszin po-
tentiaali R},

R (x) = /Ra(:v — y)duy,

on superharmoninen R™:ssé, kun 2 < o < n, ja subharmoninen R" \ sptj:ssa,
kun 0 < a < 2.
ratk. Tehtévin 11 nojalla, jos 2 < o < n, Rieszin potentiaali R} on super-
harmoninen koko R":ssi.

Tarkastellaan sitten funktiota

Jﬁ:/«Rx—me,

kun o € (0,2]. Kun = ¢ spty, pitee — R > —oo, silld jos B(z,r) C R™\spty,
funktio y — — Ry (z — y) saa B(z,7):ssd pienimméin arvonsa. Siten joukossa
R™ \ sptp funktio —Rf; on superharmoninen (tehtévien 11 ja 12 nojalla).

14. Olkoot u : Q — R superharmoninen ja B(a,r) C . Todista, ettd @ on
superharmoninen, missé @(x) = P, ,(u)(z), kun x € B(a,r), ja @(z) = u(x),
kun z € Q\ B(a,r).
ratk. Tehtdvén 7 nojalla riittaéd 16ytéda jokaiselle x € §2 jokin r, > 0 siten, et-
ta M (u,z, p) < u(z) kaikilla p < r,. Jos € B(a,r) tillainen 16ytyy P, ,u:n
harmonisuuden nojalla, ja jos # € Q\ B(a,r), u:n superharmonisuuden no-
jalla.

Jaljelle jaavat siis pisteet © € dB(a,r). Olkoon p mikd tahansa positii-
vinen luku. Vertailuperiaatteen nojalla v > P, ,u joukossa B(zx, p) N B(a,T),
joten

M@z p) = |Ba.p) ([ i+ [ 0) =
B(z,p)NB(a,r) B(z,p)\B(a,r)

]B(x,p)|1</ P, u —|—/ u) S][ u < u(x) =u(x).
B(z,p)NB(a,r) B(z,p)\B(ar) B(z,p)

Niin olemme todistaneet viitteen.

15. Olkoot u; : @ — R,j = 1,2, superharmonisia ja v; u;mn suurin har-
moninen minorantti. Osoita, ettd v; + v9 on u; + uo:n suurin harmoninen
minorantti.



ratk. Olkoon v uq + u9:n suurin harmoninen minorantti. Selvasti v; + vy < w.
Edelleen v — uy on subharmoninen, ja v — us < u;. Haluamme osoittaa, etta
V— Uy < V.

Olkoon w wq:n suurin subharmoninen minorantti, ts. w on subharmoni-
nen, w < u; ja jos w':lla on ndmi ominaisuudet, niin w’ < w. Olkoon B(a, r).
Funktion w Poissonin modifikaatio @ (ks. tehtéva 14) on myos subharmoni-
nen. w:n maksimaalisuuden nojalla kuitenkin w > w ja erityisesti w > P, ,w
kuulassa B(a,r). Siten w on myos harmoninen, joten v;:n maksimaalisuuden
nojalla w < v;.

Téastd ndemme, ettd v — uy < w < vy, eli v — v; < uy. Siten ve:n maksi-
maalisuuden nojalla v — v; < ve. Kaiken kaikkiaan saamme halutun yhtalon

V= V1 + Vo.



