Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Potentiaaliteoria

Harjoitus 3, ratkaisuehdotuksia
8.10.2012

1. Olkoon u harmoninen R™:ssa siten, ettd u(x,0) = 0 kaikille z € R"™".
Osoita, ettéd u(z, —y) = —u(z,y) kaikille (z,y) € R"* x R,
ratk. Méaéritelladn uusi funktio o : R" — R kaavalla

- u(zx, 0
u(:t,y) = { _uEszi)Zﬁ sz 2 0

@ on oletuksen u(x,0) = 0 nojalla jatkuva. Liséksi se on harmoninen joukossa
R™ \ {(2,0) : € R"'}. Siten @%mn harmonisuuden osoittamiseksi riittis
niyttid, ettd silli on keskiarvo-ominaisuus pisteissi {(z,0) : z € R" '},

Mutta selvasti
/ =0
S((z,0),r)

kun r > 0 funktion 4 mééritelmén nojalla. Taten @ on harmoninen R":ssé.

Koska u = @ avoimessa joukossa, on oltava u = @ koko R":ssé.

2. Osoita, ettéd jos u on rajoitettu ja harmoninen joukossa
U={zeR:|z|< I\ {z€R*:0< 2, <1/2, 29 = 13 =0},

niin u voidaan jatkaa harmoniseksi funktioksi koko kuulaan B(0, 1).
ratk. Merkitdén

I={rcR*:0< 2, <1/2,2y=1x3=0},

olkoon p = H} ja méiritellain

fa) = / dp(y)

R® |z —y|’

Tam# on harmoninen R? \ I:ssa (h1t2). Olkoon a, jono U:ssa siten, etti
an, = 29 € 1. Jos an, = (T, Yn, 2n) ja xo = (z,0,0), saadaan Fatoun lemman

nojalla
oo = f(xg) = / — / lim
0 0

et o e — P R+ 2R
< lim inf/ = liminf f(a,).
n—o0o  Jq \/’xn _ t|2 ‘l‘y,% + Z% n—oo



Siis f(x) kasvaa rajatta, kun z — zg € I.

Olkoon nyt 1/2 <r <1 jae > 0. Asetetaan

ve = u — Plu|son] +(f = P[f|som))

alueessa B(0,7) \ I. Nyt v. = 0 S(0,r):ssé, ja v.(x) — oo kun =z € zy € I.
Siten antamalla € — 0 saamme u — Plu|g(o,)] > 0 alueessa B(0,r) \ 1. Kor-
vaamalla e:n —e:lla saamme vastaavasti u— Plu|s(,] < 0 alueessa B(0,7)\ 1.
Siten wu:lla on harmoninen jatko Plu|g( ] myos I:n pisteisiin.

3. Todista, ettd jos u; : @ — (0,00),7 = 1,2..., ovat harmonisia funktioita
siten, ettd lim;_,o uj(x) = u(x) € R kaikilla # € €, niin suppeneminen on
tasaista {2:n kompakteissa osajoukoissa ja v on harmoninen.
ratk. Olkoon () # K C § kompakti. Valitaan zg € K ja jo siten, ettd u;(zo) <
u(xg)+1 aina, kun j > jo. Harnackin epayhtilon nojalla on olemassa C' = Ck
siten, etta

SUp 1; < C’ir[éfuj < C(u(zg) + 1),

kun j > jo. Jono u; on siis tasaisesti rajoitettu kompakteilla joukoilla, joten
perhe N = {u} U {u; : j = 1,2,...} on normaali. Jonon u; jokaisella os-
ajonolla on siis (u:hun) lokaalisti tasaisesti suppeneva osajono. Tésté seuraa,
ettd u; — u lokaalisti tasaisesti. Rajafunktion v harmonisuus seuraa lokaa-
listi tasaisesta suppenemisesta.

4. Olkoon A = {ay, as, ... } Q:n diskreetti osajoukko. Karakterisoi positiiviset
harmoniset funktiot €2\ A:ssa.

ratk. Oletetaan, ettd Q C R", n > 3. Osoitetaan ettéd 2\ A:ssa harmoniset
positiiviset funktiot ovat muotoa

u(z) = v(z) + Z bjlw — a|*™",

missé v on harmoninen ja positiivinen (2:ssa, ja b; > 0.

Koska A on diskreetti (2:ssa, jokaisella j loytyy r; > 0, jolla B; =
B(aj,r;) C Qja a; ¢ Bj, kun i # j. Bocherin lauseen nojalla u voidaan
kirjoittaa B;:ssd muotoon

u(x) = vj(z) + bjlr — a;)* ™.

Asettamalla vj(z) = u(x) — bjlz — a;|* " kun = ¢ Bj, voidaan v; laajentaa
harmoniseksi alueeseen (£2\ A) U {a;}. Olemme siis redusoineet ongelman



vastavaksi ongelmaksi joukolle A \ {a;}. Merkitsemélld A; = A\ {a1}, ja
induktiivisesti A,11 = A, \ {ans1}, saamme

w(x) = v (2) F bz —a "= = vu(2) Zbﬂx —a;*",
j=1

missé v, on positiivinen ja harmoninen 2 \ A, :ssé.

Jos joukko A on aérellinen, olemme todistaneet véitteen. Voi kuitenkin
kéaydéd niin, ettd joukkolla A on kasaantumispisteitd reunalla 0€). Silloin tar-
vitsemme pienen rajankadynti-argumentin.

n

Jono f,(x) = E bj|z — a;|*™™ on nouseva jono harmonisia funktioita,
J=1

siten Harnackin periaatteen mukaan joko f,, — oo jokaisessa pisteessé (itse
asiassa lokaalisti tasaisesti), tai f,, suppenee lokaalisti tasaisesti kohti jotakin

harmonista funktiota f (jonka on silloin oltava Z bjlz — a;|*™). Toisaalta,

J
koska v,, > 0 kaikilla n, saamme

fa(z) = zn:bj|$ — ;"™ < w(w),
=1

joten ensimmaéinen vaihtoehto ei voi olla voimassa.

Nyt my6s v, = u — f,, suppenee lokaalisti tasaisesti kohti rajafunktiota
v. Haluamme todistaa, ettd v on harmoninen koko {2:ssa. Tatd varten riittai
todistaa, ettd se on harmoninen jokaisessa pisteessé a;. Kaikilla n > j funktio
v, on harmoninen € \ A,:ssd, erityisesti siis myos a;:ssi. Koska v, — v
tasaisesti jossakin a;:n ympéristossd, v on harmoninen a;:ssa. Siten v on
harmoninen koko 2:ssa. Olemme siis kirjoittaneet alkuperiisen funktion u

muotoon
u(z) =v(x) + f(x) =v(z) + Z bilx — aj|2_”,

kuten haluttiin osoittaa.

Jos n = 2 vastaus riippuu (2:sta; esimerkiksi jos 2 = C, kysytyt funk-
tiot ovat positiivisia vakioita. Mikdli taas Q@ = B(0, 1), saadaan ylla olevaa
vastaava tulos

u(z) = v(z) + Z bjlog 1/|¢a, ()], walx)

a—z

:l—az



5. Todista luentojen Lauseen 4.2 yksikésitteisyys, kun n > 3: jos u,v : R™\
B(0,1) — C ovat jatkuvia, harmonisia R" \ B(0,1):ss, lim e u(z) =
limy, oo v(2) = 0 ja u(z) = v(z), kun z € S*7!, niin u = v.

ratk. Kaytetdén Axlerin kirjan korollaaria 1.10 (s.8) funktioon w = Re(u—v).
Oletusten nojalla

lim sup w(ag) = 0,
k—o0

kun a, — a € S, ja samoin

lim sup w(ag) = 0,
k—o0

kun |ax| — oo. Korollaarin 1.10 mukaan silloin w < 0 koko alueessa 2 =
R™\ B(0,1). Korvaamalla w funktiolla —w saadaan samoin w > 0 {2:ssa. Siis
Re(u) = Re(v) alueessa R™ \ B(0,1). Sama pééttely antaa vastaavan tulok-
sen imaginéériosille, joten véite on todistettu.

6. Olkoot ¢y € S" 1 r>0jaC ={Ce S :|C— (| <r}. Osoita, etté on
olemassa rajoitettu harmoninen funktio R™ \ C':ssé, joka ei ole vakio.

ratk. Oletetaan aluksi n > 2. Olkoon pu = ’Hg_l Jwp_1. Silloin g on darellinen
Borel-mitta R":ssé, joka on kannatettu joukossa C. Riittdéd osoitta, ettd sen
potentiaali,

Uude) = [, lo=oP""duly), @ €R"\C.
on rajoitettu, silld U, on tunnetusti harmoninen R" \ C'ssé. Asetetaan
Sp={Ce s 2% < |z — | <2F

Erityisesti kun k& < 0 pitee o(Sy) < 2~V jollakin vakiolla ¢, joka riippuu
vain n:std. (Mikéli dist(x, S"™') > 1 pitee jopa o(S;) = 0 kun k& < 0.
Tarvitsemme kuitenkin vain aiemmin mainittua arviota.) Voidaan arvioida

Uu(r) = /C | — y[* "do(y) < /Sn_l [z — y[*"do(y)
<>z =¢Pde¢ <> 27 g(S)).

S,
kel "~k kel

Summaa puolestaan voidaan arvioida seuraavasti.

Z 2—k’(n—2)0_(5k) < Z 2—k(n—2)0_(5vn—1) + Z 2k(n—2)0(s_k)
e, k=0 k=1

o0 [e.e] 1 o
—k(n—2) k(n—2)—k(n—1) _ -k __.
gg 2 E 2 _—1_22_71—1—05 27" = C < o0.
k=0 k=1 k=1



Siis U,, on rajoitettu kaikilla x (myos z € C).

Tapauksessa n = 2 ylla esitetty todistus ei toimi, joten kdytdmme toista
taktiikkaa.
Olkoon f(¢) = xc(¢), ¢ € S. Asetetaan

Pf(z) |z] <1
u=4¢ f(z) |¢[=1
Pef(z) |2]>1

Selviisti u on rajoitettu kaikkialla ja harmoninen joukossa C\ S'. Haluamme
vield osoittaa, etté u on harmoninen myds St \ C:n pisteissd. Mutta Axlerin
kirjan lauseen 4.15 mukaan niin on, silli Q = C\ C on symmetrinen S':n
suhteen, ja u = 0 joukossa QN S = ST\ C.

Huomautus Jalkimmaéinen ratkaisu on huomattavasti lyhyempi, ja patee myos
arvoille n > 3. Ensimmaéisesséd ratkaisussa on kuitenkin se etu, etté se yleis-
tyy monimutkaisemmilla joukoille C', sillid se nojaa joukon C' symmetrioiden
sijasta sen mittateoreettisiin ominaisuuksiin.



