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1. Osoita, ettd z + |x[>~™ on harmoninen R™:ssd, kun n > 3.
ratk. Merkitdin f(z) = |z|>". Tdmé#n ensimmaéiset osittaisderivaatat ovat

2—n 2z; x;
0 — J — (2 — J
if () 2 (xP+.. 4 a2)? ( n>|x|”’
ja toiset osittaisderivaatat
2 —n 23:? —n—2 2 2
0; f(x) = (2=n)(|z|"~n/2 ) = 2—n)lz| " *(|2]* —naj).

(23 + ... 4 a2)/2H]

Taten saamme .
Af(w) =) 0}f()=0
j=1
kaikilla z € R™ \ {0}.

2. Osoita, ettd &dérellisen Borelin p mitan potentiaali U,,,

Uu(z) = / |z — y[* "dpy,

on harmoninen pm kantajan spty = {x € R" : u(B(z,r)) > 0¥vr > 0}
komplementissa (n > 3).
ratk. Olkoon = ¢ spt p.

Up(x + hej) — Uy(x)

0;U,(z) = lim

h—0 h
he. — 2—n __ 22—
—0 spt 1
Toisaalta
|2+ he; —y> ™ — |z —y[*" lz; — y;| + | A
=10; (&) <
h ’ (Jz =yl = [h])"

jollekin & € [v — y,x — y + he;]. Koska = ¢ sptu ja sptp on suljettu, on
olemassa ¢ > 0 siten, ettd |x — y| > ¢ kaikilla y € spt p. Kaikilla |h| < £/2



erotusosaméérd on siis rajoitettu ylhdéltd rajoitetulla funktiolla (joukossa
spt ). Siten dominoidun konvergenssilauseen nojalla

: x+ he; —yl" — o —y)P"
R e
spt

. ZE—f—h@‘—yQin— x_y27n
=/ }gg)' ’ |h | | dﬂyz/ajf(fc—y)duy-
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Samoin, koska

ajf<l' — Y+ hej) — @f(x
h

”\ — ()] < M.,

kun |h| < £/2, saamme

= /8?f(x —y)duy.

Siten AU, (z) = [ Af(z — y)duy = 0.

3. Todista, ettd ortogonaaliset lineaarikuvaukset sailyttavat harmonisuuden
ja anna esimerkki lineaarikuvauksesta, joka ei sdilyté.
ratk. Osoitetaan, ettd jos T on R™:n ortogonaalinen kuvaus, niin A(foT) =
(Af)oT. Tésta seuraa, ettd f on farmoninen jos ja vain jos f o7 on harmo-
ninen.

Tata varten olkoon T = (a;;). Lasketaan

n

;(foT)(w) =) aii f(Ta),

i=1
josta
o3 (f Zaw (0;f(Tx)) Za”al] O f (Tx).
i,l=1

Mutta Tn ortogonaalisuuden nojalla matriisin (a;;) sarakkeet muodostavat
n

ortogonaalisen kannan: Z a;ja;; = 0. Summaamalla yli j:n ja vaihtamalla

Jj=1
summausjarjestysti saamme siten

=3 e (D aas) = 3 0 f(Tx) = (Af) o T(x)

i,l=1



Kuten seuraava esimerkki osoittaa, tulos ei pdde ilman ortogonaalisuusole-

tusta. Olkoon f(z,y) = y?> — 2% ja T = ( 1 (1) ) Silloin f o T'(z,y) =

f(x,x +y) = y* + 22y, joka ei ole harmoninen, kun taas f on.

4. Todista kaavat
Au = div(Vu), A(uv) = uA(v) + 2Vu - Vo + vA(u).

ratk. .
div(Vu) = Z 0;(0ju) = Au.
j=1

Toista kaavaa varten huomataan, ettd V(uv) = uVv + vVu. Ensimmaéisté
kaavaa hyvaksikayttden saadaan

A(uv) = div(uVv) + div(vVu) =

> (Qudiv + udiv) + Y (9vd5u + vdiu)
j=1 j=1

= uAv + 2Vu - Vo + vAu.

5. Olkoot u ja v harmonisia. Osoita, ettd uv on harmoninen, jos ja vain jos
Vu - Vv = 0, ja u? on harmoninen, jos ja vain jos u on vakio. Oleta, etté u
ja v tai u ovat reaaliarvoisia, jos taytyy. Taytyyko?
ratk. Oletetaan, ettd u ja v ovat reaaliarvoisia. Silloin A(uv) = 0 jos ja vain
jos uAv + 2Vv - Vu + vAu = 2Vov - Vu = 0. Néin saamme ensimmaéisen
vaitteen.

Toinen viite seuraa tisti erikoistapauksena; u? on harmoninen jos ja vain
jos 0 = Vu - Vu = |[Vul?, eli jos ja vain jos u on vakio.

Reaaliarvoisuus on téssé oleellista, silla edellisen tehtéavén identiteetit pé-
tevit reaaliarvoisille funktioille. Konkreettisena esimerkkiné voidaan mainita
u(z) = €, joka on harmoninen, samoin kuin u?, olematta vakio.

6. Olkoon €2 yhtendinen ja w : 2 — R harmoninen ja ei vakio. Osoita, etté
u on avoin kuvaus, eli u(U) on avoin joukko jokaiselle avoimelle U C €.
Pateeko tdmé kompleksiarvoisille funktioille?

ratk. Kiinnitetddn a € u(U) ja olkoon x € U siten, ettd u(x) = a. Otetaan

lisdksi s > 0 siten, ettd B(z,s) C U. Koska u ei ole vakio, se ei ole vakio
myo6skéddn pallossa B(x, s), joten 16ytyy y € B(z, s) siten, ettd u(y) # a.
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Oletetaan, ettd u(y) < a. Silloin u saa jatkuvana kuvauksena kaikki arvot
vélilta [u(y), a] joukossa B(z, s). Toisaalta u:n tiytyy saada myos arvoja > a,
silla muutoin

]{3 L < =)

Olkoon siis z € B(xz, s) siten, ettd u(z) > a. Samoin kuin aiemmin, u saa
joukossa B(z, s) kaikki arvot vélilld [a,u(z)]. Siis u saa kaikki arvot valilla
(a—e, a+e), missd € = min{|a—u(y)|, |u(z)—al}. Toisin sanoen (a—e, a+¢) C
u(U).

Jos u(y) > a, voidaan vastaavalla paattelylld 16ytdda ¢ > 0 siten, etté
(a —e,a+¢) Cu(U). Téten viite on todistettu.

Reaaliarvoisuus on téssékin oleellista, silla jos u on reaaliarvoinen harmo-
ninen funktio ja v = (1 +4)u : Q — C, niin v on harmoninen mutta ei avoin.

7. Olkoon 2 rajoitettu, OS2 yhtendinen, v : Q — R jatkuva ja harmoninen
(:ssa. Osoita, ettd u(Q) C u(0N2). Pateekd tdméa kompleksiarvoisille funk-
tioille?

ratk. Maksimiperiaatteen nojalla u saa maksiminsa (merkitddn b:1la) ja mi-
niminsé, a, alueen () reunalla. Koska 0f) on yhtenéinen , u saa joukossa 0f)
kaikki arvot valiltéd [a, b]. Toisaalta a < u(z) < b kaikilla z € €. Siis

u(2) C [a,b] C u(090).

Kuten funktio v : C — C, u(z) = z osoittaa, véite ei pade kompleksiar-
voisille harmonisille (tai edes konformisille) functiolle: u(B(0,1)) = B(0,1)
jau(0B(0,1)) = 0B(0,1).

8. Olkoon ) yhtendinen ja u : 2 — C jatkuva. Todista, ettid jos jokaisella
x € {1 on olemassa jono r; > 0,7; — 0, siten ettéd

1
= kaikilla 7
o) = B /B(x,rj)“ aikdlla

niin 4 on harmoninen.
ratk. Tarkastelemassa erikseen funktion u reaali- ja kompleksiosia riittaé to-
distaa viite reaaliarvoisille funktioille.

Olkoon siis u reaaliarvoinen ja B(x, R) C €. Olkoon v se harmoninen
funktio B(z, R):ssd, joka saa reuna-arvot u|gp(s,) (Dirichlet’'n ongelman rat-
kaisu). Riittad nayttés, ettd u — v = 0 B(x, R):ssi.

Oletetaan, ettd funktio u — v saa positiivisen arvon pallossa B(z, R) (ne-
gatiivisen arvon tapaus késitelladn samoin). Jos £ C B(x, R) on se joukko,



jossa funktio u — v saavuttaa maksiminsa, voidaan valita sellainen y € F,
ettd | — y| on maksimaalinen. Koska y € B(z, R) C €2, on olemassa r > 0,
jolle B(y,r) C B(z, R) ja

u(y) = ]i(w) u(z)dz.

Funktion v harmonisuuden nojalla siis

(u—v)(y) = ]{9 RO

Toisaalta z:n valinnan nojalla (u — v)(2) < (u — v)(y) kaikilla z € B(x, R).
Toisaalta kaikilla z € B(y,r) joille |x — z| > |z — y| tdytyy epdyhtélon olla
aito (silla |z — y| oli maksimaalinen). Siten (v — v)(z) < (u — v)(y) posi-
tiivimittaisessa B(y, r):n osajoukossa, mika on ristiriidassa keskiarvokaavan
(ylld) kanssa. Siis u — v joukossa B(z, R).



