20 Isomorfismi

Kuvaus on bijektiivinen eli bijektio, jos se on seké injektio ettd surjektio. Tall6in
kullekin maalijoukon alkiolle kuvautuu tdsmalleen yksi 1laht6joukon alkio.

Maaritelma 20.1. Isomorfismi on bijektiivinen lineaarikuvaus.

Jos vektoriavaruuksien V' ja U vililla on isomorfismi, sanotaan, ettd V ja U
ovat isomorfiset. Talloin merkitdén V =2 U. Isomorfiset vektoriavaruudet ovat omi-
naisuuksiltaan samankaltaiset.

Esimerkki 20.2. Osoitetaan, ettd kuvaus L: R?2 — Py, L(a,b) = axr + b on
isomorfismi. Esimerkin 18.6 perusteella kuvauksen tiedetéén olevan lineaarikuvaus.
Lisdksi on osoitettava, ettd kuvaus on bijektio eli ettd kuvaus on seké injektio etté
surjektio. Kuvauksen ydin Ker L on esimerkin 19.4 mukaan {(0,0)}, joten kuvaus
on injektio. Kuva Im L puolestaan on esimerkin 19.10 nojalla koko maalijoukko
P1. Siten L on surjektio. Néin ollen L on bijektio ja edelleen isomorfismi.

Koska L on isomorfismi, vektorivaruudet R? ja P; ovat isomorfisia. Huoma-
taan, ettd avaruudet muistuttavat toisiaan. Seké alkiossa (a,b) etté alkiossa ax +b
nakyvat reaaliluvut a ja b. Kaikki oleellinen tieto alkiosta sisdltyy néihin reaali-
lukuihin. Lisédksi ndma reaaliluvut kiyttdytyvat samalla tavoin yhteenlaskussa ja
skalaarikertolaskussa. Téata on havainnollistettu taulukossa 2.1.

Vektoriavaruus summa

R? (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

Py (ax+b)+ (cx+d) = (a+c)x+ (b+d)
Vektoriavaruus skalaarimonikerta

R? r(a,b) = (ra,rd)

Py r(ax +b) =rax +1rb

Taulukko 2.1: Vektorien yhteenlasku ja skalaarikertolasku avaruuksissa R? ja P;.

Oletetaan, ettd L: V — U on kuvaus. Jos on olemassa kuvaus T': U — V, jolle
patee
ToL=idy ja LoT =idy,

sanotaan, ettd kuvaus T on kuvauksen L kddnteiskuvaus®.

Téassd merkinta idy tarkoittaa avaruuden V identtistd kuvausta: idy: V — V,
jolla v — v kaikilla v € V. Vastaavasti idy tarkoittaa avaruuden U identtisté
kuvausta. Kaanteiskuvauksen ehto voidaan siis kirjoittaa mycs muodossa

T(L(v)) =7 kaikilaveV  ja  L(T(u))=u kaikillaueV.

Kuvauksen L kidnteiskuvausta merkitdan L1, Kaikilla kuvauksilla ei ole kidn-
teiskuvausta.

SKasnteiskuvauksista voidaan puhua muidenkin kuvausten kuin lineaarikuvausten yhteydessé.
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Esimerkki 20.3. Osoitetaan, etti kuvauksen L: R? — P;, L(a,b) = ax + b
kiiinteiskuvaus on kuvaus 7': P; — R?, T'(ax+b) = (a,b). Olkoon (a,b) € R?. Nyt

(T'o L)(a,b) =T(L(a,b)) =T(a+ bx) = (a,b),
joten T o L = idp2. Toisaalta
(LoT)(ax +b) = L(T(ax + b)) = L(a,b) = ax + b,
joten L o T = idp,. Siten T on kuvauksen L ki#inteiskuvaus eli T = L1

Voidaan osoittaa, ettd kuvauksella L on kddnteiskuvaus, jos ja vain jos L on
bijektio. Tésté saadaan seuraava tulos:

Lause 20.4. Lineaarikuvaus on isomorfismi, jos ja vain jos silld on kddnteisku-
VAUS.

Lause 20.5. Oletetaan, ettd V, U ja W ovat vektoriavaruuksia. Tdlloin

a) VEV
b) josV=U, nimnU=V
c) josV=UjaUZ=ZW, niinV=W.

Todistus.

a) Ei ole vaikea osoittaa, ettd identtinen kuvaus id: V. — V, id(v) = © on
bijektiivinen lineaarikuvaus. Siten se on isomorfismi vektoriavaruudelta V'
itselleen.

b) Oletetaan, ettd L: V' — U on isomorfismi. Koska L on bijektio, on olemassa
kidnteiskuvaus L~1: U — V. Osoitetaan, ettd L~! on isomorfismi. Ensinné-
kin tiedetéidin, ettd bijektion kiddnteiskuvaus on myoskin bijektio, joten L1
on bijektio. Tarkistetaan vield lineaarikuvauksen ehdot.

Oletetaan, ettd 61, u2 € U ja c € R. Koska L on bijektio ja siten surjektiivi-
nen, on olemassa vektorit vy, v2 € V, joille pitee L(v1) = 1y ja L(v3) = usa.
Huomaa, etti tilldin o7 = L~ (1) ja 92 = L~ (u2). Nyt

L™ g +a2) = L7 (L(v1) + L(v2)) = L™ Y(L(01 + 02))
=701+ 0y = Lil(fn) + Lil(ﬂ2)
ja
LY (cty) = L7 (cL(51)) = L™HL(ct1)) = ¢ty = eL ™ (ay).

Siten L' on lineaarikuvaus. Niin on osoitettu, ettd, L™! on isomorfismi.

c¢) Todistus jatetaan harjoitustehtaviksi. ]
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21 Kanta ja lineaarikuvaukset

Esimerkissé 18.7 néytettiin, miten kantavektorien arvoista voidaan johtaa kaik-
kien muidenkin vektorien arvot, jos kuvauksen tiedetdédn olevan lineaarikuvaus.
Vieldkin vahvempi tulos pitda paikkansa. Lineaarikuvaus voidaan jopa mddadritelld
antamalla pelkkien kantavektorien arvot.

Lause 21.1. Olkoot V ja U vektoriavaruuksia. Oletetaan, etti (U1, 02, ...,0,) on
avaruuden V kanta ja uy,Uo,...,uy, € U. Tdlloin on olemassa tismdlleen yksi
lineaarikuvaus L: V — U, jolle pitee L(v;) = u; kaikilla i € {1,...,n}.

Todistus. Jos w € V, on olemassa yksikésitteiset reaaliluvut wy ..., wy, joille patee
W = w101 + wals + - - - + w,U,. Maaritellaan kuvaus

L:V —=>U, L(’LTJ) = w1U1 + waly + - - - + WplUy,

missé luvut wy ..., wy, ovat kuten ylld. (Kyseessé ovat siis vektorin w koordinaatit
kannan (01, v2,. .., U,) subteen.)
Osoitetaan, ettd L on etsitty kuvaus. Jos i € {1,...,n}, niin

v; =001 + -+ - 4+ 00,1 + 19; + 00,41 + 00,
Siis
L(v;) = 0ug + - - - 4+ 0uj—1 + 1u; + 011 + 0wy, = w4,
joten kantavektorit kuvautuvat halutulla tavalla.
Osoitetaan viela, ettd L on lineaarikuvaus. Oletetaan, ettd z,y € V. Nyt

T =101 +x202 + -+ XU Ja Y= y101 + Y202 + -+ Ynlp
joilllakin z1,...,@n, y1,...,yn € R. Ndhd&in, etta

L(z+7) = L((x101 + 2202 + -+ - 4+ 2np) + (Y101 + y2U2 + -+ - + YnTn))
= L((z1 +y1)01 + (22 + y2)02 + - + (@n + Yn)Vn)
= (x1 +y1)ur + (x2 +y2)u2 + - - + (2 + Yn)Un
= (2101 + x2lz + -+ + Tply) + (Y181 + Yols + -+ + Ynly)
= L(z101 + 202 + - -+ + @y Un) + L(y101 + Y202 + -+ + ynTy)
= L(z) + L(y).
Oletetaan viela, ettd ¢ € R. Nyt

L(cz) = L(c(z101 + 2202 + -+ - + Tn0p))
= L(cx 101 + cxaly + - -+ + cxpby)
= cxr1Uy + cxoUg + - - + Ccxp Uy
= c(z1t1 + 22U + - + Tniip)
= cL(x101 4+ z202 + -+ - + T,0p)
= cL(x).
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Siten L on lineaarikuaus. On siis olemassa véhintddn yksi kuvaus, joka tayttaé
annetut ehdot.

Osoitetaan sitten, etté lauseen vaatimukset tayttavia lineaarikuvauksia on enin-
tdan yksi. Oletetaan, ettd L: V — W ja T: V — W ovat molemmat lineaariku-
vauksia, joille patee

L(ﬁl) = 71717[/(?72) = wWa, ... 7L(@n) =W, ja
T(v1) = w1, T(B3) = Wy, ..., T(Vp) = Wp.

Osoitetaan, ettd kuvaukset L ja T ovat samat.

Oletetaan, ettd v € V. Talléin v = a101 + - - - + a, Uy, joillakin aq,...,a, € R,
silld (01, ...,0,) on avaruuden V kanta. Kuvausten L ja T lineaarisuutta kdyttden
saadaan

L(Q_)) = L(a,l'l_}l + .-+ anfl_)n) = alL(Q_jl) + -+ anL('Dn)
= a W1 + -+ + apWy = a1T (V1) + -+ + an T (Vn)
= T(aﬂ_}l + -4 anf}n) = T(Q_}).

Kuvauksilla L: V — W jaT: V — W on samat arvot, joten ne ovat sama kuvaus.
Siten lauseen ehdot tayttévia lineaarikuvauksia on tasmaélleen yksi. O

Nyt voidaan mééritelld vaikkapa lineaarikuvaus L: R% — R? asettamalla

L(él) = (1’5’ _2)’ L(éQ) = (070’0)’ L(éS) = (_17276)’
L(es) = (7,4,4), L(es) = (0,1,0).

Lauseen 21.1 perusteella on olemassa tdsmélleen yksi lineaarikuvaus, joka téyt-
tad nama viisi ehtoa. Niiden antaminen riittda siis méaarittelemadn kuvauksen L.
Kuvauksen muut arvot voidaan laskea samaan tapaan kuin esimerkissa 18.7.

Asrellisulotteisen vektoriavaruuden tapauksessa lineaarikuvauksen ytimen ja
kuvan dimensiot riippuvat toisistaan.

Lause 21.2 (Dimensiolause). Olkoot V ja U vektoriavaruuksia. Oletetaan, etti V
on ddrellisulotteinen. Olkoon L:V — U lineaarikuvaus. Tdalloin

dim(V) = dim(Ker L) 4+ dim(Im L).

Todistus. Olkoon (v1,...,7y) aliavaruuden Ker L kanta. Koska jono (01, ..., 0x) on
vapaa, se voidaan lauseen 17.12 nojalla tdydentdd vektoriavaruuden V kannaksi
(U1« Uy U1, - - - Up). Nyt siis dim(Ker L) = k ja dim(V') = n. Osoitetaan, ettd
(L(tgy1), .. L(uy)) on aliavaruuden Im L kanta, jolloin dim(Im L) = n — k. TAma
todistaa viitteen.

Osoitetaan ensin, ettd (L(tg41),. .., L(uy,)) virittdd aliavaruuden Im L. Olete-
taan, ettd w € Im L. Koska kuvaus L on bijektio, on olemassa v € V, jolle pétee
w = L(v). Toisaalta tiedetaan, ettéa (o1, ..., Uk, Ugt1, - - - Up) on avaruuden V kanta,
joten

UV=a101 + -+ aqpU + aQpr1Uk1 + - + aply
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joillakin aq,...,a, € R. Nyt

w = L(v) = L(a101 + - -+ + ax0k + ag1Ug+1 + - - - + Gply)
= a1 L(v1) + - - 4 ap L(0g) + app1 L(Upy1) + - - + anL(ty)
=0+ 4+ 0+ app1 L(tk4r) + -+ + anL(tn),
silla L(01), ..., L(vg) € Ker L. Siten jokainen avaruuden U alkio voidaan kirjoittaa
vektoreiden L(tgy1), ..., L(u,) lincaarikombinaationa eli

U = span(L(tgy1), ... L(ty))-
Osoitetaan sitten, ettd jono (L(@k+1),...L(4y,)) on vapaa. Oletetaan, ettd
Crp1 L(Upg1) + -+ + enL(tn) =0
joillakin cg41,...,cn € R. Nyt
L(cpy1tigr + -+ + cnliy) = 0,

joten cgiq1tgs1 + -+ + cpty, € Ker L. Niin ollen vektori cxqitgs1 + -+ + cpiip
voidaan kirjoittaa aliavaruuden Ker L kannan alkioiden lineaarikombinaationa. On
siis olemassa luvut by, ..., b; € R, joille péitee

Chp1Uk1 + -+ + Cplly = b1V + - - + by Uy
Tésta saadaan yhtalo
—biv7 — - — b + Chy1Uk41 + -+ Crupy = 0.

Jono (01, ..., 0k, k1, ... Uy) on kuitenkin vektoriavaruuden V' kanta, joten se on
vapaa. Kaikkien lineaarikombinaation kertoimien pitéa siis olla nollia:

b1 =0,...,b,=0,c441=0,...,¢c, =0.

Néin ollen tiedetddn, ettd cx41 =0, ..., ¢, = 0, mista seuraa, ettéd alunperin tutkit-
tu jono (L(Ug41),...L(uy)) on vapaa. Siten (L(@g+1),...L(4y,)) on aliavaruuden
Im L kanta.

Nyt dim(Im L) = n — k, dim(Ker L) = k ja dimV = n. Téastd seuraa, ettd
dim(V) = dim(Ker L) + dim(Im L), joten viite on todistettu. O

Esimerkki 21.3. Tarkastellaan esimerkin 18.11 projektiokuvausta P: R? — R2,
L(z1,22) = (x1,0). Esimerkissd 19.2 osoitettiin, ettd ker P = span((1,0)), ja esi-
merkissd 19.9 néytettiin, ettd Im P = span((1,0)). Nyt ndhddéan, ettd

dim(R?) = 2 = 1 + 1 = dim(ker P) + dim(Im P)

aivan kuten Dimensiolauseen mukaan kuuluukin olla.
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Jos 18ht6- ja maaliavaruuden dimensiot ovat samat (ja aérelliset), ovat kaikki
injektiot surjektioita ja surjektiot injektioita.

Lause 21.4. Oletetaan, ettdc V ja U ovat ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia ja
dim(V) = dim(U). Olkoon L: V — U lineaarikuvaus. Tdlloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavia:

a) L on injektio
b) L on surjektio.
Huomaa, ettd lauseessa oletetaan, ettd lineaarikuvauksen 1ahto- ja maaliava-

ruudella on sama dimensio. Jos tdmé ehto ei ole voimassa, ei lauseen tuloskaan
valttamatta pade.

Todistus. On osoitettava, ettd viite a) pétee, jos ja vain jos véite b) pétee. Perus-
tana on Dimensiolause 21.2, jonka mukaan dim (V') = dim(Ker L) + dim(Im L).

"a) = b)”: Oletetaan, ettd L on injektio. Nyt lauseen 19.6 nojalla Ker L = {0},
joten dim(Ker L) = 0. Tésté seuraa, ettd

dim(Im L) = dim(V) — dim(Ker L) = dim(V') = dim(U),

koska oletimme, ettd avaruuksien V ja U dimensiot ovat samat. Nyt tiedetéén,
ettd kuva Im L on vektoriavaruuden U aliavaruus, jolla on sama dimensio kuin
avaruudella U. Lauseen 17.15 perusteella Im L = U. Siten L on surjektio.

"b) = ¢)” Oletetaan sitten, ettd L on surjektio. Nyt Im L = U, joten pétee
dim(Im L) = dim(U) = dim(V). Tésta seuraa, etta

dim(Ker L) = dim(V) — dim(Im L) = 0.
Siten Ker L = {0}, ja L on injektio. O

Jos aérellisulotteiset vektoriavaruudet ovat isomorfiset, niiden dimensiot ovat
samat. My0s kdédnteinen viite pétee. Jos vektoriavaruuksien dimensiot ovat sa-
mat, ne ovat isomorfiset. Arellisulotteisen vektoriavaruuden dimensio riittéé siis
kertomaan vektoriavaruudesta kaiken oleellisen.

Lause 21.5. Oletetaan, ettd'V ja W ovat ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia. Vek-
toriavaruudet V' ja W ovat isomorfiset, jos ja vain jos dim(V') = dim(W).

Todistus. "=": Oletetaan, ettd V ja W ovat isomorfiset. T&ll6in on olemassa bi-
jektiivinen lineaarikuvaus L: V — W. Koska L on injektio, niin Ker L = {0}.
Dimensiolauseen 21.2 nojalla péatee

dim(Im L) = dim(V) — dim(Ker L) = dim(V) — 0 = dim(V).
Toisaalta L on myo6s surjektio, joten Im L = W. Siis
dim(V) = dim(Im L) = dim(W).

123



7<": Oletetaan, ettd dim(V) = dim(W) = n. Vektoriavaruuksien vélinen iso-
morfismi saadaan kuvaamalla avaruuden V' kantavektorit avaruuden W kantavek-
toreille. Olkoon siis (1, ..., 0,) vektoriavaruuden V kanta ja (wq,...,w,) vekto-
riavaruuden W kanta. Olkoon L: V — W se lineaarikuvaus, jolle patee
L(v1) = w1, L(vg) = wa, ..., L(vy) = Wy,

Lauseen 21.1 mukaan téllaisia lineaarikuvauksia on tésmélleen yksi. Osoitetaan,
ettd L on bijektio.

Niytetddn ensin, ettid L on injektio osoittamalla, ettdi Ker L = {0}. Oletetaan,
ettd v € Ker L. Téllsin L(v) = 0. Kirjoitetaan © kantavektorien lineaarikombinaa-
tiona: v = a1v1 + - - - + a, U, joillakin a4, ..., a, € R. Nyt saadaan

0=L({®) = L(a10y + -+ + any) = a1 L(v1) + - -+ + an L(y)
= a1wWy + -+ + AWy
Jono (wy, ..., w,) on kanta ja siten vapaa, joten téstd yhtalosta seuraa, etta
a1 =0,a2 =0,...,a, =0.
Siis
v=a101 + -+ apty, =001 + -+ - + 00, = 0.

Nain on osoitettu, ettd ytimessd ei ole muita vektoreita kuin nollavektori, eli
Ker L = {0}. Siis L on injektio.

Osoitetaan sitten surjektiivisuus. Oletuksen mukaan dim (V') = dim(W). Koska

lineaarikuvaus L: V' — W on injektio, se on lauseen 21.4 mukaan myds surjektio.
Siis L on bijektiivinen lineaarikuvaus eli isomorfismi. Néin ollen V = W. O

21.1 Lineaarikuvauksen matriisi

Téssa luvussa osoitamme, etté jokainen lineaarikuvaus avaruudelta R" avaruudelle
R"™ on jonkin matriisin maaradma lineaarikuvaus. Tutkitaan kuitenkin sitd ennen,
miten matriisien madrdamat lineaarikuvaukset kayttaytyvat.

Esimerkki 21.6. Tarkastellaan matriisin

1 2 0
A_[o -1 —3]

miiraimii lineaarikuvausta La: R3 — R2?, La(Z) = AZ. Avaruuden R? vektorin
(21,22, x3) kuva tassd kuvauksessa on

12 0] |7 _ [lar+ 220+ Oxy
0 -1 -3 2l 7 |02y — 1og — 323

- Lo+ 2]+ ]
] [2] Y.
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Vektorin (x1, xe,x3) kuva kuvauksessa L4 on siis matriisin A sarakkeiden lineaa-
rikombinaatio, jossa kertoimina ovat vektorin komponentit.
Nidhdaan, ettd kantavektorin e = (1,0,0) kuva on

o o[BS =l)

Samalla tavalla kantavektorin ez = (0,1, 0) kuvaksi saadaan (2, —1) ja kantavek-
torin ez = (0,0,1) kuvaksi (0, —3). Luonnollisen kannan vektorien kuvat ovat siis
matriisin A sarakkeet.

Lauseessa 18.8 osoitettiin, ettd matriisista saadaan aina lineaarikuvaus. Nyt
osoitamme, ettéd jokainen lineaarikuvaus R™ — R™ on matriisin maaraama. Line-
aarikuvaukset R™ — R™ ja m x n-matriisit siis vastaavat toisiaan.

Lause 21.7. Oletetaan, ettd T': R™ — R™ on lineaarikuvaus. Tdlloin on olemassa
tasmdlleen yksi matriisi A € R™*", jolla T'(v) = Av kaikilla v € R™.

Todistus. Aloitetaan tutkimalla, mita tapahtuu, kun matriisilla kerrotaan vektoria.
Samaan tapaan kuin esimerkissd 21.6 ndhdéan, etta

ail aiz2 - Qi U1 a1v1 + a12v2 + - - + a1pp
a1 G2 - Ggp () 2101 + G202 + - - - + A2pUp
Gm1 Am2 - Amp Un | Om1V1 + Gm2v2 + -+ + GmpUn
v1a11 V2012 UnG1n
V1021 V2022 Una2n
— 4 + ..
| V1am1 V2am2 UnQmn
ail a12 Q1n
a1 a92 a2n
=v1 | . | +va| . |+t
am1 Am?2 Amn

Tulo on siis matriisin sarakkeiden lineaarikombinaatio, jossa kertoimina ovat vek-
torin komponentit.

Muodostetaan etsitty matriisi A seuraavasti: Katsotaan, miten avaruuden R"
luonnollisen kannan (éy,és, ..., é,) vektorit kuvautuvat lineaarikuvauksessa T eli
méaéritetddn T'(ey), T(€2),...,T(€,). Asetetaan vektorit T'(e1), T'(e2),...,T(én)
matriisin A sarakkeiksi téssé jarjestyksessd. Voidaan merkité lyhyesti

A=[T(e1) T(ea) ... T(&n)].

Huomaa, ettd matriisin jokaisessa sarakkeessa on m alkiota ja sarakkeita on n
kappaletta, joten A todella on m x n-matriisi.
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Osoitetaan, ettd matriisin A méirdama lineaarikuvaus L 4: R™ — R" on sama
kuvaus kuin T. Koska kantavektorien kuvavektorit maaraédvat lineaarikuvauksen
(lause 21.1), riittda osoittaa, ettd kantavektorit €, és, ..., €, kuvautuvat samalla
tavalla kuvauksissa L4 ja T

Maéaritetdan luonnollisen kannan vektorien kuvat samaan tapaan kuin esimer-
kissé 21.6. Edella osoitettiin, ettd vektorin kuva lineaarikuvauksessa L 4 on matrii-
sin A sarakkeiden lineaarikombinaatio, jossa kertoimina ovat vektorin komponen-
tit. Tastéd seuraa, ettd luonnollisen kannan vektorien €y, ..., e, kuvavektorit ovat
matriisin A sarakkeet. Esimerkiksi

ail ai2 A1n aii

- - as a azn a1
La(ey)=Ae; =1 . | +0| . | +---+0]| . | =

am1 am2 Amn, am1

Matriisin A sarakkeet taas valittiin niin, ettd ne ovat kantavektorien kuvavektorit
kuvauksessa 1. Siten L(€;) = T'(€;) kaikilla ¢ € {1,...,n}. Lineaarikuvaukset L4
ja T ovat siten lauseen 21.1 nojalla sama kuvaus, eli T'(v) = Av kaikilla v € R™.
Osoitetaan vield, ettd ehdon toteuttavia matriiseja ei ole enempéd kuin yk-
si. Oletetaan, ettd sekd matriisin A ettd matriisin B maardama kuvaus on T eli
Lao=1T jaLg=T. Edella nahtiin, ettd matriisin maardamassa kuvauksessa luon-
nollisen kannan vektorien kuvavektorit ovat matriisin sarakkeet. Koska kuvaukset
L4 ja Lp ovat samat, on luonnollisen kannan vektoreilla néissad kuvauksissa samat
kuvavektorit. Siten matriisien A ja B sarakkeet ovat samat, eli kyseessid on sama
matriisi. Nain ollen on olemassa vain yksi matriisi, jonka maarama lineaarikuvaus
onT. O

Maaritelma 21.8. Oletetaan, ettd T: R™ — R™ on lineaarikuvaus. Edellisessé
lauseessa méaariteltyd matriisia

A=[T(e1) T(ea) ... T(en)]
kutsutaan lineaarikuvauksen T (standardi)matriisiksi.

Jos A on lineaarikuvauksen 7': R™ — R™ matriisi, niin 7'(v) = Av kaikilla
v e R"™

Esimerkki 21.9. Maaritetdan esimerkin 18.4 lineaarikuvauksen
L: R’ = R?  L(x1,22,33) = (Tzg, 21 — 33)

matriisi lauseen 21.7 avulla. Tata varten tarvitaan luonnollisen kannan vektorien
kuvavektorit kuvauksessa L:

L(1,0,0) = (0,1), L(0,1,0) = (7,0), L(0,0,1) = (0,-3).
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Nyt kuvauksen L matriisi saadaan asettamalla ndmé kuvavektorit matriisin sarak-
keiksi. Siten matriisi on

07 0

[1 0 3} ’

Lopuksi voi vield halutessaan tarkistaa, ettd matriisilla kertominen tosiaankin
tuottaa lineaarikuvauksen arvot. Oletetaan, ettd (z1, 2o, x3) € R Nyt

07 0] [t _[ 7a
1 0 =372~ |z; — 33|’

3

ja nahd&én, ettd tuloksena on vektorin (zy, z2) kuva kuten pitikin.

Vaihtoehtoisesti kuvauksen matriisin voi etsid samalla tavalla kuin esimerkissa
18.10.

Esimerkki 21.10. Esimerkissd 18.9 naytetiin, miten joitakin lineaarikuvauksia
voidaan ajatella venytyksiné, peilauksina tai kiertoina. Nyt kun tiedetédén, kuinka
lineaarikuvauksen matriisi muodostetaan, on geometrisen tulkinnan avulla helppo
johtaa téallaisen lineaarikuvauksen matriisi.

Tutkitaan vaikkapa, millainen matriisi on lineaarikuvauksella L, joka peilaa
tason vektorit suoran span((—l, 1)) suhteen. (Jos ollaan tarkkoja, pitdisi ensin
osoittaa, ettd kyseinen kuvaus todellakin on lineaarikuvaus. Se jatetadn talla ker-
taa véliin.) Matriisin sarakkeiksi tulevat luonnollisen kannan vektorien kuvavekto-
rit. Nahdddn, ettd kantavektori (1,0) kuvautuu vektorille (0, —1) ja kantavektori
(0,1) kuvautuu vektorille (—1,0). Namé& vektorit ovat kuvauksen L matriisin B

sarakkeet:
0 -1
s 00

Nyt siis L(v) = B9 kaikilla v € R2.

Kuva 21.13: Kantavektorien é; ja o kuvautuminen lineaarikuvauksessa L.
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1 T L(@) = (cos g, sing)

¢ cos ¢

Kuva 21.15: Kantavektorin é; kuvautuminen kiertokuvauksessa.

Esimerkki 21.11. Tarkastellaan lineaarikuvausta, joka kiertdé tason vektoreita
¢ astetta vastapaivaan. (Jatdmme jélleen todistamatta, ettd kuvaus on todellakin
lineaarikuvaus.) Lineaarikuvauksen matriisia varten tarvitsemme luonnollisen kan-
nan vektorien kuvavektorit. Kuvista 21.14 ja 21.15 nikyy, ettd vektorin (1,0) kuva
on (cos ¢,sin¢) ja vektorin (0,1) kuva on (—sin ¢, cos¢). Siten kiertokuvauksen

matriisi on
[cos ¢ —sin qb]

sing cos¢
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