23.3 Kohtisuora projektio

Avaruudessa R™ vektorin © projektio vektorin w virittdmaélle alivaruudelle méaéari-
teltiin kaavalla

roj-(v) = w.
Projy(0) = ———

Ryhdymme nyt yleistdmééan projektion kasitettd. Uudessa maaritelméssa aliava-
ruus, jolle projisoidaan, voi olla useamman kuin yhden vektorin virittama. Liséksi
sisdtuloavaruuden ei tarvitse olla avaruus R™ pistetulolla varustettuna, vaan voi-
daan kasitelld mita tahansa sisdtuloavaruutta.

Ennen kuin voimme antaa projektion yleisen méaritelmén, on kasiteltava orto-
gonaalisia jonoja. Sisdtuloavaruuden V jono (o1, ¥, ..., 0) on ortogonaalinen, jos
seuraavat ehdot pétevit:

a) <@i7@j> =0, kun 4 7517
b) ©v; # 0 kaikilla ¢ € {1,2,...,k}.
Toisin sanoen vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eikd mikéan vektoreista

ole nollavektori. Sisatuloavaruuden V' jono (01,3, ..., 0k) on ortonormaali, jos se
on ortogonaalinen ja liséksi

|oill =1 kaikilla i € {1,2,...,k}.
Toisin sanoen vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja niiden normi on yksi.

Maaritelma 23.18. Oletetaan, ettd W on sisdtuloavaruuden V' aliavaruus, jolla
on ortogonaalinen kanta (wy,...,wy). Vektorin v € V' kohtisuora projektio aliava-
ruudelle W on

<27,7D1> — <17,’LT)2> — <T)7wk> o

prOJW(v) = <w17w1>w1 + <w2,w2>w2 + -+ <?Dk,u7k>

projW(T})//

’

Kuva 23.28: Vektorin v kohtisuora projektio aliavaruudelle W = span(wy, w2).
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Usein kohtisuoraa projektiota kutsutaan lyhyesti vain projektioksi. Jos aliava-
ruus W on vain yhden vektorin virittdmé eli W = span(w) jollakin w € V', voidaan
kirjoittaa projy, (v) = proj;(v). Tatd merkintdéd kdyttden

projyy () = projg, (V) + projg, (v) + - -+ + projy, (v).
Esimerkki 23.19. Merkitédén wy = (1,1,0) ja we = (—1,1, 1). Tarkastellaan ava-
ruuden R? aliavaruutta W = span(w1,ws), joka on vektoreiden w; ja ws virit-
tdmé, origon kautta kulkeva taso. Sisdtulona on tavallinen pistetulo. Havaitaan,
ettd w; Jf we, joten jono (wp,ws) on vapaa. Siten se on virittdménsa aliavaruden
W = span(wy,w2) kanta. Liséksi w; - wg = —1 + 1 = 0, joten kanta (wy,ws) on
ortogonaalinen.
Nyt voidaan méaarittaa vektorin v = (3, —1,2) projektio aliavaruudelle W:

. — <@,1I11> _ <1777I}2> —
o v) =
p JW() <U_]1,’U_)1> <1I)2,1T)2>
Vw1 _ v-wy _
= = — W1 — — W2
07 - Wy Wy - Wy
3—1+4+0 _ +—3—1+2_
frd w w
1+1+0 " 14141 °
2
:w1—§w2
1
— ~(5,1,—-2).
3 )

Kohtisuoran projektion méaritelméssa on kiytettava avaruuden W ortogonaa-
lista kantaa. Jos projektion kaavassa kiyttda kantaa, joka ei ole ortogonaalinen, ei
tulos ole toivottu. Luvussa 23.4 tulemme osoittamaan etta jokaiselle dérellisulottei-
selle avaruudelle 16ytyy ortogonaalinen kanta. Lisdksi osoitamme lauseessa 23.24,
ettd valitulla kannalla ei ole vaikutusta siihen, miké projektiovektori on. Oleellista
on vain, ettd kanta on ortogonaalinen.

Esimerkki 23.20. Tarkastellaan vektorin v = (3,2, 1) projektiota aliavaruudelle
W = span(él, ég), missd e; = (1,0,0) ja es = (0,1,0). Jos aliavaruus W piirrettai-
siin tavalliseen tapaan koordinaatistoon, se olisi origon kautta kulkeva vaakataso
(eli xy-taso). Koska jono (€1, €2) on vapaa, se on aliavaruuden W kanta, ja lisaksi
vektorit €; ja ey ovat ortogonaaliset. Projektion mééritelmédn mukaan projy, (v)
mééritetdén laskemalla vektorin o projektiot vektoreiden (1,0,0) ja (0,1,0) virit-
tamille aliavaruuksille:

. (ver) _ (v,€2) _  v-e1 _ vV-ey _
prow ) = e e e G
3

2
= —e; + Iég = 3e1 +2é2 = (3,2,0).

_

Voidaan ajatella, ettd vektorin projektio tasolle on varjo, jonka projektio heit-
tdd, kun aurinko paistaa kohtisuoraan tasoa vastaan. Nahdain, ettd tdmén esi-
merkin tapauksessa néin todellakin on. Projisoitaessa vektorista katoaa kolmas
komponentti.
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Tutkitaan sitten, mité tapahtuu, jos aliavaruudelle valitaan kanta, joka ei ole-
kaan ortogonaalinen. Aliavaruudella W on myo6s kanta (1, 42), missd 41 = (1, 1,0)
ja uz = (0,1,0), eikd tdmé& kanta ole ortogonaalinen. Nyt vektorin v = (3,2, 1) pro-
jektio vektorin u; virittdmalle aliavaruudelle on

. o _
prOJﬂl(v) = §u1

ja vektorin o virittdmaélle aliavaruudelle puolestaan
projg, (v) = Iﬂg = 2uy.
Néiden projektiovektoreiden summa on (5/2,9/2,0), joten tulos on aivan erilainen
kuin edellisissé laskuissa. Se ei vastaa késitystamme siitd, miltd projektion pitéisi
nédyttad. Tama johtui siitd, ettei kiytetty kanta ollut ortogonaalinen.
Edella mainittiin, ettd vektorin v projektio tasolle W on varjo, jonka projektio

heittdd, kun aurinko paistaa kohtisuoraan tasoa vastaan. Matemaattisesti tdméa
tarkoittaa sitd, etté vektorit © ja v — projy, (0) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Maaritelma 23.21. Oletetaan, ettd W on sisédtuloavaruuden V dérellisulotteinen
aliavaruus, jolla on ortogonaalinen kanta. Vektorin v € V' kohtisuora komponentti
aliavaruutta W vastaan on
(v,e1) _
(€1,€1)

Merkinté perp tulee englannin kielen sanasta "perpendicular”, joka tarkoittaa
kohtisuoraa.

perpy (v) = v — projy, (v) =

projy (7)<

/

Kuva 23.29: Vektorin v kohtisuora kohtisuora komponentti aliavaruutta W vastaan.

Esimerkki 23.22. Esimerkissd 23.19 néhtiin, ettd vektorin v = (3, —1,2) kohti-
suora projektio vektorien w; = (1,1,0) ja we = (—1,1,1) virittdmaélle aliavaruu-
delle W on %(5, 1, —2). Vektorin v kohtisuora komponentti aliavaruutta W vastaan
on siten

_ _ . 1 1
perpW(U) =v—= pI'OJw(’U) = (3) _17 2) - 5(57 17 _2) = 5(47 _474)‘
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Vektorin v kohtisuora komponentti perpy; () on kohtisuorassa aliavaruutta W
vastaan. Se kuuluu siis kohtisuoraan komplementtiin W+,

Lause 23.23. Oletetaan, ettd W on sisdtuloavaruuden V' ddrellisulotteinen ali-
avaruus ja v € V. Téllgin perpy, (v) € W.

Todistus. Olkoon (wy,...,wy) aliavaruuden W ortogonaalinen kanta. Nyt siis
(w;, wj> =0,kun ¢ # j.

Lauseen 23.15 nojalla riittdé osoittaa, etta (perpy, (v), w;) = 0 kaikillad € {1,...,n}.
Oletetaan, ettd ¢ € {1,...,n}. Télléin

(perpy (v),w;) = (0 — projy, (v), w;)
= (l_)vu_)i> - <pr0jW(7_})awi>
— (. W) — <1_)7u_)1> o <'ank> D W
= (o) <<w1,w1> T fa g >
— (o,3) - (M@I,w» fet ka,w»)
= (U, w;) — Mww)
= <177U77;> - <T}7wi> = 07

silla (w;, w;) = 0, kun i # j.

Vektori perpyy (0) on siis kohtisuorassa kaikkia kantavektoreita vastaan. Tasta
seuraa, ettd perpy, () € W+, Huomaa, etté todistuksessa kiytettiin hyviksi sité,
ettd aliavaruudella W on ortogonaalinen kanta. O

Lause 23.24. Oletetaan, ettdc W on sisdtuloavaruuden V' ddrellisulotteinen aliava-
ruus ja v € V. Télldin on olemassa tismdlleen yhdet vektorit w € W ja w+ € W,
joille pdtee
o=+ ot
Osoittautuu, ettd lauseessa mainitut vektorit ovat projy, (v) ja perpy (0).

Todistus. Valitaan w = projy, () ja w' = perpy (0) = ¥ — projy, (). Projektion
méiritelmistd nahddin, ettd w € W, ja lauseen 23.23 nojalla w™ € W, Lisiksi
U =w+w.

Osoitetaan vield, ettd mitkddn muut vektorit eivdt toteuta annettuja ehtoja.
Oletetaan, ettid w,a € W, w,at € W' ovat ehdot toteuttavia vektoreita. Nyt
siis o = w + w' = @ + u-. Tésté seuraa, ettd

w—a=1u"— o'
Toisaalta W ja W ovat aliavaruuksia, joten w — @ € W ja a+ — w+ € W,
Kuitenkin lauseen 23.17 nojalla W N W+ = {0}, joten @w — @ = 0 ja w* — a+ = 0.
Tisté seuraa, etté w = 4 ja W = @ Siten ehdot toteuttavia vektoreita on vain
yvhdet. O
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Kuva 23.30: Vektori v voidaan kirjoittaa summana vektoreista, jotka ovat aliava-
ruuksien W ja W+ alkioita.

Todistetaan vield lopuksi projektion avulla muutama hyodyllinen sisdtuloon ja
normiin liittyva tulos. Esimerkiksi Schwarzin epayhtaloa kiytettiin jo luvussa 12.

Lause 23.25 (Schwarzin epayhtélo). Olkoon V' sisatuloavaruus. Oletetaan, ettd
v,w e V. Talloin

(o, @) < [[o]l]|]-
Todistus. Oletetaan ensin, ettd w = 0. Nyt (v,w) = 0 ja ||w|| = 0, joten viite

patee.

Oletetaan sitten, ettid @ # 0. Nyt
0 < ||5 — proj, (v)[*

= (0 = proj, (v), v — proj,(v))

<waw> <u_),u_)>
ey ey, (D) (Bw)
= (v, ) (%, ) (v,w) (0.3) (w,v) <w’w>2<w,w>
_ (v,w)? (v, w)?
= [|o]® — 2 + -
Jol*> — Jlwl?
= e -
[w]?
Tasta seuraa, ettd
(v,w)* < |[o]*|l@]*.
Nyt voidaan piitell, etti | (5, @)| = /(@ 0)7 < /oPTal? = [#llj@l. O

Lause 23.26 (Kolmioepéyhtild). Olkoon V' sisdtuloavaruus. Tdlloin
[0+ wl| < [|of| + flw]|

kaikilla v,w € V.
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Todistus. Ensinnakin huomataan, etta

Nyt voidaan kdyttdd Schwarzin epayhtaloa:

19112 + 21w, )| + [lw]|* < [|o]* + 2]zl @] + @]
= (lll + [l@l)*.

Niin saadaan ||o + @||?> < (||9| + ||@]])?. Koska normit ovat positiivisia, tésti
voidaan paételld, etta
[0+ @] <|o]] + [|o].-

23.4 Ortogonaaliset ja ortonormaalit kannat

Luvussa 12.4 tutkittiin avaruuden R” ortogonaalisia ja ortonormaaleja kantoja.

Monissa tilanteissa nama kannat ovat kidtevampiad kuin muut kannat. Nyt yleis-

tdmme tulokset sisdtuloavaruuksille seké esittelemme joitakin uusia tuloksia.
Ensinnakin ortogonaaliset jonot ovat vapaita.

Lause 23.27. Oletetaan, ettd (vy,02,...,0;) on sisdtuloavaruuden V' ortogonaa-
linen jono. Tdlldin (v1,0s,...,0k) on vapaa.

Todistus. Olkoot c1,...,cr € R sellaisia, etta

v + -+ ety = 0.

Oletetaan, ettda i € {1,...,k}. Nyt

<,Di7 61171 + -+ ck@k> = <,Dlv 0>
Yhtélon vasen puoli saadaan muotoon

c1(0;, U1) + - - - + {04, ) = ¢i (04, V),
silld jono (v1,%s,...,7) on ortogonaalinen. Toisaalta (;,0) = 0 lemman 23.5
nojalla. Siis ¢;(v;,v;) = 0.
Koska ortogonaalisessa jonossa ei méaritelmén mukaan ole nollavektoreita, ei
v; ole nollavektori. Néin ollen (7;,7;) # 0, mistd seuraa, ettd ¢; = 0. Siten ¢; = 0
kaikilla ¢ € {1,...,k}, ja jono (01,02, ...,0)) on vapaa. O

Ortonormaalin kannan suhteen vektorin koordinaatit on helppo méaarittaa.
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Lause 23.28. Oletetaan, etti B = (uy,...,u,) on sisatuloavaruvuden V ortonor-
maali kanta. Olkoon v € V. Tdlldin

v = (0,u1)uy + (0, U2)Ug + + -+ + (U, Up ) Un.
Toisin sanoen vektorin v koordinaatit kannan B suhteen saadaan sisatulon avulla.

Todistus. Lauseen todistus on samanlainen kuin lauseen 12.22 todistus. O

Ortonormaalin kannan etsiminen

Kohta esiteltdvin Gramin—Schmidtin menetelmén avulla kannasta voidaan muo-
kata ortogonaalinen ja edelleen ortonormaali. Luvussa 12.4 néaytettiin, kuinka pro-
jektion (tai oikeammin kohtisuoran komplementin) avulla voidaan kahden vektorin
muodostamasta kannasta muokata ortogonaalinen (ks. kuva 23.31). Nyt yleistam-

me tdman menetelmén mille tahansa darelliselle kannalle.

A A

Kuva 23.31: Ortogonaalisen kannan etsiminen kahden kantavektorin tapauksessa.

Esimerkki 23.29. Vektorit v; = (1,1,0), v2 = (=2,0,1) ja v3 = (0,1,1) muo-
dostavat avaruuden R? kannan. (Tdmén osoittamiseksi riittds ndyttid, ettd vek-
torit ovat lineaarisesti riippumattomia. Se jatetaan lukijalle.) Ryhdytddn muo-
dostamaan néistd kolmesta vektorista kantaa (01,02, 03), joka on ortogonaalinen
tavallisen pistetulon suhteen.

Uuden kannan ensimmaiseksi vektoriksi voidaan ottaa mika tahansa vektoreista
w1, We, wy. Valitaan wy = v1. Toiseksi vektoriksi valitaan vektorin o5 kohtisuora
komponentti aliavaruutta span(w,;) vastaan:

U2 - Wy

W = perpspan(wl)(ﬁz) = U2 — projspan(ﬂ)l)(@Q) =2~

o ‘wlwl =(-1,1,1).
Nyt vektorit w; ja we ovat lemman 23.23 nojalla kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Lauseen 23.27 perusteella jono (01, 72) on vapaa, joten se muodostaa aliavaruuden
span(wy,w2) ortogonaalisen kannan (ks. lause 17.14).

Kolmanneksi vektoriksi valitaan vektorin o3 kohtisuora komponentti aliava-
ruutta span(ws, wy) vastaan:
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w3 = perpspan(w1,w2)(v3)

= U3 — projspan(wl,mg)(@?))

_ Vg Wy _ Vg - Wa _
=V3 — ——W1 — ——=
w1 - w1 w9 - Wy
1
:6(1’_1’2)'

Huomaa, ettéd projektion laskemiseen tarvitaan tietoa siité, ettd (wi, wy) on aliava-
ruuden span(wy, we) ortogonaalinen kanta. Vektori ws on kohtisuorassa vektoreita
w1 ja wy vastaan lemman 23.23 perusteella. Siten jono (wy, ws, w3) on ortogonaa-
linen.

Lauseen 23.27 nojalla jono (w1, ws,ws) on vapaa. Koska avaruuden R? dimen-
sio on kolme, on jono (wy, wsy, w3) avaruuden kanta. Néin saatiin siis aikaan orto-
gonaalinen kanta.

Lause 23.30 (Gramin—Schmidtin menetelma). Oletetaan, etti B = (v1,...,0p)
on sisdtuloavaruuden V' kanta. Talldin avaruudella V' on ortogonaalinen kanta
(w1, ...,wy), joka saadaan seuraavasti:

w] = V1
Wy = perpspan(’du)(@Q)

w3 = perpspan(ﬁ)l,ﬂ)g)(l_}?b)

Wy, = PeIDspan (w1 ,...,0n 1) (T)n) .

Tdsta ortogonaalisesta kannasta saadaan ortonormaali kanta (w1, ..., w,) asetta-
malla
_ 1 _
U; = 77— W;
Al

kaikilla i € {1,2,...,n}.

Jos kantavektorit kirjoitetaan auki, ndhdéan, etta

w1 = U1
By = 5y — 20
2T (wy,w)

B = T3 — (U3, w1) By — (U3, wa) g
(w1, w1) Wa, W2

N (v2,W2) _ (U, Wp—1)

Wp =02 — 77— —Wn-1— 7= —Wn-1—""— 7= - [ Wp-1W1.
wl,w1> (w2, 2) <wn—17wn—1>



Todistus. Aloitetaan osoittamalla, etté jono (wy, ..., w,) on ortogonaalinen. Koska
wy on vektorin vy kohtisuora komponentti aliavaruutta span(w; ) vastaan, vektorit
w1 ja we ovat ortogonaaliset lemman 23.23 nojalla. Samalla tavalla ws on vektorin
v3 kohtisuora komponentti aliavaruutta span(ws, ws) vastaan, joten vektorit ws ja
wo seké w3 ja wi ovat ortogonaaliset. Jatkaen samaan tapaan ndhdaén, etté kaikki
vektorit wq, ..., w, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

On viela osoitettava, ettd mikddn vektoreista ei ole nollavektori. Oletetaan vas-
toin viitettd, ettd w; = 0 jollakin i € {1,...,n}. Nyt

v = w; + projspan(u’)l,.,.,wifl)(T)i) = projspan(u’)l,...,wi,l)(T}i) € Span(@h SR 62'—1)‘

Lauseen 16.5 perusteella téstd seuraa, ettd jono (v1,...,7;) on sidottu. TAmé on
ristiriita, silla (v1,...,7,) on kanta ja siksi vapaa, eikd vapaan jonon osajono voi
olla sidottu (ks. lause 16.7). Siten vastaoletus on véird. Niin ollen w; # 0 kaikilla
i€ {l,...,n}. Siis jono (w1,...,w,) on ortogonaalinen.

Lauseen 23.27 nojalla jono (wq,...,w,) on vapaa ja liséksi sen pituus on sama
kuin avaruuden V dimensio. Lauseen 17.14 nojalla se on avaruuden V kanta.

Skalaarilla kertominen ei vaikuta vektorien ortogonaalisuuteen, joten myGs jono
(d1,...,1u,) on ortogonaalinen. Liséksi sen jokaisen vektorin normi on yksi, joten
jono on ortonormaali. O

Lauseesta seuraa, etté jokaisella déarellisulotteisella vektoriavaruudella on orto-
gonaalinen kanta.

Esimerkki 23.31. Etsitééin avaruudelle R3 ortogonaalinen kanta, jonka yksi vek-
torion wy = (1,2, 3). Valitaan aluksi vaikkapa vy = (0,1, 0) ja v = (0,0, 1). T&ll6in
jono (w1, v2,v3) avaruuden R3 kanta. Tamin osoittamiseen riittéi lauseen 17.14
perusteella ndyttii, ettd jono on vapaa tai ettd se virittéd avaruuden R3. TAma
jatetadn lukijalle.
Ortogonalisoidaan kanta (wq, 02, v3). Valitaan toiseksi kantavektoriksi
- U9 - W1 2

w1 - wl’wl = V2 — ﬂwl = (—1/7, 5/7,—3/7).

Téssd vaiheessa vektoria @), kannattaa vield kertoa skalaarilla 7, jotta pAdstdén
eroon ikdvistd murtoluvuista. Valitaankin kantavektoriksi siis

we = Twh = (—1,5,-3).

Kolmas kantavektorikandidaatti on

o Ug - wy _ Ug - Wy _
W3 = V3 — — — W1 — — —
w1 - W1 w9 *+ Wy
— - Smy — 2y = (-3/10, 0, 1/10)
— U3 14 1 35 2 — s Yy

Vaihdetaan vield tdméankin vektorin tilalle siistimpi skalaarimonikerta

w3 = 10ws = (—3,0,1).
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T&llsin (w1, w9, ws) on avaruuden R? ortogonaalinen kanta.

Tassa esimerkissé ikdvat kantavektorit merkittiin kaukonéakdisesti pilkulla, jotta
haluttuja kantavektoreita voitiin merkitd symbolilla w. Kéytannossa ei tietenkaan
voi etukéteen tietdd, onko vektoriin tulossa murtolukuja vai ei, joten pilkkuja voi
halutessaan lisdtd vektoreiden nimiin jalkikateen.

Lause 23.32. Oletetaan, ettd V' on darellisulotteinen sisdtuloavaruus ja W sen
aliavaruus. Tdlloin
dim(W) 4 dim(W=) = dim(V).

Todistus. Oletetaan, ettd (wq,...,wy) on aliavaruuden W ortogonaalinen kanta
ja ettd (71,...,7;) on aliavaruuden W+ ortogonaalinen kanta. Téllaiset kannat
ovat olemassa lauseen 23.30 nojalla. Osoitetaan, ettd (wi,...,wg,01,...,7;) on
avaruuden V' kanta, mika todistaa véitteen.

Havaitaan, etté (w;, v;) = Okaikilla¢ € {1,...,k}jaj e {1,...,l},sillaw;, € W
jav; € W, Liséiksi kummassakin jonossa jonon vekorit ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Néin jono (wy, ..., Wy, 01, ...,7;) on ortogonaalinen ja siten vapaa lauseen
23.27 nojalla.

Oletetaan, ettd @ € V. Lauseen 23.24 mukaan on olemassa yksi sellainen vek-
tori w € W ja yksi sellainen vektori wt € W, ettd @ = w + w*. Vektori
w € W voidaan kirjoittaa kantavektorien (wg,...,wy) lineaarikombinaationa ja
vektori wh € W+ kantavektorien (o1, ...,7;) lineaarikombinaationa, joten vektori
@ voidaan kirjoittaa jonon (ws, ..., Wy, V1, ..., U;) vektorien lineaarikombinaationa.
Siis span(wy, . . ., Wk, U1, ...,0;) = V.

On néytetty, ettd (wy,...,wg, v1,...,7;) on avaruuden V kanta. Siis

dim(V) = k 4+ 1 = dim(W) + dim(W).
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