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Avaruuden R" vektorien laskusaannot

Oletetaan, ettd v, w, 7 € R" ja a, c € R. Tallgin

(@ v+w=w+Vv

(b) (d+Vv)+w=a+(V+w)
(c) v+0=7w

(d) v+(-v)=0

(e) c(V+w)=cv+cw

(f) (a+c)v=av+cv

(g) a(cv) = (ac)v

(h) 1v=v

Seuraavaksi yleistetdan avaruuden ja vektorin kasitteita.
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Vektoriavaruus

Oletetaan, ettad joukossa V on madritelty yhteenlasku ja
skalaarikertolasku jollakin tavalla. Jos alla listatut ehdot
patevat kaikilla v, w, 7 € V ja a, b € R, niin joukkoa V
kutsutaan vektoriavaruudeksi ja sen alkioita vektoreiksi.

1.
2.
3.

© N oG

v+ w=w+ v kaikilla v,w € V.

(V+w)+a=v+ (w+ 0) kaikilla v, w, 7 € V.

On olemassa niin kutsuttu nollavektori 0, jolle patee
v+0=v kaikilla v € V.

Jokaisella vektorilla v € V on niin kutsuttu vastavektori
—v, jolle patee v + (—v) = 0.

a(v+ w) = av + aw kaikilla v,w € V jaae R.

(a+ b)v = av + bV kaikilla v € V ja a,b € R.

(ab )v = a(bv) kaikilla v € V ja a,b e R.

1v = v kaikilla v € V.
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Esimerkki

Avaruus R" on vektoriavaruus.

Reaalilukujen joukko R on vektoriavaruus, kun yhteenlaskuna
on reaalilukujen yhteenlasku ja skalaarikertolaskuna
reaalilukujen kertolasku.
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Esimerkki

Yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun taytyy olla maariteltyja
joukossa V:jos v, w € V ja a € R, niin taytyy patea
v+weVijaareV.

Esimerikiksi kokonaislukujen joukko Z varustettuna tavallisella
yhteenlaskulla ja skalaarikertolaskulla ei ole vektoriavaruus.
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Matriisiavaruudet

Vektoriavaruuden maaritelm3 ei kerro, mita otuksia
vektoriavaruuden alkiot ovat.

Kaikkien m x n-matriisien joukko R™*" on vektoriavaruus.
Matriiseja voidaan laskea yhteen ja niita voidaan kertoa
reaaliluvuilla. Lisdksi seuraavat sddnndt patevat

m x n-matriiseille A, B ja C seké reaaliluvuille a ja b:

(a) A+ B=B+A

A+0=A

(f) (a+ b)A = aA+ bA
(g) (ab)A = a(bA)
(h) 1A= A
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Polynomiavaruus

Vektoriavaruuden alkiot voivat olla polynomeja.
Reaalikertoiminen polynomi on muotoa

aan + an_lxn_l

+oo o ax + a
oleva summa, missa n € N ja a,..., a0 € R.

Esimerkiksi —2x° — x3 4+ 5x° + 4x on polynomi.
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Polynomiavaruus

Lasketaan polynomien
p:3x2—4x+10 ja q:—2x5—x3+5x2+4x

summa.

Lasketaan skalaarimonikerta (—3)p.
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Polynomiavaruus

Reaalikertoimiset polynomit muodostavat vektoriavaruuden.
Tata vektoriavaruutta merkitaan symbolilla P.

9/22



Funktioavaruus

Vektoriavaruuden alkiot voivat olla kuvauksia. Olkoon F
kaikkien kuvausten R — R joukko. Jos f € F, g € F ja
a € R, niin kuvaukset f + g ja af maéritellaan seuraavasti:

f+g:R—->R, x— f(x)+g(x) ja
af t R—R, x~— af(x).
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Funktioavaruus

Tutkitaan funktioita
f-R->R, f(x)=sinx ja g:R—=>R, g(x)=05x+1.

Ma3aritetaan funktiot f + g ja (—2)f.
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(& f(@) + g())

g
f+g
(z,9(x))
/ z, f(x))
+ + (ZL; 0) + >
f
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(z, f(z)) —2f

v
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Tehtava

Merkitaan
h: R =R, h(x)=4x>— Ix
ja
kiR >R, k(x)=—x>+2x+1.
Maarita funktiot h + k ja 4k.
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Funktioavaruus

Kun yhteenlasku ja skalaarikertolasku on maaritelldan edella
kuvatulla tavalla, on F vektoriavaruus.

Mika kuvaus on avaruuden F nollavektori? Mika on kuvauksen
h: R = R, h(x) = 4x3 — ¥/x vastavektori?
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Esimerkki

Mairitelldan joukossa R? skalaarikertolasku  seuraavasti: jos
(Vl, V2) e R? ja a € R, niin

ax* (v1,w) = (av,0).

Maarita vektorit 3 * (4, —1) ja (—4) * (0, 2).

Onko joukko IR? varustettuna tavallisella yhteenlaskulla + ja
skalaarikertolaskulla * vektoriavaruus?
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Esimerkki

Ma&aritelldan joukossa
Ry ={xeR| x>0}

yhteenlasku @ ja skalaarikertolasku ® seuraavasti: jos x,
y € Ry jaceR, niin

xXPy=x-y ja cOx=x"

Talldin R, on vektoriavaruus.
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Tiivistelma

Tietyt laskusddannét patevat muun muassa
e avaruuden R" vektoreille
e matriiseille
e polynomeille
e funktioille.

Kyseiset laskusdannot toteuttavaa rakennetta kutsutaan
vektoriavaruudeksi ja sen alkioita vektoreiksi. Matematiikassa
asiat halutaan tehd3d mahdollisimman yleisesti!
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Lause
Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus. Talloin

(a) nollavektoreita on tasmaélleen yksi

(b) jokaisella vektorilla ¥ € V on tdsmalleen yksi vastavektori.
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Lause

Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus ja v € V, a € R. Tallgin

(a) 0v =0

(b) a0 =10

(c) (~1)7 = —7

(d) jos av =0, niin a =0 tai v = 0.
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Aliavaruus

Maaritelma
Olkoon V vektoriavaruus. Sen osajoukko W on
vektoriavaruuden V' aliavaruus, jos seuraavat ehdot patevat:

(a) w+ e W kaikilla w,a € W
(b) rv e W kaikilla r e R jaw e W
(c) 0 e w.
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Esimerkki

Osoitetaan, etta joukko
W ={(a,b,a) | a,be R}

on vektoriavaruuden R3 aliavaruus.
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