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1 Johdanto

Henkivakuutukset ovat tyypillisesti pitkidaikaisia sopimuksia, joissa vakuutusyhtion kor-
vaukset riippuvat vakuutetun jaljella olevasta elinajasta. Esimerkiksi vakuutusyhtio mak-
saa sovitun summan, mikali vakuutettu on elossa 65-vuotiaana. Vastikkeena vakuutettu
maksaa yhtiolle yhden tai useampia vakuutusmaksuja. Sopimus voi hyvin olla esimer-
kiksi 20 vuoden pituinen.

Peruselementtina henkivakuutuksessa voidaan pitad mainittua jaljelld olevaa elinaikaa.
Téamaé on luontevaa ajatella satunnaismuuttujaksi. Vakuutusmaksun mitoituksessa jaljella
olevan elinajan jakauman tunteminen on keskeisessa asemassa. Toinen oleellinen tekija on
sijoitustoiminnan tuotto. Henkivakuutukselle on nimittéin tyypillista, ettd vakuutusmak-
sut kerataddn etupainoitteisesti suhteessa odotettavissa oleviin korvauksiin. Erotukselle on
saatavissa tuottoja sijoitustoiminnasta, milld on alentava vaikutus vakuutusmaksuihin.
Mainitusta etupainoitteisuudesta johtuen yhtio on yleenséd velkaa vakuutuksenottajalle.
Tata erdd kutsutaan vastuuvelaksi. Erd on usein mittava.

Kurssin sisalté muodostuu edellé esitettyjen jéljelld olevan elinajan, vakuutusmaksu-
jen ja vastuuvelan analysoimisesta. Finanssimatematiikkaa tarkastellaan 1ahinna determi-
nistisen koron ympaéristossa silmélld pitden muiden osa-alueiden tarpeita. Paaldhde on
PESONEN, M., SOININEN, P. JA TUOMINEN, T.: Henkivakuutusmatematiikka, Suomen
vakuutusalan koulutus ja kustannus Oy (2000), 2. painos.



2 Korkolaskentaa

Tarkastellaan yksinkertaista esimerkkié, jossa henkild saa vuodeksi lainaa C' euroa. Vuo-
den kuluttua hén joutuu maksamaan lainan takaisin ja tavallisesti my6s korot.

Vuoden pédstéa tapahtuva takaisinmaksu (korkoineen) on siis yleensé suurempi kuin
alkuperéinen lainan méaara. Lainan ottaminen voi kuitenkin olla edullista esimerkiksi seu-
raavista syista:

— lainanottaja pystyy parantamaan valittomaésti elintasoaan esimerkiksi hankkimalla
puhelimen saamallaan lainalla. Toinen vaihtoehto olisi sdéstdada C' euroa ja hankkia
puhelin, kun summa on koossa.

— lainanottaja pystyy sijoittamaan saamansa rahamaéérén ja saa tuottoja, jotka riit-
tavat myos korkoihin, mahdollisesti muuhunkin. Kyseessé voisi olla esimerkiksi yri-
tystoiminnan tueksi hankittu tietokone.

Toisaalta lainanantajalla on useita motiiveja vaatia positiivista korkoa. Esimerkiksi:

— lainanottaja ei varmuudella pysty maksamaan lainaa takaisin (lainaan liittyy luot-
totappioriski).

— inflaatio kutistaa rahan arvoa. Vuoden kuluttua samalla rahaméiralla saa vahem-
mén "hyodykkeitd’ kuin nyt. Koroton laina olisi siis tappiollista lainanantajalle.

— pédomalle voi yleisesti vaatia normaalia talouden kasvua vastaavan tuoton. Voidaan
ajatella, ettd rahamédra on sijoitettavissa talouselaméan siten, ettd tdma toteutuu.
Samaa voidaan edellyttaé lainalta.

Esitetyt seikat osoittavat, ettéd positiivisen koron esiintyminen rahamarkkinoilla on pe-
rusteltua ja hyvéiksyttavissd molempien osapuolien nakdkulmasta. Voidaan ajatella, etta
korko on hinta siitd, ettd lainanantaja luovuttaa pddoman lainanottajan kiyttoon méaa-
raajaksi.

Absoluuttinen koron méaré riippuu yleensé lainan méaarésté, laina-ajasta ja korkota-
sosta. Ellei erikseen mainita, tulee korkotaso olemaan jatkossa deterministinen.

2.1 Kiintean koron mallit

Tassa kappaleessa oletetaan koko ajan, ettd markkinoita ohjaa yksi kiinted korko ¢ > 0.
Talla tarkoitetaan vuosikorkoa: jos hetkelld nolla tehdddn talletus C' = C'(0) pankkiin,
niin hetkelld yksi on nostettavissa maara

C(1) = (1+4)C.

Kaikkien muiden talletusten (ja lainojen) késittely perustuu tdhén jonkin koronlaskupe-
riaatteen mukaisesti.



Yksinkertaisen koron -periaatteen mukaan hetkelld nolla ¢ vuodeksi tehtava talletus
C antaa tallettajalle maaran

O(t) = (1 +it)C

hetkella t. Koron mdadard on

O(t) — C = itC,

joka on siis lineaarinen ajan funktio. Periaatteen soveltaminen johtaa helposti yhteenso-
pivuusongelmiin, kuten jatkossa todetaan. Lyhyelld aikavélilla periaatteella on kuitenkin
merkitysta.

Korkoa korolle -periaatteen mukaan

Ot) = (1 +i)'C.

Jatkossa késitellddan ldhinna tétd periaatetta. Kaytdnnossa esiintyy myos sekamuotoja.
Esimerkiksi kokonaisille vuosille kiytetdan korkoa korolle -periaatetta ja osavuosille yk-
sinkertaista korkoa. Télloin

Ct) = (1+9)M 1+t — [t)C,

missé [t| on £:n kokonaisosa.

Luonnollinen ajatus korkoa korolle -periaatteessa on, ettd kertyneet korot liitetdan
alkuperéiseen rahasummaan, minka jalkeen myos niille karttuu korkoa.

Idealisoidussa ympaéristossé korkoa korolle -periaatetta voidaan perustella seuraavasti.
Tarkastellaan "kehittyneitd’ markkinoita, joilla lainaa on saatavissa ja annettavissa haluttu
madrd halutulle ajalle ilman sivukuluja (késittelykulut, verot jne.). Koron laskennasta
oletetaan, ettd mielivaltaisella hetkella ¢ tehtava talletus C'(¢) kasvaa korkoa hetkeen ¢+ h
mennessa siten, ettéd talléin on nostettavissa magra

C(t+h) = r(h)C(L),

missd h > 0 ja r(h) on talletusaikaan h liittyva korkokerroin. Oletetaan siis, etté r(h) ei rii-

pu talletushetkesta ¢ eiké talletettavasta maarasta. Rahan lainaaminen pankista oletetaan

mahdolliseksi kiyttden samoja korkokertoimia. Alkuperéisin merkinnéin (1) =1 + 4.
Pyritddn maaraamadn r = r(1/2).

a) Oletetaan, ett# olisi 7 > (1 4-4)'/2. Suoritetaan seuraavat operaatiot:

al) Otetaan pankista vuodeksi lainaa C' euroa hetkellé 0.
a2) Annetaan C' edelleen lainaksi puoleksi vuodeksi hetkelld 0.

a3) Hetkelld 1/2 saadaan a2:n lainasta summa rC. Annetaan summa saman tien
lainaksi puoleksi vuodeksi.

ad) Hetkell# 1 saadaan a3:n lainasta summa r2C.
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Koska 7?C' > (1 +4)C, pystytiin al:n pankkilaina maksamaan hetkelld 1. "Ylimii-
raistd’ rahaa jaa

[r? — (1 +1)]C.

Operaation suorittaja on pystynyt tekemé&dn tyhjastd rahaa. Téllaista mahdolli-
suutta kutsutaan arbitraasiksi (yleisemmin: arbitraasimahdollisuus tarkoittaa, etta
sopivilla operaatioilla saa voittoa positiivisella todennékoisyydelld, mutta tappion
todennékoisyys on nolla). Kasvattamalla C:t4 nahdédén, ettd ylimdariista rahaa voi-
daan tehda rajattomasti.

Yleisesti ajatellaan, etta arbitraasia ei voi kehittyneilla markkinoilla esiinty&. Mikali
tallainen mahdollisuus syntyy, markkinoiden uskotaan korjaavan sen nopeasti. Jotta
arbitraasimahdollisuutta ei olisi, tulee olla 7 < (1 +4)/2.

b) Oletetaan, ettd olisi r < (1 +7)/2. Suoritetaan seuraavat operaatiot:

bl) Otetaan pankista 1/2 vuodeksi lainaa C' euroa hetkelld 0.
b2) Annetaan C edelleen lainaksi vuodeksi hetkelld 0.

b3) Otetaan hetkelld 1/2 lainaa rC' euroa puoleksi vuodeksi. Talld maksetaan koh-
dan bl pankkilaina korkoineen.

b4) Hetkelld 1 saadaan kohdan b2 lainasta méaara (1 4+ ¢)C. TAm4 riittdd kohdan
b3 lainan hoitamiseen, silli maksettava miird on r2C' ja oletuksen mukaan

(1+4)C > r*C.
Téssakin tapauksessa pystytaan tekemaén tyhjasta rahaa, nimittain maara

[(1+44) —r*)C.

Siis on oltava r > (1 +7)%/? eli kaikkiaan
r=(1+i)"2

Tamé on juuri korkoa korolle periaatteen mukainen kerroin puolen vuoden lainalle (tai
talletukselle).

[lmeistd on, ettd edelld esitetty paattely yleistyy mielivaltaiselle kertoimelle r(1/m),
missd m € N. Toisin sanoen

C(1/m) = (1+4)™C.

Lahtien tasta paatelladn samoin, etté

(2.1) C(t) = (1 +4)'C,



kun ¢t > 0 on mielivaltainen rationaaliluku. Vaatimalla vield, ettd C(t) on kasvava t:n
suhteen todetaan, ettd kaava (2.1) pétee kaikilla ¢ > 0.

Olkoon m € N. Tarkastellaan 1/m vuoden mittaisen ajanjakson korkoa. Korkoa korolle
-periaatteen mukaan korkokerroin on

eli
C(1/m) = (1+43)Y™C.
Esitetdan tdmé yksinkertaisen koron tapaan muodossa
2.2 1 o Y
: — = (1+)/™
(22) Fio = (1)
Suuretta i™ kutsutaan m. osavuoden nimelliskoroksi. Kyseinen nimelliskorko on luon-
nollinen peruselementti markkinoilla, joilla pienin kyseeseen tuleva aikayksikko on 1/m.
Raja-arvoa
(2.3) 6= lim ™

m—00

kutsutaan jatkuvaksi koroksi tai korkoutuvuudeksi. Intuitiivisesti korkoa liitetddn péaa-
omaan joka hetki madra C(t)ddt. Talloin

(2.4) C(t+dt) — C(t) = C(t)ddt
eli C'(t) = 6C(t). Ratkaisu on C(t) = Ce®, kun alkuehtona vaaditaan, etti C(0) = C.
Yhteyden (2.2) nojalla C(1) = (1 +4)C, joten
(2.5) 14i=¢.
Tamé voidaan tietenkin todeta tdsmaéllisesti ldhtien esityksestéd (2.2).

Edella on tarkasteltu rahaméiran muuttumista ajan myotd annetussa korkoympéris-
tossd. Kumuloimista tulevaisuuden ajanhetkeen kutsutaan korkouttamiseksi. Samaa ter-
mid kdytetddn rahavirtojen kumuloimisesta. Néita tarkastellaan ldhemmin my6hemmin.

Kaanteista operaatiota kutsutaan diskonttaamiseksi. Hetkella ¢ tapahtuvan rahasuorituk-
sen C(t) arvo diskontattuna hetkeen s < ¢ on

C(s) = C(t)e 0,

Olkoon v yhden vuoden diskonttaustekijd,

Tallsin C(s) = C(t)e %) = C(t)vt~=.
Nykyhetkeen s = 0 diskontattua arvoa kutsutaan nykyarvoksi. Nykyarvo on siis

C(0) = C(t)e = C(t)'.



2.2 Lainoista

Yksittaisten rahamaéérien liséiksi on usein tarpeen tarkastella rahavirtoja tai kassavirto-
ja. Tyypillinen esimerkki on laina, jota kuoletetaan sovitun maksuohjelman puitteissa.
Yleensa lainasopimukseen siséltyy kaytettava vuosikorko tai vastaava, mahdollisesti myos
periaatteet, joilla maksuohjelmaa tai korkoa voidaan muuttaa.

Téssé kappaleessa tarkastellaan seuraavaa sopimusta:

— lainanantaja luovuttaa hetkelld 0 lainanottajan kiyttoon rahaméaran L > 0

— lainanottaja maksaa lainanantajalle erdt B(ty), B(ts),...,B(t,) > 0 ajanhetkina
t1, ... by, missd 0 <t < ... <1,.

Liséksi oletetaan, ettd lainaan sovelletaan korkoa korolle -periaatetta ja ettd vuosikorko
on kiinted i > 0.

Usein maksuhetket ¢,...,t, ovat tasavélisid, mutta téssé oletusta ei tehda. Ilmei-
sesti kassavirta B(ty),..., B(t,) ei voi olla mitd tahansa. Sitd sdételevit mainitut koron
laskennan oletukset. Lainanantajan vaatimus on, ettd kassavirtoihin sisaltyy sopimuksen
mukainen korko ja ettd laina on maksettu takaisin hetkelld %,,.

Kassavirran B(t1), ..., B(t,) hetkeen t diskontattu arvo mééritelladn ehdosta
0 =3 B, v=
py 7 144

Erityisesti C'(0) on kassavirran nykyarvo. Kassavirtoja kutsutaan ekvivalenteiksi, jos niilla

on samat nykyarvot. Selvésti kassavirtojen ekvivalenttisuus on ekvivalenssirelaatio.
Madritelméa valaisee seuraava tarkastelu. Olkoot By (t), ..., Bi(t,) ja

Bs(uq), ..., Bo(uy,) ekvivalentteja kassavirtoja ja T = max(t,, u,,). Oletetaan, ettd en-

simmaisen kassavirran saaja voi tallettaa saamansa rahat pankkiin ja saa korkoa kuten

edelld. Hetkelld 7" on erd By (1) kasvanut méadraksi

1+ By (t).

Sama patee muihin eriin, joten henkilon varallisuus hetkelld 7" on
Y A+)TEB() = (14T Y o Bity) = (1+4)7Cy,
j=1 j=1
missd C; on ensimmaisen kassavirran nykyarvo. Toisen kassavirran saajan varallisuus on

vastaavasti hetkella T
(1+40)7C,,

missd C5 on kyseisen kassavirran nykyarvo. Ekvivalenteille kassavirroille €} = Cj, joten
varallisuus hetkella T" on sama kummassakin tapauksessa. Kassavirrat poikkeavat toisis-
taan oleellisesti ottaen siten, ettd hallussa olevat rahaméérit eroavat aikavalilla (0, 7).
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Johdetaan seuraavassa yhteys lainan méaérin ja kassavirran By (ty),..., By(t,) vilille
ldhtien vaatimuksesta, ettd lainanantaja haluaa 'ulkona olevalle’ rahalle vuosikoron i ja
ettd laina maksetaan takaisin. Tarkastellaan siis kappaleen alussa esitettya lainaa. Maa-
ritellddn lainan mddrd Ly heti suorituksen B(ty) jélkeen ehdoista

LO - L7
(2.6)
Lk :Lk_l—(B(tk)—]k),kle,...,n,

missa
(2.7) L= ((1+9)* ™ —1)Lyy  (tg=0)

on koron osuus suorituksessa B(ty). Vastaavasti B(ty) — I on lyhennyksen osuus. Ni-
mitykset ovat luonnollisia tarkasteltavassa korkoympaéristossa. Esimerkiksi vélilla (0, )
lainanantajalle syntyy mallissa oikeus korkoon

(A+49)" —1)L =1,

koska lainanottaja on saanut kiyttoonsa rahamaéaérian L kyseiseksi ajaksi. Suorituksesta
B(t1) osa I; menee siis korkoihin ja B(t;) — [; on kiytettdvissd lyhennykseen. Lainan
madraksi jaa

L— (B(t1) — L) = L.
Samaan paadytadn ajattelemalla, ettd hetkelld t;— lainansaaja on velkaa itse asiassa
maaran

(1+i)"L.

Téasta maksetaan hetkelld ¢; osa B(t1), jolloin velkaa jad méaara

(1+i)"L — B(t)) = L.

Suorituksen B(t;) jilkeen jatketaan samalla periaatteella, lainan mééré vain on nyt L; ja
se saadaan kayttoon hetkelld t;.

Lainanantaja edellyttdé, ettd korkojen liséksi laina on maksettava takaisin. Toisin
sanoen on oltava L, = 0. Kaavojen (2.6) ja (2.7) nojalla

0=1L,=Ly— (Bt,) — I,)
=Ly — (B(ta) — (L4149 —1)L,4)
= (144" L, 1 — B(t,)
(1+Z)tn tn— 1[ n—2 — (B(tn 1) )] B(tn>
(L4 )t [(L+4)m 2L, _5 — B(t,—1)] — B(t
(1+i)m 2L, 5 — (1+i)" " 1B(t H) B(tn)

n

= (14+i)"L =) (1+4)" " B(t;).

j=1



N#hdésn, ettd
(2.8) L= v"B(t).

Oikealla puolella on kassavirran B(ty),..., B(t,) nykyarvo. Sopimuksen korkovaatimus
siis edellyttad, ettd maksuohjelman mukainen kassavirta on ekvivalentti hetkelld nolla
tapahtuvan suorituksen L kanssa.

Saatu tulos voidaan my6s kddntdd. Olkoon nimittdin B(ty),..., B(t,) yhtélon (2.8)
toteuttava kassavirta. Méadritellddn lainan mééré suorituksen B(ty) jélkeen kaavalla (2.6).
Talléin L, = 0 eli lainanantaja saa 'ulkona olevalle’ rahalle asianmukaisen koron ja laina
tulee loppuun maksetuksi erdn B(t,) jilkeen. Nimittdin edelld johdettu esitys

L= (1+if"L— 3 (1 + iy B(t,)

Jj=1

seuraa Ly:n médritelméstd. Jos siis (2.8) toteutuu, niin L,, = 0.

Edella esitetty paattely johti lainaméaérin ja maksuohjelman véliseen yhteyteen, kun
korkotaso on kiinnitetty. Rekursio antaa myos menetelmén velan laskemiseksi hetkella
tr. Samoin saatiin koron osuus suorituksista B(tj) (ainakin, jos B(tj) riittdéd korkoihin
niinkuin yleensi edellytetaéan). Yksinkertainen tapa méérita velan médra saadaan seu-
raavassa.

Lause 2.1. Olkoon vuosikorko i > 0, lainamddrd L ja B(ty),...,B(t,) lainan takaisin-
maksuohjelma. Silloin k. suorituksen jalkeen (hetkelld ty+) velan mdadrd on

(2.9) Ly= Y v"™"B(t;), k=01,..n-1L
j=k+1

Lauseen tulos on luonnollinen, silld Lj on jaljelld olevien suoritusten nykyarvo hetkell&
t,. Tulevat kassavirrat ovat ekvivalentteja 'nyt’ tapahtuvan kassavirran L, kanssa.

Todistus. Rekursion (2.6) nojalla
Ly=1+d)"* %L, —Bty), k=1,...,n.
Edella jo todettiin, ettd L,, = 0, joten
Ly = v "1 B(t,).

Siis (2.9) pétee, kun k =n — 1.



Jos (2.9) pétee indeksilld k, niin (2.6) antaa

Lk—l = ’Utk_tk*lB@k) + Utk_tk*lLk

= "B B(ty) 4o Y ol TR B(t)

Jj=k+1
n
= W B(ty).
j=k
Tamé on (2.9) indeksilld k — 1, joten lauseen viite seuraa induktioperiaatteesta. ]

Lauseen 2.1 esitysta velan maérélle kutsutaan prospektiiviseksi laskentatavaksi. Se on
tulevaisuuteen katsova. Retrospektiivinen laskenta perustuu alkuperdiseen lainamégriaan
ja tarkasteluhetkeen mennessé tapahtuneisiin kassavirtoihin.

Lause 2.2. Lauseen 2.1 oletuksin

k
L= (1+0)"L =) (1+0)*5B(t)),

j=1
k=1,...,n.

Ylldolevan kaavan mukaan jaljella oleva lainaméara saadaan ensinnakin korkoutta-
malla L tarkasteluhetkeen. Vahentdvané tekijand otetaan huomioon toteutunut kassavir-
ta korkoutettuna samaan hetkeen. Retrospektiivinen laskentatapa yhtyy prospektiiviseen
oleellisesti ottaen siksi, ettd kassavirran B(ty),. .., B(t,) 'mitoituksessa’ sovelletaan ekvi-
valenssiperiaatetta: kyseessi oleva kassavirta on ekvivalentti nyt tapahtuvan suorituksen
L kanssa.

Todistus. Alemmin on jo todistettu, ettd L = 7, v% B(t;). Lauseen 2.1 nojalla

n k
L=y v "B(t;) = v (L - vaﬂ'B@»))
j=k+1

= (1+)*L = (1+i)* " B(t;).

j=1

Seuraavissa esimerkeissé oletetaan, etté laina-aika on n ja ettd maksuhetket ovat



Lainan mé&ara myontamishetkelld on L.

Esimerkki 1. (Tasalyhenteinen laina). Eréd B(k) muodostuu kiinteésta lyhennyksesta
T = L/n ja yhden vuoden korosta voimassa olevalle lainamé&érélle. Siis

Lii=L—(k=1DT, k=1,...

Taten

B(’f)=£+z'(L_u> _ <l+in——k‘+1

n n n

,n—+1.

)r

Koska B(k) muodostuu L:&én riittévista lyhennyksistd ja asianmukaisesta korosta, on

kassavirran nykyarvo L.

Esimerkki 2. (Annuiteettilaina). Erd B(k) = B = vakio kaikilla k. Menettely on
tavallinen ja analogisia rakenteita esiintyy myohemmin esitettdvissa vakuutuksellisissa

sovelluksissa. Standarditerminologian mukaan

im=1+v+ ...+ 0" = n-vuotisen etukiteisen yksikkéannuiteetin nykyarvo

(tdmé vastaa kassavirtaa B(0) = B(1) =...=B(n—1) =1)

am = v+ 02 + ...+ 0" = n-vuotisen takakiteisen yksikkoannuiteetin nykyarvo

(tdmé vastaa kassavirtaa B(1) = ... = B(n) = 1).
Siis
; L= v(l —o™)
= ja  am=—-7-.
1—-v 1—w
Annuiteettilainalle patee
L
L=ay;B eli B=—.
am

Lainan maara k. erdn suorituksen jéalkeen on lauseen 2.1 nojalla

n

Ly= Y v*B=a,B.

j=k+1
Edelleen k. era sisaltaa korkoa maaran

Iy = iLly—1 = ta,—57 8.

Laina voi olla my6s ikuinen, jolloin n = co. Téll6in B sisaltdé vain koron ja lainan mé&ara

sdilyy L:né ikuisesti.
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2.3 Lainojen muuttamisesta

Lainat ovat toisinaan pitkéaikaisia, jolloin syntyy tarpeita muutoksiin. Esimerkiksi halu-
taan muuttaa laina-aikaa tai erien maaraa.

Tarkastellaan kohdan 2.2 alussa esitettyé lainaa. Oletetaan, ettd hetkelld ¢) erdn B(ty)
suorittamisen jilkeen halutaan muuttaa tuleva kassavirta B(tyy1), ..., B(t,) uudeksi kas-
savirraksi B'(ug+1), . .., B'(uy). Oletetaan, ettd korko on edelleen alkuperéinen 7. Millai-
nen pitdd uuden kassavirran olla, ettd muutos olisi neutraali tuottotasoltaan?

Luonnollinen vastaus on, etté jéljella olevien kassavirtojen tulee olla ekvivalentit. Tél-
16in kyseisella korkokannalla lainanantajalle kumuloituu sama rahaméara kummassakin
vaihtoehdossa. Kassavirtojen sovittamista ekvivalenteiksi téalla tavalla kutsutaan ekviva-
lenssiperiaatteeksi.

Asiaa voidaan valaista seuraavasti. Alkuperéaisen kassavirran nykyarvo hetkella ¢, on
sama kuin jaljella oleva lainaméara eli

(2.10) Ly = i vV B(t)

j=k+1

(lause 2.1). Lainan mé&&rd pysyy entisend muutoksessa. Lainanantaja myontaisi uuden
lainan L, uutta kassavirtaa vastaan hetkelld ¢, jos

(2.11) Ly= ) v " B'(u).

j=k+1

Perusteltua on késitelld lainaa samoin muutostilanteessa kuin uuden lainan myontamises-
sa.

Korkotason muutos on hieman erilainen. Mikili sopimuksen mukaan korkoa voidaan
muuttaa, on se luonnollista tehdé samalla logiikalla eli lainamé&arén tulee vastata uudella
korolla diskontattua kassavirran nykyarvoa. T&lloin muutostilanne vastaa uuden lainan
myontamista kuten edelld. Téatda menettelyd kutsutaan myos ekvivalenssiperiaatteeksi.

Esimerkki 1. Tarkastellaan kohdan 2.2 annuiteettiesimerkkié k. vuoden lopussa k.
erén suorittamisen jalkeen (k = 1,...,n—1). Oletetaan, ettd lainanottaja haluaa muuttaa
jaljelld olevan maksuajan n — k vuodesta N:ksi. Annuiteettiominaisuus séilytetddn (siis
tulevat erdt ovat yhta suuria). Maarataan tulevan ern suuruus B’ ekvivalenssiperiaatteen
mukaisesti.

Kohdan 2.2 mukaan jéljella oleva lainamééra on Ly = a,— B. Tulevien kassavirtojen
nykyarvo on ax B’, joten saadaan vaatimus

/
an_k‘ B = a,mB

eli B, = amB/am.
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Esimerkki 2. Olkoon laina kuten esimerkisséa 1. Oletetaan, ettd korko muuttuu k. erdn
suorittamisen jalkeen siten, ettd uusi vuosikorko on /. Maardtaan asnnuiteetti tuleville
vuosille ekvivalenssiperiaatteen mukaisesti. Nyt jaljelld on n — k suoritusta. Jos B’ on
uuden erin suuruus, niin vaatimus on

_ plt
Lk =B aﬁfk,
missé a;,— on korkoa i’ vastaavan yksikkannuiteetin nykyarvo. Siis

Ly, an =g
/
B’ = = a/”—B.
n—kl| n—k|
Esimerkki 3.(Bullet-laina). Oletetaan, etté lainasta maksetaan vuosittain korot ja laina-
ajan lopussa lyhennys kokonaisuudessaan. Kassavirta on siis

B(1)=iL,...,B(n—1) =iL,B(n) =iL+ L.

Oletetaan, ettd korko muuttuu i":ksi ja ettd jiljelld olevia suorituksia voidaan muuttaa
ekvivalenssiperiaatteen mukaisesti. Rakenne séilyttiden tulevat erdt ovat

i'L,... iL,i'L+L.

Joukkovelkakirjalainat ovat tyypillisesti sellaisia, etté lainanottaja (esimerkiksi valtio)
saa hetkelld nolla sijoittajalta lainan nimellisarvon ja palauttaa kuponkikorkoja, jotka
ovat vakiosuuruisia. Laina-ajan paittyessid maksetaan lisdksi lainan nimellisarvo. Kassa-
virta on siis samantyyppinen kuin Bullet-lainassa. Implisiittisesti lainaan liittyy korko.
Koronmuutoksia ei yleenséd huomioida néissé, vaan kassavirta pysyy sovitunlaisena kor-
kotason muutoksista huolimatta. Korkomuutokset nikyvit silloin velkakirjan markkina-
arvossa (eli hinnassa, jolla haltija pystyy myyméén velkakirjan). Korkotason nousu las-
kee markkina-arvoa, korkotason putoaminen nostaa. Joukkovelkakirjaan siséltyy siis riski,
vaikka kassavirta onkin etukdteen kiinnitetty.

2.4 Investoinneista

Tarkastellaan sijoitusta, jossa syntyy kassavirta
B(to), B(tl), B(tz), . ,B(tn), 0=ty <ty...<tpn.

Kysytddn, miten arvioidaan sijoituksen tuottoa. Erét B(t;) voivat olla myds negatiivisia.
Esimerkiksi lainan myontaminen voidaan katsoa sijoitukseksi pankin ndkokulmasta. Het-
kelld 0 maksetaan laina ulos ja tulevina vuosina saadaan tuottoja korkojen ja lyhennysten
muodossa. Annuiteetin tapauksessa kassavirta on (¢, =7, 7 =0, 1,...,n)

L, B,...,B,
——
n kpl
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missé L on lainan maéré ja B sovellettavaa korkoa vastaava erédn suuruus. Yleisessa ta-
pauksessa ulospain lahtevia erid voi olla useita.
Kassavirran nykyarvo annetulla korolla ¢ on

(2.12) C(0,1) = Zn:vth(tj).

Kassavirran sisdinen korko tai effektiivinen korko on sellainen reaaliluku i* > —1, etté

(2.13) C(0,i*) =0,

mikali tallainen on yksikésitteisend olemassa. Investointi, jonka sisdinen korko on #*, on
neutraali markkinoilla, joilla vallitseva korkotaso on ¢* (lainaa voi ottaa tai antaa luvun
2 mukaisesti korolla *).

Esimerkki. Tarkastellaan kappaleen alussa esitettya annuiteettia. Sisédinen korko maé-
raytyy ehdosta

= ; 1
—L+ v*)B =0, missd v* = .
>0
7=1
Siis
v'(1— (") L
— = = = ap,
11— B
missa an = v(izzn) ja v vastaa lainan korkoa. Erés ratkaisu on v* = v. Seuraava lause

osoittaa, ettd tdméa on ainut positiivinen ratkaisu.

Lause 2.3. Oletetaan, etti B(ty) = B(0) < 0 ja B(t,) > 0. Silloin on olemassa i > —1
siten, etti C(0,i) =0, kun i = i. Olkoon

B 1
U= -,
142
Jos lisdksi
k
(2.14) > t"B(t;) <0
j=0

kaikilla k = 0, 1,...,n, niin C(0,7) > 0, kun i € (—1,i) ja C(0,4) < 0, kun i > i. Néin
ollen i = 1 on yksikdsitteinen yhtilon C(0,1) = 0 ratkaisu alueessa i € (—1,00) ja siis
i* =i on investoinnin sisiinen korko.
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Todistus. Oletuksen mukaan

. tn Nt —t; N —
HhnrlleC(O i) = thrllJrv '_0(1—1—2) B(t;) = +oo0.

N J/
-

—B(tn)>0

Toisaalta

lim C'(0,7) = B(0) < 0.

1—00

Selviisti C(0,+) on jatkuva, joten vaadittu 7 on olemassa. Oletetaan, etté lisiksi (2.14)
toteutuu. Olkoon i > 1. télldin

C(0,1) = Z@th(tj) =" [i v B(t;) + B(tn)

jO J=0

:,l_}tn _tn 1 tnz —tn— IB _'_B( )

v
dﬁ
3

<
~

3
s
I

|
-

:
SN
A
\_/
+
Sy
/\
\_/

> gl |of=t T | tn=2 it N ST B + B(t,- )) + B(t,)
i =0 _
i n—2

= yin [pfn-27i Z@t]_t"*QB(t]) + 0" B(t,-1) + B(ty)
L J=0

> .20y W B(L).

Erisuuruus on aito viimeisessa vaiheessa, koska B(0) < 0. Siis 0 = C (O, 5) > plny~inC (O, i),
joten C(O,z') < 0. Vastaavasti todetaan, ettd C(O,z’) >0, kun i € (—1,17).
Seuraus 2.4. Oletetaan, ettd

B(0),B(t1),...,B(ty) <0 ja B(tgt1),-..,B(t,) >0

erddlle k € {0,1,...n — 1}. Silloin sisdinen korko i* > —1 on olemassa.
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Todistus. Lauseen 2.3 alkuosan nojalla on olemassa i > —1 siten, etti

n

C(0,4) =Y 0"B(t;) = 0.

=0
Selviisti tésté ja oletuksista seuraa (2.14). O

Tarkastellaan lahemmin seurauksen 2.4 tilannetta. Oletetaan, etté sijoittaja maksaa
erat

L(0), L(t1), ..., L(t)

hetkiné 0,4, ..., % ja saa palautukset

P(tgs1),..., P(t,)
hetkind .4, ...,t,. Kaikki ndma oletetaan positiivisiksi. Kassavirta on
—L(0), —=L(t1),..., —=L(tx), P(tgy1),..., P(tn).
Siséiselle korolle pétee

(W)Lt = Y () P(ty).

j=k+1

J

Maksut ja palautukset ovat siis ekvivalentteja sisédiselld korkokannalla laskettuna. Jos i
on muuten markkinoilta saatavissa oleva korko ja ¢* > 7, on investointi kannattava ver-
rattuna pankkitalletukseen. Nimittain hetkella ¢, on varallisuus suurempi, jos investointi
toteutetaan verrattuna siihen, etté tehdéén talletukset L(0), L(t1), ..., L(tx) i-korkoiselle
tilille (olettaen myds, ettéd investointivaihtoehdossa palautukset P(txy1),..., P(t,) siirre-
taan aina i-korkoiselle tilille).

Ainakin peukaloséddntoné investointeja vertailtaessa suurimman sisdisen koron antava
on kannattavin. Asia ei kuitenkaan ole néin yksinkertainen erityisesti siind tapauksessa,
etté saatavia tuottoja ei pystyta sijoittamaan uudelleen samanlaiseen kohteeseen. Siséisen
koron erddné ongelmana on myos se, ettei sitd ole aina méaritelty.

Toinen sijoituksen arvioinnissa kiytettava suure on nettonykyarvo. Oletetaan, etté val-
litseva korkotaso on 7 ja ettd rahaa on lainattavissa molempiin suuntiin talla vuosikorolla.

Tarkastellaan investointia —L(0), ..., —L(tg), P(tx+1), ..., P(t,) kuten edelld. Oletetaan,
etté rahat L(0),..., L(tx) joudutaan lainaamaan mainitulla korolla i ja ettéd toisaalta pa-
lautukset P(tx41),..., P(t,) voidaan tallettaa samalla korolla. Téssd ympéristossé varal-

lisuus hetkelld ¢,, on

k n
= A+ D)L + > L+ P(t).
j=0 j=k+1
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Jakamalla tdméa (1 + ¢)™:114 saadaan investoinnin nettonykyarvo N = N (i),

n

NG) = e B(ty)

J=0

missd B(t;) = —L(t;), j = 0,...,k ja B(t;) = P(t;), j > k.

Mikali kahta investointivaihtoehtoa arvioidaan loppuvarallisuuden perusteella, on pa-
rempi se, jolla on suurempi nettonykyarvo (jos molempien nettonykyarvot ovat negatii-
visia, hyldtddn molemmat). Menettely on sisdisen koron vertailuun ndhden yleisemmin
toteutettavissa, koska nettonykyarvo on aina maaritelty.

Todettakoon lopuksi, ettd investoinnit on edelld oletettu riskittomiksi eli esitettyjen
kassavirtojen on oletettu toteutuvan varmasti.

Lisaldhde kohtaan 2.4: ITAFA (2000).

2.5 Jatkuvat kassavirrat

Toisinaan on mukavampi tarkastella kassavirtoja jatkuvina. Talloin kyseessd on approk-
simaatio. Tama saattaa vastata todellisuutta riittdvén tarkasti esimerkiksi suuren va-
kuutusyhtion tapauksessa, jossa kokonaisuus muodostuu summana monista yksittaisista
kassavirroista.

Tarkastellaan johdannoksi m kertaa vuodessa suoritettavaa yksikk6annuiteettia. Ole-
tetaan, ettd suorituksia tehddin n vuotta takakiteisesti. Kassavirta on

1 1 2
B(tk)za, tk:%’ E,...,n.

Suoritusten kokonaismé&iré vuodessa on siis yksi. Nykyarvo on

188 10
m m 1—ol/m "

Kohdan 2.2 merkinnéin a(%,n) = t;ff)n .

Annetaan m:n ldhestyé daretonta. Intuitiivisesti saadaan jatkuva kassavirta, jossa het-
kelld ¢ tapahtuu suoritus 1 - dt ja vuodessa suorituksia kertyy yhteensd maara 1. Selvésti

lim a(m)_ 1—o" B 1—v" B 1 —e o
moco " logv  log(l44d) 9

Tasta kiytetdan merkintdé . Eroa etu- ja takakiteisen annuiteetin vélilla ei tdssé tarvit-
se tehdé. Myo6skin n voi olla miké tahansa positiivinen reaaliluku ilman ongelmia viimeisen
erdn kanssa.
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Jos laina L maksetaan takaisin m kertaa vuodessa maksettavana takakéteisena annui-
teettina, maaraytyy erdn suuruus B,, ehdosta

L = Bya™.

Jos taas laina maksetaan takaisin jatkuvana annuiteettina, maaraytyy suoritusintensiteetts
B ehdosta

Téllsin lim,, oo By, = B. Intuitiivisesti hetkelld ¢ maksetaan méirid Bdt.
Jatkuvan yksikk6annuiteetin nykyarvoon paadytddn myos seuraavasti. Hetkelld t ta-
pahtuvan suorituksen 1-dt nykyarvo on e %dt. Koko kassavirran nykyarvo saadaan ’sum-

maamalla’ ndméa. Tulos on
" 1—e o
/ 6_5tdt _- Y = dﬁ
0 )

2.5.1 Yleinen jatkuva kassavirta

Olkoon b : [0,n] — R paloittain jatkuva funktio. Jatkuva kassavirta intensiteetilld b
tarkoittaa sitd, ettéd jokaisella valilla (¢1,t5) C [0, n] suoritusten kokonaismédra on

/t * byt

Intuitiivisesti, hetkelld ¢ tapahtuu suoritus b(t)dt. Olkoon ¢ > 0 korkoutuvuus. Kassavir-

ran nykyarvo on
/ e~ (t)dt.
0

Maééritelladn toteutuneen kassavirran arvo hetkella u € (0,n) ehdosta

V(u) = / =)p(s)ds = 65“/ e~ %%b(s)ds.
0 0
Jokainen suoritus b(s)ds korkoutetaan siis hetkeen u. Jos b on jatkuva, niin

(2.15) V' (u) = 6e’ /u e %b(s)ds + e ""b(u)
=0V (u) + b(u).

Lisdksi V' (0) = 0, joten V' voidaan ratkaista differentiaaliyhtalosta (2.15).

Usein on hyddyllistd johtaa edelld esitetyn kaltaisia differentiaaliyhtéloita tarkastele-
malla toteutuneen kassavirran arvon dynamiikkaa. Hetkelld u kertyneen kassavirran arvo
olkoon V' (u) (johon suhtaudutaan tuntemattomana funktiona). Lyhyelld valilla [u, u+ A)
arvoon tulee seuraavat likimaaraiset lisdykset:
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1. b(u)A eli suoritukset kyseessé olevalla valilla
2. (%2 — 1)V (u) eli korko kyseess# olevalla vililli.

Myos vélilld [u, u+ A) tulleisiin suorituksiin kuuluu laskea korko, mutta tdmén méaéra on
o(1)A, missé o(1) — 0, kun A — 0. Koron osuus on

(22 — 1)V (u) = 6V (u)A + o(1)A.
Siis arvon muutos on
V(u+ A) = V(u) =b(u)A+ 6V (u)A+o(1)A,

joten

V'(u) = b(u) + 6V (u),

kuten edella saatiin derivoimalla.

2.5.2 Jatkuvamaksuiset lainat

Tarkastellaan hypoteettista lainaa, joka maksetaan takaisin jatkuvalla kassavirralla inten-
siteettind b. Olkoon alkuperdinen lainan méa#ra L ja maksuaika n. Olkoon L(t) lainan
méadra hetkelld ¢ € (0,n). Talloin siis L(0) = L ja lainanantaja vaatii, ettd L(n) = 0.
Lyhyella aikavalilla [t, ¢ + dt) lainanottaja maksaa maaran

b(t)dt,
josta korkoihin mnee eré L(t)ddt. Lyhennys on siis

(b(t) — L(t)0)dt,

o L(t +dt) = L(t) — (b(t) — L(t)d)dt.
Siis
(2.16) L'(t) = dL(t) — b(t).
Nyt
%[e“StL(t)] — e (L(t) - SL(1)).

Kertomalla (2.16) puolittain lausekkeella e~° saadaan ratkaisuksi

t
e L) = A —/ e~ %%b(s)ds,
0
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misséd A on integroimisvakio. Siis
t
L(t) = A’ — / e2=9)p(s)ds.

0

Koska L(0) = L, niin A = L. Liséksi vaaditaan, ettd L(n) = 0, miké johtaa yhtaloon
Le’" — / " =)p(s)ds = 0
0
ja edelleen
(2.17) L= / e~ %%b(s)ds.
0

Vaatimus on siis, ettd lainan alkuperdinen méara yhtyy maksuohjelman mukaisen kassa-
virran nykyarvoon. Témaé vastaa kaavaa (2.8). Vastaavasti edelld johdettu esitys

¢
(2.18) L(t) = Le —/ e =)p(s)ds
0

on retrospektiivisesti laskettu lainan méara. Prospektiivinen laskutapa tulisi ilmeisesti
olla

(2.19) L(t) = /n e Dp(s)ds,

lauseita 2.1 ja 2.2 vastaten. Osoitetaan, ettéd (2.18) ja (2.19) todella ovat samat. Tuloksen
(2.17) nojalla

t n
L:/ e‘ssb(s)d8+/ e~ %b(s)ds,
0 t
joten

t n
Leét _ / eé(tfs)b(s)ds + / 6*5(5*'5)[)(3)(13_
0 t

Néhdéan, ettd (2.18) ja (2.19) yhtyvét.

2.6 Vaihtuva korko

Kiintedn koron oletusta voidaan pitdd eparealistisena, mutta silli on kuitenkin merki-
tysta esimerkiksi lainoissa. Perinteisessd henkivakuutuksessa on myos kiytetty teknista
laskuperustekorkoa hinnoittelussa ja velkojen laskennassa. Tekniikkaa kiytetadn edelleen,
mutta on perusteltua tarkastella muitakin tapoja.
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Korkomarkkinoilla on yleensa useita vuosikorkoja eri mittaisille talletusajoille. Nama
kuvaavat nyt tehtdvian talletuksen korkoja. Seuraavana péaivanad korot ovat tavallisesti
muuttuneet.

Tarkastellaan hieman yksinkertaisempaa tilannetta, jossa tulevaisuudessakin tehtavien
talletusten korot tiedetddn. Tamaén kaltaiseen tilanteeseen paastdan todellisuudessakin
etukdteisilld sopimuksilla. Naita ei tarkastella kurssilla.

Oletetaan, ettd hetkelld ¢ tehtava mielivaltainen talletus C' kasvaa korkoa siten, etta
hetkelld ¢t + h on nostettavissa méara

Cvefoh Ot (s)dsj

missé d; on ei-negatiivinen jatkuva funktio. Lyhyelld aikavélilla [t 4+ h,t 4+ h + dh] korko
on sliis
C€f0h+dh 8i(s)ds Cefoh de(s)ds _ Cefoh 5t(s)ds (e&(h)dh o 1)
_ el 85, (1)

(esitys ei ole taysin tdsmaéllinen).

Néhdéén, ettd 6;(h) on tulkittavissa hetkelliseksi korkoutuvuudeksi kuten tehtiin myds
kohdassa 2.1. Tamaé riippuu siis sekd h:sta etta t:sté.

Oletetaan, ettéd lainanotto ja tallettaminen ovat aina mahdolisia ilman sivukuluja ja
ettd funktiot d; kontrolloivat sopimuksia molempiin suuntiin. Tehd&én seuraavat operaa-
tiot:

1) hetkelld 0 talletetaan C' euroa t + h vuodeksi

2) hetkella 0 talletetaan C' euroa h vuodeksi, hetkella h nostetaan mallin mukaiset
Celo o0(s)ds euroa,
ja tama talletetaan saman tien ¢ vuodeksi.

Operaatio 1) antaa hetkelld ¢ + h

t+h
Celo’ " dols)ds euroa,

operaatio 2) taas
Celo 30()dspfson(s)ds  orog,

Ainut panostus kummassakin operaatiossa on C' euroa hetkelld nolla. Arbitraasivapaus
edellyttad, ettd hetkelld ¢t + h saatavat rahaméarat ovat samat. Siis

/Om B (s)ds = /Oh bo(s)ds + /0 " Su(s)ds.
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Derivointi ¢:n suhteen antaa
do(t + h) = du(t).

Tama motivoi kiyttaméaan vain yhdesté aikaparametrista riippuvaa funktiota mallin ku-
vaamiseen. Merkitsemalla

6(t) = do()
ovat kaikki korot jo madrittdvissd. Nimittain hetkelld ¢ tehtévé talletus C' h vuodeksi
kasvaa korkoa siten, ettd hetkella ¢ + h on nostettavissa méara

Cefoh Si(s)ds _ Cefoh So(s+t)ds _ C@fitJrh 5(s)ds

Korkouttaminen ja diskonttaus maaritelladn téssa korkoympéristossa luonollisella tavalla.
Hetkelld ¢ tapahtuvan rahasuorituksen C'(t) hetkeen u > ¢ korkoutettu arvo on

u

C(u) = O(t)el 9)ds
ja hetkeen u < t diskontattu arvo
Cu) = C(t)e fud(:)ds,
Erityisesti nykyarvo on
C(0) = C(t)e Jod()ds,

Funktiota 0 kutsutaan korkoutuvuudeksa.

Tarkastellaan nyt kohdan 2.5.2 mukaista jatkuvamaksuista lainaa, jossa siis lainan
madra on L, laina-aika n ja laina maksetaan jatkuvalla kassavirralla intensiteettind b. Jos
seké b ettd 0 ovat jatkuvia, niin pdaddytdan differentiaaliyhtéloon

(2.20) L'(t) =6(t)L(t) — b(t),

missé L(t) on lainan méérd hetkelld t. TAméa vastaa kaavaa (2.16). Samoin ndhdédén vaa-
timuksesta L(n) = 0, ettd

(2.21) L:/ e Jo 0dup(g)ds
0
ja
"t t "t n ~s
(2.22) L(t) = Lelo )45 _ / els ddup(§)ds = / e~ 3Wdup(6)ds.
0 t

Tulokset ovat kaavojen (2.17), (2.18) ja (2.19) luonnollisia yleistyksia.

Mikali sallitaan b:lle ja d:lle dérellinen médra epajatkuvuuskohtia, péatee (2.20) edel-
leen paitsi mainituissa epéjatkuvuuskohdissa. Diffentiaaliyhtalo johtaa edelleen yksikésit-
teiseen ratkaisuun, kun vaaditaan lisdksi, ettd L(-) on jatkuva. Kaavat (2.21) ja (2.22)
patevit sellaisinaan.
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Tarkastellaan vield asiaa diskreettiaikaisesti. Mielivaltaisella valilla (t1,t2), 1 < to,
korkoa voidaan kuvata vuosikorolla i = i(t1,t;) asettamalla

(1 i)t = efiz s

Tarkastellaan kohdan 2.2 mukaista lainaa vaatimalla, ettd lainanantajan tédytyy saada
aikavalilld [t;_,t;) vuosikorkoa i; vastaava korko ja laina téytyy tulla maksetuksi. Ana-
logisesti kohdan 2.2 kanssa paadytaan vaatimukseen

L= (L4i) (1 +ip)" " (1+4;) 7Y B(t;)
j=1

— Z e Jo’ 06)ds B(t),
j=1

missé siis L on lainan mééré ja B(ty), ..., B(t,) maksuohjelma.

Joissain tilanteissa maksuohjelmassa on seké jatkuva osa ettd yksittaisid diskreettejé
suorituksia. Koko kassavirran nykyarvo on ndiden nykyarvojen summa. Téamé johtaa edel-
14 esitettyjen tulosten luonnollisiin yleistyksiin. Esimerkiksi suoritukset B(t), ..., B(t,)
yhdessé jatkuvan kassavirran (intensiteettingd b) kanssa antavat lainanantajalle asianmu-
kaisen koron, jos

L= e W' owidupy) 4 / e~ Jo 0wdup(g) s,
j=1 0

23



3 Jaljella oleva elinaika

Olkoon T" = T'(0) vastasyntyneen jiljelld olevaa elinaikaa kuvaava satunnaismuuttuja.
Oletetaan jatkossa, ettd T:n kertyméfunktio F' on absoluuttisesti jatkuva eli etté

mw:MTgw:/U@M& —

missé f on jakauman tiheysfunktio. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan viela, etta f:11a on
korkeintaan dérellinen méara epéjatkuvuuspisteita dérellisilla valeilla. Talloin F'(t) = f(t)
lukuunottamatta mahdollisia f:n epédjatkuvuuspisteita.

Olkoon T'(x) z-ikiisen (elossa olevan) jaljelld oleva elinaika. Talloin T'(z):n kertymé-
funktio F, méaraytyy yhtaloista

E,t)=P(T(z) <t) =P(T <z +t|T > z)
Ple<T<z+t) Flx+t)—F(z)

= = t>0.
P(T > z) 1—F(z) 7
Standardimerkintdja henkivakuutusmatematiikassa ovat
(3.1) Dz = P(z-ikéiinen eldd ¢ vuoden kuluttua) = 1 — F,(t)
_1—F(z+1)
1—F(x) ~’
(3.2) +qz = P(z-ikdinen kuolee ¢ vuoden kuluessa) = F,(t)
_ Fz+1t)— F(x)
B 1—F(x)

Jos t = 1, merkitaan lisdksi p, = 1p, ja ¢z = 1¢,. Jos x = 0, merkitdan selviytymistoden-
ndkoisyytti s(t) = po.

3.1 Kuolevuus

Olkoon x sellainen, ettd F'(x) = f(z) ja F(z) < 1. Kaavan (3.2) nojalla mielivaltaiselle

A>0
Flx+A)-F(x) Fz+A)—F(x) A

Ale =" T FR@y A 1-F(x)

Nain ollen
im = :
a—ot A 1—F(x)
Oikealla puolella olevaa lauseketta merkitédén p(z):118 ja kutsutaan kuolevuudeksi tai kuo-
levuusintensiteetiksi iassa x. Siis




Jos F'(x) ei ole olemassa tai F'(z) = 1 voidaan sopia esimerkiksi, ettd u(z) = 0. My0s
p(x) = 0o on perusteltu, jos F(x) = 1. Nama poikkeamat voidaan kdytdnnossd unohtaa
ilman ongelmia.

Intuitiivisesti, todennakoisyys etta z-ikdinen kuolee lyhyen ajan A kuluessa on likimain
p(x)A. Kuolevuus on siis yhden muuttujan funktio. Sen avulla voidaan méérité kahden
muuttujan funktiot ;p, ja ;q,.

Lause 3.1. Olkoont > 0, z > 0 ja F(x +t) < 1. Silloin

(33) tpx = e f;«‘%t lu‘(u)d’u

)

(3.4) (e =1 — e J2 T pOwdu

Todistus. Riittaa todistaa (3.3). Olkoon aluksi x = 0. Silloin
o = s(t) =1 = F(1).

Jos F'(t) = f(t) ja F(t) < 1, niin

(0 = =10 = ~(1 = F0) 1 s = —steute)

Jos t1 > 0 on f:n pienin epéjatkuvuuspiste, niin

(3.5) llog s(1)] = —u(1)

valilla (0,t;). Koska s(0) = 1, on valttdmatta

t
log s(t) = —/ p(u)du, Yt e0,t).
0
Siis
(3.6) s(t) = e~ Jo ntwdu
joten (3.3) pétee, kun z =0jat € [0,t).
Jos t on toiseksi pienin epéjatkuvuuspiste, niin (3.5) patee alueessa t € (11, t2). Koska

s(t) =1 — F(t) on jatkuva, on lisdksi

s(t1) = e~ Jo! ntwydn,

Siis (3.6) patee alueessa t € [0,t2) ja edelleen (3.3) pétee alueesa t € [0,ty), kun = = 0.
Néin jatkaen todetaan, etta (3.3) pétee, kun x = 0 kaikilla ¢ > 0.
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Yleiselle idlle z véite seuraa siité, etté

t+zP0 = zPotPx,

silla
P(T>t+z)=P(T>zT(x)>t) =P(T(z) >t|T > z)P(T > z).

Siis alkuosan nojalla
e~ f;+t p(u)du

B —j:” w(u)du

Seuraus 3.2. Jdljelliolevan elinajan T (x) tiheysfunktio f, mddrdytyy ehdosta
(3.7) fo(t) = p(x +t)pr  m.k. alueessa t > 0.

FEdelleen

(3.8) E(T(z)) = /Oootfx(t)dt: /Oootpzdt.

Todistus. Koska

P(T(z)<t)=1—yp,=1—

ja §'(t) = —s(t)u(t) m.k., niin

£ = SR <) = -S40
s(z + tpu(z +1)

= @ = p(x + ).

Viitteen (3.8) ensimméinen osa seuraa tuloksesta (3.7). Jalkimmaéinen esitys on yleinen
ei-negatiivisia satunnaismuuttujia koskeva tulos: jos P(X > 0) = 1, niin

E(X) = /OOO P(X > t)dt.

]

Lauseen 3.1 nojalla luvun 3 alussa mainitut ehdot tayttavd kertyméafunktio voidaan
esittdd muodossa

(3.9) F(t)=1—¢ Jonwdu 4

26



missd p(t) = f(t)/[1 — F(t)] niissd pisteissé, joissa F'(t) < 1 ja F'(t) on olemassa. Néah-
déaan, ettd p:lla on korkeintaan darellinen méara epéjatkuvuuskohtia aérellisilla valeilla.
Merkitaan

M =sup{t| F(t) < 1} € (0, o0].

Jos v on toinen ei-negatiivinen funktio, jolla on korkeintaan darellinen méara epajatku-
vuuskohtia adrellisilla valeilld ja jolle patee

(3.10) F(t) =1—e Jor®du 4 (0, M),

niin v ja p yhtyvéit alueessa (0, M) yhteisisséd jatkuvuuspisteissd. Ehdoista (3.9) ja (3.10)
nimittain seuraa, ettd naissa pisteissa

F'(t) = p(t)e Jond = (1) (1
F'(t) = v(t)e ford — p() (1

ja siis p(t) = v(t). Esitys (3.9) on siis oleellisesti ottaen yksikésitteinen. Edelleen

0 < tPo = e_fgu(U)dua te (O7M)7
ja
— o~ Jo" nwdu

0= mpo

Todetaan, ettd kuolevuus toteuttaa ehdot
t

(3.11) / p(u)du < oo, Vt e (0, M),

0
ja

M
(3.12) / p(u)du = oo.
0

Todistetaan lopuksi kdéanteinen tulos.

Lause 3.3. Olkoon p ei-negatiivinen funktio, jolla on korkeintaan ddrellinen madrd epd-
Jatkuwouwuskohtia ddrellisilld vileilld ja joka toteuttaa ehdot (3.11) ja (3.12) erddlle M > 0.
Silloin ehto

1 — e~ Jontwde ¢ 0, M
F(t) = eTv iR, 1o, M),
1, t> M,
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mddrittelee ei-negatiivisen satunnaismuutujan kertymdfunktion. Lisdksi F':lld on tiheys-

funktio f,
() = pt)(1 - F@), te(0,M),
ja suis o on F-jakautuneen satunnaismuuttujan kuolevuus. Edelleen F' on ainut jatkuva

jakauma, jolle yhtalo
F(t)
)= —~~7

patee p:n jatkuvuuspisteissa joukossa t € (0, M).
Todistus. Selvésti F' on jatkuva ja kasvava alueessa [0, M). Oletuksen (3.12) nojalla

tl}]\H}_ F(t)=1.
Siis F' on jatkuva ja kasvava alueessa [0, 00). Lisdksi F'(0) = 0. Ndhdédén, ettd F' on erddn
ei-negatiivisen satunnaismuuttujan kertyméafunktio. Jos p on jatkuva pisteessi ¢t € (0, M),
niin )
F/(t) = p(t)e 5109 = () (1 - (1)),

Jos G on toinen jakauma, jota vastaava kuolevuus on g, niin lauseen 3.1 nojalla

G(t) =1 — e Jorwd — p(y),

3.2 Kuolevuusmalleja

Todellista kuolevuutta tai elinajan jakaumaa ei tietenkdéan tunneta. Nama joudutaan siis
estimoimaan havainnoista ja suorittamaan asianmukaisia korjauksia (historia ei yleensa
vastaa nykytilannetta, joten suoraviivainen estimointi ei anna kiyttokelpoisia tuloksia).
Usein kuolevuus esitetdén sopivan matemaattisen funktion avulla. Tamé& valitaan siten,
ettd se approksimoi riittavin tarkasti muuten maarittya kuolevuutta. Téllainen sovitta-
minen toisaalta tasoittaa aineistossa ilmenevaé satunnaisheilahtelua. Esimerkkejéa kuole-
vuusmalleista:

Gombertz: p(x) =b-e“ (b,c > 0 ovat vakioita)

Makeham: p(z) =a+0b-e“ (a,b,c > 0 ovat vakioita)
Liséys a tulkitaan tapaturmien osuudeksi kuolevuudessa, joka oletetaan idsta riip-
pumattomaksi.

Weibull: p(z) =b-2¢ (b,d > 0 vakioita).
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3.3 Kuolevuuteen vaikuttavia tekijoita

Edella kuolevuus maédariteltiin ista riippuvana funktiona. Tamén lisdksi on monia mui-
ta tekijoité, jotka vaikuttavat jaljella olevan elinajan jakaumaan. Esimerkiksi miesten ja
naisten kuolevuudet ovat havaintojen perusteella erilaisia. Samoin elaméntavat vaikutta-
vat kuolevuuteen (esimerkiksi tupakointi ja harrastukset).

Vakuutustoiminnassa otetaan tyypillisesti huomioon myos valinnan vaikutus kuole-
vuuteen. Henkivakuutus myonnetdan usein vain, mikali terveydentila on riittavan hyva.
Vilittomasti vakuutuksen myontamisen jialkeen vakuutetun kuolevuus on téstd syystéa
vaestokuolevuutta pienempi. Toisin sanoen vakuutuskantaan valikoituu keskimaériista
terveempid ihmisid, joiden voi olettaa elavian pidempédan. Talloin puhutaan selektikuole-
vuudesta. Asiaa on tarkasteltu laajemmin ldhteessd Pesonen et al. (2000), kohta 2.4.

Jatkossa tarkastellaan kuolevuutta kuitenkin vain i&n funktiona. Lahtokohtana on,
ettéd tarkastellaan kulloinkin sopivaa vakuutettujen joukkoa, jossa kuolevuus riippuu vain
idsta. Usean henkilon vakuutuksissa sallitaan erilaisia kuolevuuksia eri henkilGilla.

3.4 Kilpailevat kuolinsyyt

Kuolinsyiden tutkiminen ja mahdollinen poistuminen ovat kiinnostavia yleisesta nakokul-
masta. Henkivakuutuksessa asia tulee esiin esimerkiksi silloin, kun korvaus tapaturmai-
sesta kuolemasta on erilanen kuin muista syista johtuvasta kuolemasta.

Kilpailevien kuolinsyiden teoriassa lahtokohdaksi otetaan hypoteettiset jaljellaolevat
elinajat 7T;, kun ainoastaan kuolinsyy ¢ on vaikuttamassa, ¢ = 1,...,n. Naistd havaitaan

ainoastaan pienin. Merkitdaan
T =min(Th,...,T,).

Erds peruskysymys on, miten 7:n jakauma muuttuu, jos jokin kuolinsyy pystytdén pois-
tamaan.
Olkoon p; elinaikaa T; vastaava kuolevuus. Jos T ..., T, ovat riippumattomia, niin
n
P(T > t) =P(T; > t, Vi) = [ [P(T; > t)
i=1

n

S ) PR (1 () () de
i=1
Siis kokonaiskuolevuus on p(t) = > | p;(t). Jos nyt kuolinsyy k poistuu, niin uusi koko-
naiskuolevuus fi(t) on

n

(3.13) a) = > ().

i=1, ik
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Tama ei kuitenkaan vield ole kiyttokelpoinen tulos, koska hypoteettisia kuolevuuksia vas-
taavia elinaikoja ei havaita suoraan.

Olkoon kuten aiemminkin F(t) = P(T" < t) alueessa ¢ > 0. Havaintoja pystytddn
tekemadn toisaalta F:sta T':n vilitykselld ja toisaalta epaaidoista jakaumista

Gi(t) = P(T <t, kuolinsyy = 1)
- P(T<t,T=T,).

Oletetaan nama tunnetuiksi ja pyritddn madradmaan p. Hypoteettisten elinaikojen T;
oletetaan toteuttavan luvun 3 alussa esitetyt saannollisyysehdot.

Lause 3.4. Oletetaan, etti Ty, ..., T, ovat riippumattomia. Silloin
G'(t)
()= —2_ i=1,....n,

pisteissd t, joissa Gi(t) on olemassa ja F(t) < 1.

Tuloksesta on valittomasti méaarattavissa kokonaiskuolevuus kuolinsyyn poistumisen
jalkeen. Myos funktiot G; muuttuvat, jos jokin syy poistuu. Olkoon poistuva syy k.
Lauseen 3.4 tulos pétee poistumisen jéalkeenkin, joten jaljelld oleville kuolinsyille pétee

Gi(t) = mi(t) (1 = F(1)),

missé ' on kuolevuuteen fi liittyviin jiljelld olevan elinajan kertymifunktio. Téstd G
ratkeaa alkuehdolla G;(0) = 0.

Jos toisaalta p;, i = 1,...,n, on tunnettu, voidaan todennakdisyydet G;(t) maarata
lauseen 3.4 avulla.

Todistus. Olkoon ¢t > 0 sellainen, ettd P(T° > t) € (0,1). Olkoon edelleen A > 0 pieni.
Talloin

Gi(t +A) — Gi(t)

P(T; € (t,t+ A], T; > T;, kun j # i)
P(ﬂe (t,t+ A, T; > t, kunj;«éi).

IN

Riippumattomuusoletuksen nojalla
Gi(t+ D) = Gi(t) =P(T; € (t,t + A]) [[P(T; > 1)
J#
=P(T;, <t+ A|T; > t)P(T > t).
Samoin
Gi(t+ D) = Gi(t) > P(T; € (t,t + A]) [[P(Ty > t + A)
J#
P(T, > 1)
P(T, <t+A|T; >t>]P>(’E >t—|—A)P<T>t+A)
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Kaiken kaikkiaan
Gi(t+A) = Gi(t) =P(T; <t + A|T; > t)(P(T > t) + o(1)),

missd o(1) — 0, kun A — 0+. Lauseen 3.1 nojalla
P(T, <t+A|T>t)=1— e Jmdn = ()A(1 4 o(1))

niissa pisteissa t, joissa p; on jatkuva. Todetaan, etta

Gi(t) = m(t)(1 — (1))
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4 Henkivakuutusten hinnoittelusta

Tarkastellaan johdannoksi hinnoittelussa sovellettavaa ekvivalenssiperiaatetta esimerkin
valossa. Olkoon vakuutus sellainen, ettd yhtié korvaa vakuutetun omaisille maéréan S, jos
vakuutettu kuolee seuraavan m vuoden aikana. Oletetaan edelleen, ettd vakuutettu on
juuri (hetkelld 0) saavuttanut idn z ja ettd suoritus S tapahtuu hetkelld &, jos vakuutettu
kuolee vililla [k — 1, k). Ensimméinen mahdollinen korvaushetki on siis 1 (jos vakuutettu
kuolee z-ikdisend).

Olkoon T = T'(x) vakuutetun jiljelld oleva elinaika.. Hetkelld k& yhtio korvaa méérin

SIk—1<T<k)=¢&, k=1,...,m.
Koko korvausprosessi on kuvattavissa satunnaisvektorilla

f: (fla---7€m>-

Korkeintaan yksi vektorin komponeista eroaa nollasta (ja on tilloin yhtd kuin S) ’ome-
goittain’.

Vakuutusyhtiolld on tavallisesti suuri joukko vakuutettuja. Lahdetdan oletuksesta, etta
kunkin vakuutetun j korvausprosessi &/ on samoin jakautunut kuin &, ja etti vakuutettu-
jen korvausprosessit ovat toisistaan riippumattomia. Olkoon N vakuutettujen lukuméaara.
Suurten lukujen lain nojalla yleisin ehdoin

fim S e
N—oo N -

E(¢) = (E(&1). .. E(Gn)) m.v.

tal heikommin

§1+...+£N
N

A}i_r)n@P( —]E(ﬁ)’>5):0, Ve > 0.

Jos vakuutettujen lukuméaédrd N on suuri, on hetken £ korvausmééra yhteenséd korkein-
taan NV (E(fk) +5) suurella todennakoisyydella. Vuoden k korvausten maksamiseen riittaa
talloin maard E(&) + € per vakuutettu. Unohdetaan 'pieni’ e seuraavassa.

Oletetaan vield, ettd vakuutusmaksu maksetaan kertasuorituksella vakuutuksen teko-
hetkelld 0. Olkoon tama P. Oletetaan, ettd yhtio voi sijoittaa P:n siltd osin kuin se ei
ole kulunut korvauksiin. Tarkemmin, oletetaan ettd P talletetaan pankkitilille ja etta té-
hén liittyvéd korkoutuvuus ¢ on jatkuva funktio. Hetkelld 14 yhtion hallussa olevat varat
sopimuksista ovat keskimadariisella tasolla

N <Pef01 (s)ds _ E(gﬂ) .
Vastaavasti tilanne vuoden 2 alussa on

ef12 E(s)dsN (Pefol 5(s)ds _ E(fl)) o NE(SQ) - N (P@foQ §(s)ds 6]12 5(S)d$E(§1) . E(§2)> )

32



Hetkelld m varallisuuden keskiarvo on
(4.1) <p€fo (s)ds _ ")y (1) — b SR (g,) — . — E(fm)> '

Tulot ja menot ovat suurten lukujen lain mielessé tasapainossa, jos saatu keskiarvo on 0
eli jos

(4.2) P= Ze I 0@)s (¢ ) = (Zm:e f’f‘(mgg).

J=1

Tata tapaa maaratd P kutsutaan ekvivalenssiperiaatteeksi. Talloin siis P on korvaus-
ten nykyarvon odotusarvo, jota kutsutaan korvausten pddoma-arvoksi tai vakuutuksen
nettokertamaksuksz.

Edella "unohdettu’ poikkeama e voidaan ottaa huomioon erikseen esimerkiksi kaytté-
mélld todellisena maksuna méérad (1 + A)P, missé A on positiivinen vakio (varmuuslisi).
Vaihtoehtoisesti voitaisiin valita korko- ja kuolevuusperuste turvaavasti. Nain paastaan
tilanteeseen, jossa tulot riittavéit menoihin suurella todennékoéisyydelld. Lahtékohtana on,
ettd vakuutusmaksun tulee riittda korvauksiin ilman jéilkeenpéin tehtéavié lisdperintoja.
Jos taas vakuutusmaksut osoittautuvat liian suuriksi, voidaan ylijadmé kayttad vakuutet-
tujen hyvéksi (esimerkiksi nostamalla korvaussummaa S).

Esimerkissa tarkasteltiin asiaa ja varmuusmarginaalin tarvetta vain kuolemiseen liit-
tyvdn epavarmuuden osalta. Sijoitustoimintaan liittyy kuitenkin myods riskeja. Lahinna
kyse on siitd, saadaanko korko-oletusta vastaava tuotto vai ei siten, etta vakuutusmaksut
yhdesséa sijoitustoiminnan tuottojen kanssa riittavat korvauksiin. Tata riskia ei jatkossa
juurikaan tarkastella.

Seuraavassa johdetaan esitykset nettokertamaksuille erdille tavallisille henkivakuutus-
tyypeille. Vakiokoron tapauksessa naiille on kiytdssa jatkossa esiteltévat standardimerkin-
nat

Am:m(v)a Amm(K)a am:ma R

Samoja symboleja tullaan kiyttdméan myos yleisen deterministisen koron tapauksessa ellei
sekaantumisen vaaraa ole.

4.1 Elamanvaravakuutuksen nettokertamaksu

Eldmanvaravakuutuksessa yhtio suorittaa sovitun korvauksen S, jos vakuutettu on elossa
sopimuksen péattyessa.

Olkoon vakuutettu x-ikdinen ja vakuutuskauden pituus n (sopimus siis paattyy n vuo-
den kuluttua, jolloin mahdollinen korvaus tulee maksettavaksi). Tulevat korvaukset ovat

0, josT <n
S, jos T > n,

S1(T > n) :{
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missi T = T'(x) tarkoittaa jiljelld olevaa elinaikaa. Ekvivalenssiperiaatteen mukainen
nettokertamaksu P on

P=E <e—fo" 8(s)ds G (T > n)> = =0 3 GP(T > )
_ e—fgl 5(s)dsS€—f;+” (s)ds __ — Se~ I ( s)+M(z+s))ds

Jos S =1, kilytetddn nettokertamaksusta merkintdd A, (V). Siis

4.2 Kuolemanvaravakuutuksen nettokertamaksu

Kuolemanvaravakuutuksessa yhtio suorittaa korvauksen S kuolinhetkelld, jos tdmé tapah-
tuu vakuutuskauden aikana.
Olkoon vakuutettu z-ikdinen ja vakuutuskauden pituus n. Talloin korvaus on

S, josT <n
0, josT' > n.

SIL(Tgn):{

Korvauksen nykyarvo on e~ Iy 8(s)ds g 1(T < n) ja nettokertamaksu

P—TF (e_fOTé(S)dsS]l(T < n)> _ S/ e Jo 56)5 1y + ) padt
0

_ S/ LL(ZL’—f—t) fo( (8)+u(z+s) )dsdt
0

seurauksen 3.2 ja lauseen 3.1 nojalla.
Jos S =1, kilytetdédn nettokertamaksusta merkintdd A, (K). Téten

P =SA,m(K).
Muodollisesti P voidaan tulkita jatkuvan kassavirran nykyarvoksi intensiteettiné
b(t) = u(x +t)e” Jo nla+s)ds
tai myoskin intensiteettia
b(t) = p(z+1t), te]lo,n],
vastaavan jatkuvan kassavirran nykyarvoksi, kun korkoutuvuus hetkella ¢ on
5(t) + plz +1).

Niin sanotussa yhdistetyssd vakuutuksessa summa S maksetaan vakuutetun kuolinhet-
kelld vakuutusaikana tai vakuutuksen paattyessa, jos vakuutettu on talloin elossa. Talléin
S tulee aina maksettavaksi, ainoastaan maksuhetki on satunnainen. Ilmeisesti nettoker-
tamaksu P on eldménvara- ja kuolemanvaravakuutuksen nettokertamaksujen summa,

P =5(Aem(V) + Aem(K)) .
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4.3 Elakevakuutuksen nettokertamaksu

Vanhuuseldkevakuutuksessa yhtio suorittaa vuosittain etukiteen summan S sovitusta iés-
ta lahtien niin kauan, kuin vakuutettu on elossa.

Olkoon vakuutettu z-ikdinen. Oletetaan, ettd ensimméinen mahdollinen eldke makse-
taan n vuoden kuluttua. Télloin tapahtuu suoritus

0, josT <n
S, jos T > n.

S1(T > n) :{

Yleisesti, jos k > n, k € N, niin & vuoden kuluttua tapahtuu suoritus S1(7T" > k).

Korvausten nykyarvo on
(0.)

S e I iWdss(T > k)
k=n
ja nettokertamaksu

P=5 f: 6_'/616 d(s)dskpx =S i e fok (5(3)+H(I+S))ds‘
k=n P

Jos S =1, kilytetdin nettokertamaksusta merkintda ,d,, joten
P = Sy a,.

Elakevakuutuksesta on monia muunnelmia.

Maaraaikainen eldke. Eldkesuorituksia maksetaan kuten edelld, mutta korkeintaan w
kappaletta eli korkeintaan ikddn x + n + w — 1 saakka. Jos S = 1, merkitdén nettokerta-
maksua symbolilla |0, [Imeisesti

n|Qzaw = n|Qz — ntw|dz-

Takakiteinen eldke. Elike maksetaan vuoden lopussa, mikéili vakuutettu on talloin
elossa. Suoritusta S = 1 vastaavat nettokertamaksun symbolit ovat ,ja, ja @z Selvasti

n|dz = n4+1|0z
ja
n|Qzw = nt-1|Azw-

Monieriinen eldke. Jos suorituksia tehdédin m kertaa vuodessa yhteensd méaré 1, mer-
kitdan nettokertamaksuja symboleilla n‘dgm), n@;%, .... Nédiden méaarddminen on analo-

gista tapauksen m = 1 kanssa.
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Heti alkava elike. Jos n = 0, jatetddn n ilmoittamatta ja merkitaédn a,, 'd;(vm), .

Jatkuva eldke. Tahan padstddn antamalla erien méaran m kasvaa rajatta. Raja-arvoa
merkitédén symbolilla |Gy, n|Gzw ;- - .. JoS w = oo, niin

m k=0 k=0
ot (5(s)+u(r+s))d5dt .

— e 7o = n|Qz-
m—0o0 0

Intuitiivisesti tdmé vastaa sopimusta, jossa eldke hetkelld ¢ > n on 1 - dt, jos vakuutettu
on talloin elossa. Tété vastaa nettokertamaksu

E {/ e o 0(s)ds (T > t)dt} FuEini/ e o SOdSP(T > t)dt
:/ 7f0( s)+pu(z+s) )dsdt
_ /oo o gﬁt (6(5)+u(x+s))dsdt ( _ n|ax)
0
Kolmas tapa paétyd samaan nettokertamaksuun on maéréata odotusarvo
[ — o oedsg (T > n)} :
missa

T—n nt 5
a7 —p) :/ e~ 0 gy
0

Tamaé vastaa kohdassa 2.5 kiytettyd merkintdd, mutta korkoutuvuus ei nyt ole vakio.

4.4 Kommutaatioluvuista

Kuolevuuden ja korkoutuvuuden ollessa annettuja pystytdan edelld esitetyt nettokerta-
maksut maaradmadn ainakin numeerisesti. Kaytédnnon laskentarutiineisa voidaan hyédyn-
taa myos kommutaatiolukuja.

Oletetaan, ettd korkoutuvuus on vakio. Merkitdan

ly = loeff“x M =Ty 4o,
Dx = 6 IO (5+M( )

o0

- Dt dt,
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Edelld [, on vakio ja tulkitaan populaation alkukooksi, esimerkiksi lo = 10°. Talloin I,
kuvaa populaation odotettavissa olevaa kokoa = vuoden kuluttua.

Taulukoimalla esitetyt luvut esimerkiksi x:n arvoilla 0,1,2,... saadaan nettokerta-
maksut vastaavan ikéisille vakuutetuille. Nimittain
D
Ar'm V)= JH‘TL’
n(V) = =2
M, — M
Ax'n K) = u s
() =
_ N, — N,
Qg7 = D,

Jos x ei ole kokonaisluku, voidaan kayttda esimerkiksi interpolointia. Kommutaatioluvut
riippuvat vain yhdesta aikaparametrista, nimittain x:std. Nettokertamaksut riippuvat seka
x:sta etta n:sta.

4.5 Nettovakuutusmaksut

Kertamaksun sijaan vakuutusmaksu jaksotetaan usein pidemmalle ajalle. Tavallinen jér-
jestely on, ettd vakuutusmaksuja suoritetaan vuosittain tasaeriné. Suorituksia tehddan
sopimuksen mukaiset h vuotta, kuitenkin korkeintaan niin kauan kuin vakuutettu on elos-
sa. Kertyvien vakuutusmaksujen méaédra on siis myos satunnaismuuttuja. Luonnollisesti
h < n, missd n on kohtien 4.1, 4.2 ja 4.3 mukainen vakuutuskausi.

Suurten lukujen lakiin perustuen myos tdhéan soveltuu ekvivalenssiperiaate. Jos vuo-
simaksu on P niin se miraytyy vaatimuksesta

(4.3) p=pW Ze I3 (ortutrs)ds — pyz

missé P on vakuutuksen nettokertamaksu. Kaavan (4.3) oikealla puolella on siis vakuu-
tusmaksujen nykyarvon

P(l) Z fo 5(s) dsl T> k})

odotusarvo.
Analogisesti médritellddn m kertaa vuodessa suoritettavan vakuutusmaksun suuruus.
Jatkuva vakuutusmaksuintensiteetti P méaritelladn ehdosta

pP="r / I3 (S nra)as gy — pg
0
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Intuitiivisesti, hetkelld ¢ maksetaan méiéiréiipdt, jos vakuutettu on elossa. Yleisemmin, jos
vakuutusmaksuintensiteetti hetkelld ¢t on P(t), on oltava

h t
P / P(t)e_ Jo (6(5)+M($+s)>dsdt.
0

4.6 Usean vakuutetun henkivakuutukset

Vakuutuksissa on toisinaan useita mahdollisia korvauksen saajia tai korvauksen maksa-
minen perustuu muuten useaan elinaikaan. Esimerkiksi vakuutetun kuollessa maksetaan
eldketta seké leskelle etta lapsille tai lapsille maksetaan eldketté, jos kumpikaan vanhem-
mista ei ole elossa.

Tarkastellaan seuraavassa yleisesti N henkilon joukkoa {1,..., N}. Olkoot ndiden jal-

jelld olevat elinajat 11, ..., Ty. Oletetaan, ettd ndmé ovat toisistaan riippumattomia. Mer-
kitdan
(4'4> Ty = mirl(le? R 7Tjk>7

ke{l,...,N}, 1 <j <...<jr < N. Riippumattomuusoletuksen nojalla elinaikaan
1},...j, liittyva kuolevuus fig; ..o, madrdytyy ehdosta

missa p; on elinaikaan 7j liittyva kuolevuus. Henkilo j oletetaan x;-ikaiseksi hetkelld nol-
la ja kuolevuudet pi1, ...,y ovat vastasyntyneiden kuolevuuksia. Elinaikaan 7}, sido-
tut vakuutusmaksut ovat méaarattavissa suoraviivaisesti aiemmin esitetyilla menetelmilla.
Seuraavassa pyritdian palauttamaan yleisten sopimusten késittely néihin.

4.6.1 Elossa olevien lukuméiraan perustuvat korvaukset

Oletetaan, ettd korvaukset riippuvat vain elossa olevien henkildiden lukuméaérista. Tar-
kastellaan nytkin perustyyppeja:

a) Elaménvaravakuutus. Elinaikaan 77, ...;, perustuvan yksikkoelaménvaravakuutuk-
sen nettokertamaksua merkitddn symbolilla

Ijlw“’zjk;m( )

Hetkelld n siis maksetaan korvaus 1, jos Tj > n. Symboli

1

A (V)

1 TN

vastaa sopimusta, jonka perusteella maksetaan hetkella n korvaus 1, jos talldin elossa on
tasan m henkil6a ja symboli



sopimusta, jonka perusteella maksetaan hetkelld n korvaus 1, jos télloin elossa on vihin-
tadn m henkiloa.

b) Kuolemanvaravakuutus. Elinaikaan T} ...;, perustuvan yksikkokuolemanvarava-

kuutuksen nettokertamaksua merkitadn symbolilla
A$j1 Ty m(K> .

Hetkelld T; siis maksetaan korvaus 1 jos 7},...;, < n. Symboli

1k

N—m+1
Arizyinl( K)
vastaa sopimusta, jossa maksetaan korvaus 1 m. kuoleman sattuessa, jos tdméa tapahtuu
ennen hetkeé n.

c) Eldkevakuutus. Elinaikaan Tj,..; perustuvan méadrdaikaisen jatkuvan yksikko-
elidkkeen nettokertamaksua merkitdan symbolilla

(elike alkaa heti ja sitd maksetaan min(7; n) vuotta). Vastaavasti symboli

1"'jl€7
= [m]
T1 TN

vastaa sopimusta, jossa maksetaan elakettd intensiteetilld 1, kun tasan m henkil6d on

elossa ja symboli

- m

aml---:pN:n

sopimusta, jossa maksetaan eldkettd intensiteetilld 1, kun vahintadn m henkil6d on elossa.

Analogisesti voitaisiin méaéritella symbolit diskreettien, lykéttyjen ja ikuisten eldkkeiden
nettokertamksuille. Merkinnat ovat vakiintuneita korkoutuvuuden ollessa kiinted. Téassa
korko on yleinen, mutta kiytetddn kuitenkin edelld esitettyja merkintojé.

Kuolemanvaravakuutukseen liittyva merkintd N — m + 1 saattaa nayttaa epajohdon-
mukaiselta. Luonnollinen tulkinta tdssd yhteydessd on kuitenkin ’tilatarkastelu’. Viivan
ylapuolella kerrotaan, miké elossaolotila on kyseessd. Siis [m] tarkoittaa, ettd tasan m
henkil6d on elossa ja m, ettd vihintdan m henkil6éd elossa. Kuolemanvaravakuutuksessa
tila N —m + 1 paattyy m. kuoleman sattuesssa (samoin tietysti [N —m + 1]).

Peruselementteja edella esitetyissid maédritelmissa ovat elinaikoihin T3 ..; perustuvat
vakuutukset, joiden hinnoittelu siis tehdaan aiemmin esitetylla tavalla. Muiden vakuutus-
ten hinnoittelu palautuu néihin seuraavassa esitettévien tulosten avulla.

Lause 4.1. Olkoon

tp& = P(tasan m henkilo elossa hetkelld t)
T1 TN
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Jja
tDer—a = P(vdhintddn m henkildd elossa hetkelld t),

m=20,1...,N. Silloin

N

(4.5) tpM]V:Z(—l)j‘m(i)taj, m=0,1,...,N,
j=m
ja
m N g (1
(4.6) tpwzjzzm(—w (j_m)taj, m=1,...,N,
missa

t05 = E tPxiy" " Pz, -

1<i1<...<i; <N
Todistus. Olkoon 1 < j; < ... < jn < N ja
(4.7) Bi(j1, -y im) = LTy, > t,.... 1, >, T, <t,Vr & {j1,...,Jm})

Télloin
1< <. <jm<N

Selvasti

(48)  Bi(ji,rjm) = LT > 1)U, > 1) | [ (1-UT>1)

rE{J1sndm )
- Z<_1)kl(le > t) T H(ij > t)ﬂ(Tpl > t) o 1<Tpk > t)’

missd summaus ulotetaan yli indeksiyhdistelmien
1<p <... <pg SN, k:O,l,...,N—m,
jotka toteuttavat ehdon

oy L NG, -5 Jm )

Kiinteélld k:n arvolla kukin summattava kaavassa (4.8) esiintyy (k;m) eri By(qu, ..., Gm):Ssa.
Siis
N—m N .
tp$: Z(_l)k( m >t0k+m = Z(_l)] (m>t0j'
k=0 Jj=m
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Toisen vaitteen todistamiseksi todetaan, etta

N N N _ j
tPrr=ay = Z tp% = Z Z(_l)J_k <k‘)t0j
k=m k=m j=k
N j j
=3 Y0 (})
j=m k=m
N 7j—1 . .
_ ik 7 —1 7 —1
S 2 (00 () +
j=m k=m
N . N
w71\ mfJ—1
=21y (27" =1y (=)

Seuraus 4.2. Pitee, kaikilla m=1,...,N,

Asreaen(V) = Cln (D7 (2) Cicinenciyen Ariyasy an( V),
AW%(V) = Zj\[:m(_l)‘ji (,] m) Zl<’bl< <Z]<N Al‘zl xz] n‘(v)

110 A0 =30 (T A a)

(4.9)

Jj=m J 1<i1<...<i; <N
ja
_ [ ] N . . B
(4 11) CLW% - Z] m(_l)J m(j) Zl<21< <i; <N 9“1 -mij:m
(Im Zg m( 1) (] m) 21<11< <ij<N am” i -

Todistus. Lauseen 4.1 nojalla

A (V) = e 00, p I

1 TN
- j
— e~ Jo 8(s)ds E (=1 (m) E nPaiy " nPai,
j=m 1<i1 <. <8 <N

josta (4.9):n ensimmaéinen tulos seuraa. Toinen todistetaan samoin.
Mielivaltaiseen elinaikaan liittyville vakuutuksille pétee

M) = [ o )55 0
0
(412) = /n — e fot (5(t)+u(a:+s))ds . /n 5( ) fo ( +“(‘T+s))d5dt
‘ 0

=1— Apm(V) — / (5(t)e’f0t 0(s)ds, p dt.
0
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Nettokertamaksuun A " (K) liittyvé elinaika on
T(N —m+1):= (N —m+ 1). kuoleman sattumishetki.
Téta vastaa elossaolotodennakoisyys
P(r(N —m+1) > t) = pri_.

Tuloksen (4.12) nojalla

A%(K) =1- A%(V) - /0 5(t)€_ Jo 5(s)dstpm...”$,v dt

n "t
/ §(t)eJo 6(S)dstpzi1. P, dt
0

) 1<) <...<i; <N

=1+ i(—l)j_m (j:;) Yo Avpea,m(K) = B,

1<iy <...<i;<N

Eer(o)() -

j=m

missé

(4.6):n nojalla (annetaan ¢t — 0+, jolloin ;p,, — 1, V4, ja siis ;0; — (]jv), Do — 1)
Tésta seuraa (4.10).
Tarkastellaan (4.11):n jalkimmaéistd yhtélod. Eldkettd maksetaan aikavélilla
[0,7(N —m+1)] N[0, n].
Kyseessé on siis elinaikaan 7(N — m + 1) kytketty elédke, joten

Qe = / e~ o 5(s)dSP(T(N —m+1)>t)dt.
0 NG

J/

-~

tP:

m

Tamé hajoaa lauseen 4.1 nojalla (4.11):n mukaiseksi summaksi.
Ensimmaisen yhtéalon tulos seuraa tasté, silla elakettd maksetaa nyt aikavélilla

[7(N —m), 7(N —m+1)] N[0,n].

Siis

n

— m] — m - m+1l —ft 5(s)ds [m]

Uzrzym = Qar—zym — Yor—znm e 0 tPrr—zn dt.
0
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Esimerkki 1. Oletetaan, ettd summa S maksetaan, kun x- ja y-ikdisestd jalkimméinen
kuolee edellyttéen, ettd tama tapahtuu n seuraavan vuoden aikana. Olkoot jéljelld olevat
elinajat T'(z) ja T'(y). Siis korvaus maksetaan hetkella 7 = max(7'(z),T(y)), jos 7 < n.
Nettokertamaksu on

SAsym(K) = S[Apa(K) 4+ Ayan(K) — Agyn( K)] -

Esimerkki 2. Oletetaan, ettd eliakettd maksetaan jatkuvasti méaidrd 2e,, jos tasan
kaksi henkil6d on elossa x-, y- ja z-ikdisen hengen ryhméssd ja méaéréd e;, jos elossa on
tasan yksi henkil6 (siis N = 3,n = o0). Nettokertamaksu on

2626_1ﬁ + e1a

TYZ

= 265 |Gy + Qyz + Ay — BAuy:]| + €1 [Ty + Gy + Gz — 2(Cuy + gz + yz) + 3ays ]
=e1(ay +ay + a,) +2(e2 — €1)(Ayy + Guz + Qyz) + (3€1 — 6€2) sy

(1]

TYZ

4.6.2 Yleiset usean vakuutetun eliakevakuutukset

Tarkastellaan nyt yleisid jatkuvasti maksettavia usean hengen elédkkeitd. Olkoon Cj, ... ,
maksettavan eldkkeen kokonaismédra aikayksikkod kohden, jos henkilot ji,...,Jx ovat
elossa ja muut eivat. Hetkella ¢ maksettava eldkkeen maéra on talloin

(4.13) Ei= Y Chp (T, >t Ty >t T, <t Ve ¢ {1, ji})

1<j1<...<jp<N
k=1,...N

Summassa on omegoittain korkeintaan yksi nollasta eroava termi. Kaavojen (4.7) ja (4.8)
nojalla voidaan kirjoittaa

(4.14) Ei= > Gh (T, > 1),
1S5 <. <ip<N

20ty

missa Gj,..;, € R,Vjq, ..., ji. Joukossa

we T >t,.... T, >t, T, <t,Vr ¢ {ji,....5r}}

patee
(4'15) le“‘jk = Z qu“Qp’
missd summaus ulotetaan yli kaikkien indeksiyhdistelmien gy, ..., g,, joilla

{an, - ) S {10 k)
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Kertoimet Gy,...q, madraytyvat yhtéloistd (4.15) yksikésitteisesti. Yhtélo (4.14) pétee tél-
16in omegoittain. Nykyarvon odotusarvo antaa elinaikoja Tj,...;, vastaavia nettokertamak-
suja. Tulevien korvausten nykyarvo on

/ e oo g = Y /O e Jo SO L N(T,. > t)dt.

0 1<j1 <. <jp <N
k=1,...N

Eldkkeiden nettokertamaksu yhteensa on

E : Gjr--jkaﬂﬁjl'"zjk'

1<j1<...<jr<N
k=1,..N

Samoin késitellddn muut elaketyypit. Myos elaménvaravakuutukselle saadaan vastaava
tulos.

Edella Cj,...;, riippui vain osallisten elossaolosta. Jos esimerkiksi henkilon r eldket-
td4 maksetaan korkeintaan n, vuotta, korvataan 7, muuttujalla min(7,,n,) (vaikka tdma
el taytikdédn elinajalle asetettuja teknisid vaatimuksia). Elinaikoihin 7},..;, tulee tdlloin
ylarajaksi n,, jos v € {j1,...,Jx}. Syntyy siis joukko méérdaikaisia eldkkeitd. Jos ra-
joituksia on asetettu usealle elakkeensaajalle, elinaikoihin Tj tulee ylarajaksi pienin
Ny, € {J1s -5 Ji )

Esimerkki 1. Tarkastellaan kohdan 4.6.1 esimerkkid 2. Nyt

Ox = Cy = Cz = €1, Oa:y = Oa;z = Cyz = 2627 nyz = 07

missé eldkkeensaajat on siis indeksoitu ialld. Saadaan yhtalot

1

elossaolevat
X €1 = Gm
Y e1 = Gy
z er =G,
Ty 2e0 =G + Gy + Gy
Tz 2e0 = G, + G, + G,
Yz 2e0 =Gy + G, + Gy,

Tyz 0=G,+Gy+G,+Gyy+ Go + Gy + Guye

Ratkaisu on

ja nettokertamaksuksi tulee

e1(ay + ay + a,) + 2(ex — €1)(Agy + gz + Gyz) + (31 — 6€2)ayy..
Lisaldhteitd kohtaan 4.6: Milbrodt and Helbig (1999) ja Norberg (1998).
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4.7 Sijoitussidonnaisesta vakuutuksesta

Aiemmissa tarkasteluissa elinaikaan sidotut korvaukset ovat sopimuksen mukaisia deter-
ministisia vakioita. Sijoitussidonnaisessa vakuutuksessa korvaus voisi olla esimerkiksi tie-
tyn osakkeen arvo (tai hinta) korvaushetkelld. Témé on luonnollista mallintaa satunnais-
muuttujaksi.

Tarkastellaan kohdan 4 alun mukaista esimerkkia. Korvaus maksetaan hetkella £, jos
kuolintapaus sattuu valilld [k — 1, k). Vakuutuskannassa on N vakuutettua, jotka kaikki
ovat x-ikéisia. Jaljella olevat elinajat oletetaan riippumattomiksi ja samoin jakautuneiksi.
Kaikki vakuutussopimukset ovat samansisiltoisid ja kertamaksullisia. Vakuutuksen kesto
on m vuotta.

4.7.1 Deterministiset korvaukset

Oletetaan, ettd korvaussumma on vakio S. Tarkastellaan siis samaa asetelmaa kuin kohdan
4 alussa. Kiinnitetdén nyt kuitenkin huomio sijoitusriskiin.

Olkoon T geneerinen jéljelld olevaa elinaikaa kuvaava satunnaismuuttuja. Yksittédisen
vakuutetun korvaukset ovat kuvattavissa satunnaisvektorilla

52(617"'757%)’
G =S1k—1<T<k), k=1,....m.

Vakuutettua j kuvaa vektori

&=(,...8), j=1...,N

Néma ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita kuin &.
Olkoon korkoutuvuus yksinkertaisuuden vuoksi vakio 6 > 0 ja vakuutusmaksu

efchE(fk)

NE

Q=(1+N

k=1

—ké

=(1+2A) € " k—1Pz Quik—1,

NE

B
Il

1

missd A > 0 on varmuuslisd. Mikali hallussa oleva varallisuus talletetaan aina korkou-
tuvuutta 0 vastaavalle tilille, riittavat vakuutusmaksut korvauksiin suurella todennakoi-
syydella, kun N on suuri. Voidaan sanoa, ettd sopimuksiin sisdltyva riski on pystytty
hajauttamaan.

Edelld esitetty pétee, jos korkoutuvuutta d vastaava talletus on aina tehtéavissd. Nain
ei kuitenkaan valttdmatta ole. Oletetaan, etté talletuksille saadaankin erds korkoutuvuus
o', missi

0<d <o
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Yhtion varat hetkella m ovat talloin

m N
Up = NQe™ =37 elm=0 N ¢l
k=1 j=1
Nyt

N m
P(Uy, > 0) (Z Yot < NQ) .

7j=1 k=1

Suurten lukujen lain nojalla
1 N m ' m
i Z Z e Rl Ze‘k5'E(§k) m.v, kun N — oc.
j=1 k=1 k=1
Siis

P(Un 2 0) — 1, jos Q> > e E(&)

ja

P(Un 2 0) — 0, jos @ <) e E(&).
k=1

Nakymét riippuvat siis parametrien A, d ja ¢’ suhteista. Jos ¢’ on pieni, ei hajautus hyodyta

vhtisti.

4.7.2 Arvopapereihin sidotut korvaukset

Oletetaan, ettd kuolintapauskorvaus on osakkeen tai jonkin muun markkinoilta helpos-
ti saatavan arvopaperin hinta korvaushetkelld. Merkitaén tétd symbolilla Sy hetkelld k.
Nykyhetken hinta Sy on deterministinen ja Sy on satunnaismuuttuja, kun & > 1. Luon-
nollista on olettaa, ettd Sy, S1, ... ovat ei-negatiivisia ja ettd Sy > 0. Olkoot T, 717, ...
geneerinen ja vakuutettuja kuvaavat elinajat. Nama oletetaan riippumattomiksi ja samoin
jakautuneiksi. Oletetaan myos, ettd (S, ...,.S,,) on riippumaton elinajoista.

Vakuutetun j korvaukset voidaan kuvata nyt satunnaisvektorilla

g = 1,8y, j=1,...,N
g =S1k—1<Tj<k), k=1,....,m
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Néméa ovat samoin jakautuneita, mutta eivit ole riippumattomia. Vastaava geneerinen
satunnaisvektori olkoon

52(&17"'7&7@)7
=S (k—1<T<k), k=1,...,m.

Olkoon vakuutuksen kertamaksu R. Oletetaan, ettd yhtio hankkii koko summalla kor-
vauksen maaraavia arvopapereita ja maksaa korvaukset myymalld niitd. Hetkelld m yh-

tiolla on hallussaan v

NR
K, = =) LTy <m)
j=1
kappaletta arvopapereita. Varallisuus on ei-negatiivinen, jos ja vain jos K,, > 0. Tamén
todennéakoisyys on

Y R
P(K., > 0) ( ; 1(T; < m) Sg>
Tama suppenee kohti ykkostd N:n kasvaessa, jos
R > SoP(T <m) = Somqa-

Oleellista on, etté ehto ei riipu korvauksen perustana olevan arvopaperin hintakehitykses-
ta. Tasta nakokulmasta katsottuna sijoitusriski on siirtynyt vakuutetulle. Voidaan myds
sanoa, ettd yhtio on pystynyt hajauttamaan riskin sopivan sijoitusstrategian avulla. Va-
kuutuksen tasapuolinen nettokertamaksu on

SoE (Z 1(k—1<T < k)) = S mle.

k=1

Tarkasteellaan nyt yhdistettya vakuutusta, jossa korvataan Sy, jos kuolintapaus sattuu
valilla [k — 1,k) ja Sy, jos vakuutettu eldd hetkelld m. Téalloin yhtiolla ei ole mitdén ris-
kid, jos vakuutusmaksu on Sy. Télla nimittdin voidaan hankkia tarkasteltava arvopaperi.
Korvaus tulee aikanaan maksettavaksi, mutta siitd yhtio selvidd myymaélla hankkimansa
osakkeen.

Edella esitetyt tarkastelut osoittavat, etta sijoitussidonnaisen vakuutuksen tapaukses-
sa on luonnollista sijoittaa vakuutusmaksu korvauksia vastaaviin arvopapereihin. Tarkas-
tellaan asiaa viela esimerkkien valossa.

Esimerkki 1. Yhtiolla on hetkelld nolla N vakuutusta, joista kustakin maksetaan
vuoden kuluttua maéaara S;, mikéli vakuutettu ei ole talloin elossa. Korvaus S; on erdén
osakkeen hinta hetkelld yksi. Olkoon osakkeen hinta hetkelld nolla Sy =1 ja

P(S; =1.1)=08, P(S =0.9)=0.2.
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Kukin vakuutettu maksaa hetkelld nolla kertamaksun P = 0.01. Elinajat ovat toisistaan
riippumattomia ja jokaisen vakuutetun kuolintodennékoéisyys vuoden aikana on ¢ = 0.01.
Elinajat ovat lisdksi riippumattomia arvopaperin hinnasta Sj.

Yhtiolla on hallussaan hetkella nolla alkupddomaa maéréa Uy. Yhtio sijoittaa tdmén ja
saamansa vakuutusmaksut vuodeksi pankkitilille. Olkoon korkoutuvuus vakio ¢ ja yhtion
varallisuus hetkelld yksi U; .

Kiinnitetadn 6 = 0.05, N = 10000 ja Uy = 15 ja arvioidaan vararikkotodennékoisyytta
]P(U 1 < 0)

Olkoon T} vakuutetun j jéljella oleva elinaika kuten aiemminkin. Kokonaiskorvaus on

N
Z I(T; < 1)
ja varallisuus vuoden kuluttua
N
U, =e®(Uy+ NP) — Z (T; < 1).

Nyt

Edelleen

N 5

NP

P(U, <0|S; =1.1) = <§:1T<1 %)
j=1 '

Merkitaan

N 5
Uy+ NP
Z T<1 ja a:%.

Keskeisen raja-arvolauseen soveltaminen summaan Yy on perusteltua. Selvésti

{ui]E(]l(Tj <1)) =¢ =001,
o? = Var(1(T; < 1)) (1l — p).

Saadaan arvio

Yy — N - N

oV N oV’ N

a— Np
~1—d ~ 1 — ®(0.996) ~ 0.159.
(aw> (0.996)
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Vastaavasti P(U; < 0[S, =0.9) =~ 1 — $(3.45) =~ 0, joten P(U; < 0) =~ 0.127.

Esimerkki 2. Olkoon asetelma sama kuin edellisessé esimerkissd, mutta nyt yhtio
sijoittaa saamansa vakuutusmaksut kyseiseen osakkeeseen ja alkupddoman U, pankkiin
korkoutuvuudella 6.

Nyt

Uy = e’Uy+ Si(NP — Yy).

Keskeinen raja-arvolause antaa approksimaatiot

P(U, < 0]S; = 0.9) &~ 1 — &(1.76) ~ 0.039,

joten P(U; < 0) ~ 0.068.
Yhtié on pystynyt pienentdméin vararikkotodennékoisyyttd merkittévasti luonnolli-
sella sijoitusstrategialla.

Liséaldhde kohtaan 4.7: Moller (2000).
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5 Vastuuvelasta

Hinnoittelu luvussa 4 toteutettiin siten, ettd asianmukaisesti diskontattujen vakuutus-
maksujen ja korvausten tulee yhtya odotusarvotasolla koko sopimuskauden osalta. Yleen-
sé vastaava ei pade sopimuskauden osille. Korostuneesti tama tulee esille kertamaksuisessa
vakuutuksessa.

Tyypillisesti vakuutusmaksut ovat etupainoitteisia. Sopimuskauden alkuosalla kerty-
neet vakuutusmaksut ylittavéit edella tarkoitetussa mielessa korvaukset. Sopimuskauden
loppuosalla asia on péinvastoin. Vakuutusmaksun ollessa vakiosuuruinen koko sopimus-
kauden on tilanne kuolemanvaravakuutuksessa kuvan 5.1 kaltainen. Kuvassa korko on
oletettu nollaksi. Hetkella ¢ vakuutettu on oikeutettu korvauksiin, jotka keskiméaraisella
tasollaan ylittdvat tulevat vakuutusmaksut. Yhtion tulee olla varautunut tdhan. Kaytan-
nossa tama toteutetaan siten, etta tulevien korvausten ja vakuutusmaksujen nykyarvojen
erotuksen odotusarvo kirjataan velaksi.

Kyse on vastuuvelasta (tédssé tapauksessa vakuutusmaksuvastuusta, koska vakuutetun
oletetaan olevan elossa hetkelld t). Periaate on kirjattu lakiin. Vastuuvelka mddritellddn
tulevien korvausten ja vakuutusmaksujen erotuksen nykyarvon odotusarvoksi (vaihtoeh-
toista terminologiaa: vastuuvelka on tulevien korvausten pédoma-arvo vahennettyné tu-
levien vakuutusmaksujen padoma-arvolla).

Matemaattisesti on usein luontevaa puhua ehdollisesta odotusarvosta. Ehdollistus ta-
pahtuu yksinkertaisissa sopimuksissa indikaattorin 1(7" > ¢) suhteen hetkelld t. Jos T' < ¢,
on vastuuvelka nolla perusvakuutuksissa. Seuraavassa symboli V() tarkoittaa elossa ole-
van vakuutetun vastuuvelkaa hetkella ¢.

5.1 Esimerkki

Olkoon kuolemanvaravakuutus tehty iéssé x ja olkoon korvaus kuolintapauksessa S. Ole-
tetaan, ettd vakuutuskausi on n vuotta ja ettd vakuutusmaksuja maksetaan tasaerini
vuosittain etukiteen h vuotta. Olkoon korkoutuvuus d vakio. Vuosimaksu on

Gy 7
(kohdat 4.2 ja 4.5). Tarkastellaan vastuuvelkaa vuoden kuluttua eli hetkelld 1.

Jos vakuutettu on kuollut vuonna 0, ovat seké tulevat korvaukset ettd vakuutusmaksut
nollia. Vastuuvelkaa ei siis ole (téssd oletetaan, etta syntynyt korvaus S on ehditty maksaa;
ellei néin olisi, olisi vastuuvelka yhtd kuin S korvausvastuuta). Jos vakuutettu on elossa,
on tulevien korvausten nykyarvon odotusarvo (ehdollinen odotusarvo ehdolla ’elossa’)

kohdan 4.2 nojalla. Tulevien vakuutusmaksujen nykyarvon odotusarvo taas on

P —g.

(52) P(l)d:ﬂ—&-l:m
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Tarkastelu tapahtuu juuri ennen 2. vakuutusmaksun suorittamista. Néin ollen vastuuvelka
on

(5.3) V(1) =8 Apprm(K) — PV, 5

Ilmeisesti vastuuvelka hetkelld nolla on V(0) = 0, koska P(!) on mitoitettu ekvivalenssi-
periaatteen mukaisesti. Téssa vastuuvelka on méaaratty juuri ennen 1. vakuutusmaksun
suorittamista.

[lmeisesti yleisesti

Tama pétee myos, kun k£ = 0. Samoin nédhdaan, ettéd

missé luonnollisesti V' (n) = 0.
Jatkossa oletetaan mukavuussyistéd, ettd vakuutusmaksuja maksetaan jatkuvasti. Esi-
merkin vastuuvelka ennen hetked h on talléin

Siirtyminen diskreettiin vakuutussopimuksen mukaiseen tarkempaan laskentaan on tar-
vittaessa aina tehtavissa.

Jos korkoutuvuus ei ole vakio, on esimerkiksi kaavan (5.6) merkinnoissd oltava tark-
kana. Tulkinta on

" h
V(k) = S/ e I 5(s)d8/ﬁ(x + 1) tDprr dt — P/ e~ Jeow Dotk db
k k

Korkoutuvuus on siis hetken £ mukainen.

5.2 Retrospektiivinen ja prospektiivinen laskenta

Tarkastellaan vakuutusta, jossa kuolinhetkelld T' = T'(z) suoritetaan korvaus S(7°). Ole-
tetaan, ettd S on jatkuva funktio. Vakuutuskausi olkoon n vuotta ja maksuaika h < n.
Vakuutusmaksuja suoritetaan jatkuvasti ekvivalenssiperiaatteen mukaisella intensiteetilla
P ja vakuutettu on alussa z-ikéinen.
Olkoon t € (0, h). Elossa olevaa vakuutettua koskeva vastuuvelka hetkelld ¢ on
V(t)=E [e—ﬁT(”t”t M S(T (w4 t) + )1 (T(x +1) < n— t)]

h
-E {/ e Ji 06)ds py (T(z+1t) >u— t)du}

t

n h
(5.7) :/ (T + W) u—tPrtt e It 2)ds S (u)du — P/ u—tPa+t € Ji0(s)ds gy,
t t
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Ekvivalenssiperiaate antaa toisaalta ehdon V' (0) = 0. Téstéd saadaan
t ) o )
- / (@ + w)upy e o PO S (w)du + P / P O
0 0

" h
= / M(‘T + u)upa: 6_'/(? 5(S)d85(u)du - P/ uPz €_~/(;L 6(5)dsdu'
t

t

Oikea puoli on edelleen

t n u — h [
tPx € Jo 8(s)ds [/ P+ W) y—tPare € i 5(S)d85(u>du - P/ u—tPr+t € J é(s)dsdu} .
t t

Nihdiin, etti
t — t u t u
V(#) = el (nero) s {P / upa € 10Oy — / pl@ + w)ups e o 5(5’dSS(U)dU] :
0 0

Tata kutsutaan retrospektiiviseksi laskentatavaksi. Se saadan ’korkouttamalla’ keskimaa-
rainen kertynyt ylijadmé hetkeen ¢. Luonnollista on, ettad talld on yhteys vastuuvelkaan.
Kaavan (5.7) laskentatapaa kutsutaan prospektiiviseksi (tulevaisuuteen perustuva lasken-
ta). Todetaan vield, ettd jos d on vakio, niin ’korkoutus’ tapahtuu kertoimella

efg (5+u(w+s))ds _ D,
D:):th

kohdan 4.4 merkinnoin. Retrospektiivinen vastuuvelka on t&lldin
D,

T+t

VE(t) = [Paw - E(e“sT(””)S(T(x)) 1(T(x) < t)))] .

Hetkelld t € [h,n) elossa olevaa vakuutettua koskeva vastuuvelka on

ftT(z+t)+t 6(3

V(t):]E[e_ 5 S(T(x +t) + ) 1(T (2 + t) Sn—t)].

Retrospektiivinen laskutapa on
"t _ h u t u
VR(t) —= e./O (6(8)+M(1‘+S))d8 |:P/ upx e_ fO 5(S)d8du — / /,L(x + u)upx 6_ fO 6(5)dss(u)du:| .
0 0

Jos korkoutuvuus on vakio, niin

Dy

x4+t

VE(t) =

| Pag—E(eTO8(T(@)1(T(2) < 1)) .

Edelleen pétee
V(t) = VE(t).
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Tarkastellaan nyt kohdan 4.1 mukaista eldménvaravakuutusta. Oletetaan, ettd va-
kuutusmaksua maksetaan ekvivalenssiperiaatteen mukaisella intensiteetilld P aikavélilld
t € [0, k], missd h < n. Vakuutettu on alussa z-ikéinen.

Jos t € [0, h], niin elossa olevaa vakuutettua koskeva vastuuvelka on

h
V(t)=E |e OB SU(T(x + ) > n — t)] ~E { / e JOWEPI(T(x +t) > u—t)du
t

S pege s _ P / " e gy,
t
Retrospektiivinen laskentatapa on nyt
VA = el (s6)tntats))ds p / ¢ e s g
0
Jos t € (h,n), niin
V(t)=E [67 I 0)ds g (T(:U +1t)>n— t)]

ja

h
VR(t) _ 6'/3 (5(s)+u(x+s))dsp/ D™ Jo 5(s)dsdu.
0

Kummassakin tapauksessa V (t) = V().

Tarkastellaan vield kohdan 4.3 mukaista ikuista vanhuuseldketta. Vakuutettu on siis
x-ikdinen ja eldke alkaa n vuoden kuluttua. Oletetaan, ettd vakuutus on kertamaksuinen
ja ettd elikettd maksetaan jatkuvasti intensiteetilld S.

Olkoon t € (0,n]. Elossa olevan vakuutetun vastuuvelka on

V(t) = S/ eI 5(S)d8u7tpx+t du = S/ e (6(S)+N(I+S))dsdu.

Retrospektiivinen laskutapa saadaan lahtemalld yhtélosta V(0) = 0, missd vastuuvelka
madrataan juuri ennen vakuutusmaksun suorittamista. Jos kertamaksu on P, niin

0=V(0) =3 / e~ Iy (3 tuta+a)as gy p

e CORTERIE /OO oI (B +uters) s g, p

n

_ e (5(s)+u(x+s))dsv(t) _p
Maaritelladn retrospektiivinen laskutapa asettamalla
VR<t) _ ert (6(s)+u(m+s)>dsP'

Edelld esitetyn nojalla V (¢) = VE(t).
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5.3 Thielen yhtalo

Luvussa 2.5 tarkasteltiin jatkuvia kassavirtoja ja todettiin, etta kertyvia talletuksia ja lai-
nan maaria voitiin kuvata differentiaaliyhtaloilla. Osoittautuu, ettd vastuuvelkaa voidaan
kuvata analogisella tavalla, niin kutsutun Thielen (differentiaali)yhtilon avulla.

Tarkastellaan johdannoksi tavallista kuolemanvaravakuutusta. Olkoon kuolintapaus-
korvaus S vakio, vakuutuskausi n vuotta, vakuutettu x-ikdinen sopimuksen tekohetkelld
ja kuolevuus ja korkoutuvuus jatkuvia funktioita. Vakuutusmaksua maksetaan jatkuvasti
intensiteetilld P koko vakuutuskauden ajan.

Olkoon V (t) elossa olevan vakuutetun vastuuvelka hetkelld ¢. Merkitaan

Vi(t) = S/ (o 4+ u)e” i (5(S)+u(x+s))dsdu
t

ja
Va(t) = P / o S () tnta)ds g,

t
Talloin

V(1) = Vi(t) = Va(t).

Siis V; koskee tulevia korvauksia ja Vo vakuutusmaksuja.
Derivoimalla ¢:n suhteen saadaan

VI(t) = —Sp(z +1) + 8 / " (4 w)e B GEE0)ds (500) 4 e + 1)) du

= —Spu(x + 1) + (6(t) + p(z + 1)) Va(t)

ja
Vi(t) = —P + P /t " e I () ds (5(0) 4 (e + 1)) du
= —P+ (6(t) + p(z + 1)) Va(t).
Siis
(5.8) VI(t) = =Sp(z+1t) + P+ (6(t) + pu(z + 1))V (2).

Alkuehtona on V(0+4) = 0. Lisdksi ilmeisesti V(n—) = 0. Yhtélo (5.8) on vakuutuksen
vastuuvelkaa kuvaava Thielen yhtalo. Tulkinta on mukavampi tehda muodossa

dV(t) =Vt +dt)—V(t)= (- Su(z+1t)+ P)dt + (6(t) + p(z + 1))V (t)dt.

Elossa olevan vakuutetun vastuuvelan lisdys rahoitetaan siis keskimédraiselld vakuu-
tusmaksujen ja korvausten erotuksella P—Su(z+t), korkotuotolla §(t)V (t) seké aikavélilla
[t,t + dt) kuolleiden vastuuvelalla p(z + )V (2).
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Tavallista on my6s kirjoittaa
dV (t) = Pdt — R(t)u(z + t)dt + 6(t)V (t)dt,

missa

R(t) =S —V(t)

on riskisumma. Tama vastaa kuolintapaushetkelld syntyvéia kokonaiskulua: yhtio suorittaa
korvauksen S ja vapautuu velasta V(t).

Vastuuvelan maéritelméa antaa suoran tavan muodostaa Thielen yhtalo. Tarkastellaan
yleistd kuolemanvaravakuutusta, jossa korvaus kuolinhetkeld 7' = T'(x) on S(T'). Olete-
taan, ettd S, p ja d ovat jatkuvia funktioita. Olkoon vakuutuskauden pituus n ja maksuaika
h. Vakuutusmaksuja maksetaan jatkuvasti intensiteetild, P maksuaikana t € [0, h].

Olkoon t € (0,h) ja A > 0. Hetkelld ¢t + A asia néyttéé seuraavalta:

V(t)

AGz+t I — AGeyt

S(T(x+1t)+t)— PT(x+1) V(t+A) - PA

Vasen haara kuvaa tilannetta, jossa vakuutettu on kuollut valilla [t,t + A). Tama
tapahtuu todennédkoisyydelld Aq,.:. Toteutunut kassavirta on kaavion mukainen. Oikea
haara kuvaa tilannetta, jossa vakuutettu on elossa hetkelld ¢ + A. Toteutunut kassavirta
on PA. Mydhemmiit vastuuvelkaan V (¢) kuuluvat tapahtumat sisiltyviit vastuuvelkaan
V(t + A). Kaavion kassavirtoja ei ole diskontattu. Vastuuvelat on diskontattu, mutta eri
ajanhetkiin.

Olkoon kuten aiemminkin Vj(t) tulevien korvausten pé&oma-arvo ja Va(t) tulevien
vakuutusmaksujen péddoma-arvo. Siis V(¢) = Vi (t) — Va(t). Korvauksia kuvaa kaavio
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Vi(t)

Azt 1— Azt

S(T(x+1t)+1) Vi(t + A)

Suoraan mééritelméstd seuraa (oletetaan, ettd t + A < n)

T(xz+t)+t

Vi(t) = P(T(z +1) < A)E [e—ft 8 G(T(w+t) +1) | T(w +1) < A}

+P(T(z+1t) > A)E [effttw 3dsy (t+ A) ‘ T(x+t) > A} .
Joukossa {T'(z 4+ t) < A} pétee

e JiT0 0(8)ds min{S( (u)|t<u<t+A}

< e WO g (T (g 4 1) 1)
< max{S(u) [t <u<t+ A}

Koska S ja ¢ ovat jatkuvia, niin

ftT(:n+t)+t

E |e” &G (T (x + 1) + t) | T(z+1) < A] = S(t) + o(1),

kun A — 0+. Toisaalta
o ftt+A 5(S)dsv'1(t + A) — fé(t )A+o(1 Vl(t )
= ( d(t)A +o(1)A )Vl(t—l—A)
=Vi(t+A) = 5(t)Vi(t + A)A +o(1)A
=Vi(t+A) = o(t)Vi(t)A + o(1)A, A — 0+,

silla ilmeisesti Vi on jatkuva.
Yhdistamaélla tulokset saadaan

Vi(t) = Ao+t (S(E) +0(1)) + (1 — Agese) (Vi(t + A) = 6(5)Vi(t)A + 0(1)A)
=puxz+t)SHA+ Vit +A) = o(t)Vi(t)A — p(z +)Vi(t)A + o(1)A
=Vi(t+ A) 4+ p(z +1)S(E)A — (6(t) + p(z + 8)) Vi(H)A + o(1)A
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ja edelleen
(5.9) Vi(t) = —p(x + £)S(t) + (6 + plz + 1)) Va(t).

Vakuutusmaksuja kuvaa kaavio

/ \]m
x + t

PA + Vit + A)
Siis

T(z+t)+t . _
Vo(t) =P(T(z+t) <A)E / e P SE Py | T(z +1) < A
t

t+A .
+P(T(z+1t) > A)E ( / L) ¥ Ml I O L VAN | T(x+t) > A) .
t

Ensimméinen summattava on ilmeisesti o(1)A, joten

Va(t) = (1 — p(z + A + o(1)A )(PA+( — S(H)A)Va(t+ A) + o(1 )A>+o(1)A
= (1 — p(z +t)A) (Va(t + A) + PA = §(t)Va(t)A) + o(1)A

=V(t+ A)+ PA — (5( )—l—u($+t))V2(t)A+0(1)A
ja edelleen
(5.10) Vy(t) = =P+ (8(t) + p(x +t)) Va(2).

Yhdistdmalla (5.9) ja (5.10) saadaan lopulta

(5.11) VI(t) = Vi(t) — V5(t)
= —p(z +)S(t) + P+ (6(t) + plz + 1)) (Vi(t) — Va(t))
= —p(z +)S(t) + P+ (6(t) + plz + 1))V (¢).



Tamé on (5.8) tapauksessa S(t) = S.
Vililla ¢ € (h,n) kaavio on

V(1)
Azt 11— AGz+t
S(T(x+1t)+1) V(t+ A)
Siis
V() ~ agertSE) + (1 = agore)e POAV (E 4+ A)

~ (@ +)SHA+V(E+A) — (ageys + SOA))V(2)

~ V(E+A) + p(z +1)SEHA — (5(t) + p(z + 1)) V(H)A,
joten
(5.12) V'(t) = —p(x + £)S(t) + (6(¢) + plz + 1))V (¢).

Reunaehtoina ovat V' (0+) = 0,V (n—) = 0. Lisdksi pisteessa t = h vastuuvelka on jatkuva
(kuten muuallakin).

Vakuutus olisi voitu hinnoitella ldhtien liikkeelle edelld johdetuista differentiaaliyhté-
16ista ja reunaehdoista. Reunaehtoja on nimittdin yksi yliméérdinen, mikd antaa mahdol-
lisuuden ekvivalenssiperiaatteen mukaisen intensiteetin P médrdamiseen.

Asian havainnollistamiseksi méarataan vakuutuksen nettokertamaksu P. Kaavio on
nyt kaikilla ¢ € (0,n),

o8



Azt 1— Azt

S(T(x+1t)+1) V(t+ A)

Thielen yht#lé on
V/(t) = —p(z+)SE) + (6(t) + p(z + 1)V ().
Tamé on yhtépitévi yhtalon
(5.13) e I3 (FOmet)ds 10y — (5(8) + (e + 1) V(D)
_ (6(5)+M(m+s)>dsu<m +1)S(8)

kanssa. Olkoon
W(t) — e fJ (6(s)+,u(z+s)>dsv<t)‘

Yhtéalon (5.13) vasen puoli on W(t), joten

t
W(t) = — / e o (5(8)+“(x+5))d8u(x +u)S(u)du + C,

0

missd C' on vakio. Siispé

t
V() = eli (e tntass))as [_ / e 5 (e s 0y Sydu + |

0

Koska V(n—) =0, on
Cc_ / o jou (5(s)+u($+s))ds'u(l, + u)S(u)du
0
Ekvivalenssiperiaate ja vastuuvelan maaritelmé antavat

P=V(0+)=C,

kuten pitadkin.
Johdetaan seuraavassa Thielen yhtalot erdille vakuutussopimuksille.
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1) Eléménvaravakuutus. Hetkelld n maksetaan summa S, jos vakuutettu on télloin elossa.
Vakuutettu on x-ikdinen ja maksaa vakuutusmaksua jatkuvasti intensiteetilld P koko
vakuutuskauden ajan. Kaavio on (hieman yksinkertaistettuna)

V(t)

AGatt 1 — AQeyt

0 V(t+A) - PA

Siis

V(t)~e —wa [V(t +A4) - A} (1 — AGett)
~ (V(Et+A) =6 V(E)A — PA) (1 — p(z +1)A).

Thielen yhtalo on

(5.14) V() =P+ (6(t) + p(z + 1)V (2).
Reunachdot ovat V(0+) =0 ja V(n—) = S.

2) Vanhuuselike. Hetkestd n lihtien maksetaan jatkuvaa eliketti intensiteetilld S niin
kauan, kuin vakuutettu on elossa. Vakuutettu on z-ikdinen ja maksaa vakuutusmaksua
jatkuvasti intensiteetilld P aikavililla [0, n].

Kaavio on sama kuin eldménvaravakuutuksessa vélilla ¢t € (0, n). Thielen yht&lo on siis
(5.14) alkuehdolla V' (0+) = 0. Alueessa t > n saadaan kaavio
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AQz+t 1-— AQ+t

ST (x +1) V(it+A)+ S

Siis
V(t) ~ p(x + ) ASA+ (V(t+ A) = §(OV () A + SA) (1 — p(z + 1)A)
~V(E+A) = (6(t) + plz+1)V(E)A + SA.

Thielen yhtalo on B
V'(t) = (5(15) + p(z + t))V(t) - 5.

Alkuehto saadaan jatkuvuusvaatimuksesta pisteessa t = n.

3) Vastuuvelasta riippuvat korvaukset. Vakuutettu Vakuutettu on z-ikdinen ja maksaa
vakuutusmaksuja jatkuvasti intensiteetilld P niin kauan, kuin on elossa. Kuolinhetkel-
l1a yhtio korvaa syntyneen sadston. Talla tarkoitetaan vastuuvelkaa juuri ennen kuo-
linhetked. Miké on korvaussumma, jos kuolinhetki on T'(z) = ¢7

Vastuuvelkaa kuvaa kaavio

V(1)

AGz+t 1 — AGeys

V(T(x+1t)+1) V(t+A) - PA
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Siis

(z+ AV (L) + (1 — plz + )A)(V(E+ A) = () V(E)A — PA)
(z+OVEA+V(E+A) = (ulz+1t)+6(t)V(H)A — PA

ja B
V'(t)=6(t)V(t) + P.
Ratkaisu alkuehdolla V' (0+) = 0 on
t t
V(t) = P/ eJu¥)ds gy,
0
eli vakuutusmaksut korkoutettuna hetkeen ¢. Sopimuksen kuolintapauskorvaus on siis

t
S(t) = P/ eJu )3 gy,
0

Tama maksetaan kuolinhetkella.

Lisdldhde kontaan 5: Norberg (1991).
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6 Bruttovakuutusmaksut

Korvausten lisiksi vakuutussopimuksista aiheutuu yhtiolle liikekuluja, esimerkiksi palkka-
ja materiaalikuluja. Naitd vastaava erd tulee sisdllyttda vakuutusmaksuun. Erda kutsu-
taan kuormitukseksi (tai litkekulukuormitukseksi, hallintokulukuormitukseksi). Kuormi-
tuksen ja nettomaksun summaa kutsutaan bruttomaksuksi tai bruttovakuutusmaksuksi.
Vakuutusmaksua oletetaan seuraavassa suoritettavan jatkuvasti. Bruttomaksu aikayksik-
kod kohden olkoon B. Tété kutsutaan myds bruttomaksuintensiteetiksi

Yhtiolle syntyy liikekuluja esimerkiksi vakuutuksen perustamisesta (mukaan lukien
hankintakustannukset), vakuutusmaksujen perimisestéd, korvausten maksamisesta, jne.
Todetaan, ettd myos liikekuluja syntyy koko sopimuskaudella ja ettd ne riippuvat va-
kuutetun jéljelld olevasta elinajasta.

Kuormitusmallin avulla kuormitus suhteutetaan sopiviksi katsottuihin elementteihin.
Esimerkiksi

kB maksuun suhteutettu kuormitus

eS korvaukseen suhteutettu kuormitus

YV (t) vastuuvelkaan suhteutettu kuormitus

I kiinted kuormitus, jolla katetaan vakuutuksen perustamiskustannukset

op(xz +1)S  riskiin suhteutettu kuormitus.

Seuraavassa oletetaan, ettd kuormitusmalli vastaa tasoltaan riittdvalla tarkkuudel-
la kunakin hetkené syntyviéd todellisia kustannuksia. Hinnoittelussa sovelletaan edelleen
ekvivalenssiperiaatetta. Tulojen ja menojen paddoma-arvot asetetaan siis yhté suuriksi.
Tuloksi katsotaan nyt myos kuormitustulo ja menoksi liikekulut.

Tarkastellaan esimerkkind kuolemanvaravakuutusta, jossa k,e ja I ovat positiivisia
ja v ja ¢ nollia. Olkoon vakuutettu z-ikdinen sopimuksen tekohetkelld, vakuutuskausi n
vuotta ja maksuaika h vuotta. Ekvivalenssiperiaatteen mukainen B méiriytyy ehdosta

Ba,p = SApm(K) + £Ba, 5 + Sagm + 1.

Téasséd on oletettu, ettd x vastaa vakuutusmaksujen kerddmisestd syntyvid kustannuksia,
joita syntyy siis vain maksuaikana. Toisaalta € on koko vakuutusaikana syntyvia kustan-
nuksia vastaava erd ja I perustamiskustannus. Ratkaisuksi saadaan
SApm(K) + eSagm + 1

(]' - ’%)dx:m

(6.1) B =

Vastuuvelka maaritelladn analogisesti tulevien menojen ja tulojen péddoma-arvojen ero-
tuksena. Kehitystd voidaan kuvata Thielen yhtalolla kuten aiemminkin. Merkitédan elossa
olevan vakuutetun vastuuvelkaa hetkella ¢ edelleen symbolilla V' (t).
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Alkavililla ¢ € (0, h) Thielen yht&lo on kuten kohdassa 5.3, mutta tuloja kertyy inten-
siteetilld B ja menoihin on lisdttava vakiointensiteetit kB ja S. Saadaan

(6.2) VI(t) = —p(z+t)S+ B+ (8(t) + p(z + 1)) V(t) — kB — £8S.

Alkuehtona on nyt V(04) = —1I, silld perustamiskustannukset syntyvéit alussa ja niita
vastaava kuormitustulo kerdtiiin maksuaikana [0, h] intensiteetin B osana. Todetaan, etti
vastuuvelka on negatiivinen jonkin aikaa vakuutuskauden alussa.

Kappaleesa 5.3 johdettujen tulosten nojalla yhtdlon (6.2) ratkaisu on

(6.3)
V(t) = ej(; (5(5)+M($+5))d5

t . t .
| =1+ ((1=kK)B—¢£S) / upge” Jo sy S/ (2 + w)ypee” o Sy
0 0

Kéyttamalld yhtaloda (6.1) saadaan konkreettinen esitys vastuuvelalle. Vilillad ¢ € (h,n)
yht#ls on kuten (6.2), mutta termi (1 — k)B jidd pois. Reunaehtona voidaan kiyttii
jatkuvuusvaatimusta pisteessa t = h tai ehtoa V(n—) = 0.
Mikali y-kuormitus on positiivinen, voidaan Thielen yht#lon avulla mésrita 5.
Tarkastellaan vield erikoistapausta h = n. Kéyttaméalla yhtéalod (6.1) saadaan (6.3)
muotoon

Qg

V() = el (8(s)+n(a+s) ) ds K_l N am) I 4 Pa,y— SA,.(K)|

missa

Qy:m
on (netto)vakuutusmaksuintensiteetti. Jos I = 0, on V(¢) sama kuin nettovastuuvelka
retrospektiivisesti laskettuna. Siis bruttovastuuvelka on tatd pienempi, jos I > 0. Tama
selittyy siten, ettéd x- ja e-kuormitusten antamat tulot ovat mallissa tasapainossa menojen
kanssa eiké téiltd osin synny vastuuvelkaa. Perustamiskustannusten osalta vakuutettu on
velkaa yhticlle. Tama kuolettuu vasta vakuutuskauden paattyessa.

Toisinaan erdd [ vastaavat kustannukset otetaan huomioon keskimaéériiselld tasol-
la mallin muissa osissa (k- ja e-kuormitus edelld). Perustamiskustannukset keratddn siis
niissi osissa vakuutuskauden aikana (toisin kuin edelld, jossa I:td vastaava era kylla si-
siltyi intensiteettiin B, mutta s- ja e-kuormituksilla katettiin muita kuluja). Téssi ti-
lanteessa kaytetdan toisinaan zillmerointia. Talloin vastuuvelka maaratasn aluksi ikdan
kuin perustamiskustannukset syntyisivéit tasaisesti vakuutuskauden aikana. Oikaisu teh-
daan erilliselld operaatiolla, zillmeroinnilla. Menettelyéd on késitelty tarkemmin ldhteessa
Pesonen et al. (2000), kohta 4.5.1.
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7 Vakuutussopimuksen muuttamisesta

Sopimusten pitkdaikaisuudesta johtuen syntyy tarpeita muuttaa vakuutusta esimerkiksi
vakuutetun olosuhteiden muuttuessa. TAm& on usein mahdollista. A#ritapauksessa va-
kuutus paatetddn kesken vakuutuskauden. Talloin puhutaan takaisinostosta (yhtio ostaa
vakuutuksen takaisin vakuutetulta ja kaikki sitoumukset paattyvit).

Yleisené periaatteena muutoksissakin on ekvivalenssiperiaate. Muutoshetkelld vakuu-
tuksella on tietty arvo, jota muutoksen jalkeisen tilanteen tulee vastata.

Mikali vakuutus paatetadn kesken kauden, vapautuu yhtio tulevia tapahtumia kos-
kevista velvoitteistaan ja vakuutettu tulevista vakuutusmaksuista. Tulevien tapahtumien
padoma-arvo on vastuuvelka. Takaisinostoarvolla tarkoitetaan juuri tatd. Yhtio maksaa
sen siis vakuutetulle kertasuorituksena. Muutos on neutraali kohdan 4 alussa esitettyjen
periaatteiden mukaisesti.

Yleisesti sopimusta muutettaessa lahtokohtana on, etta vastuuvelan tulee sailyd muu-
toksessa. Talloin tulevien menojen ja tulojen erotuksen pddoma-arvo sailyy muutoksessa.
Takaisinostossa vastuuvelka ennen muutosta on sama kuin vastuuvelka muutoksen jalkeen
juuri ennen kertasuorituksen maksamista.

Tarkastellaan esimerkkind vapaakirjamuutosta. Olkoon alkuperdinen sopimus kohdan
6 mukainen kuolemanvaravakuutus. Kuormituksista siis vain «, ¢ ja I ovat nollasta poik-
keavia. Oletetaan lisdksi, ettd h = n eli ettd maksuaika on sama kuin vakuutusaika.

Hetkella ¢ € (0,n) vastuuvelka on siis kaavan (6.3) mukainen. Muutetaan vakuutus
sellaiseksi, ettd vakuutusmaksuja ei makseta hetken ¢ jalkeen. Vastuuvelalla pystytdan
kuitenkin rahoittamaan kuolemanvaravakuutus ajalle (t,n) erddlle korvausméérélle S’.
Vakuutus on talléin muutettu vapaakirjaksi. Tulevien menojen ja tulojen padoma-arvojen
erotus asetetaan siis vastuuvelan suuruiseksi eli saadaan yhtalo

U

V(t) N S// ’u(‘r + u)u—tpx-f—te_./t 5(S)d8du + Z.:S// u—tpm-‘rte_ftu 6(S)dsdu;
t t

josta S’ voidaan ratkaista. Muutos edellyttaa tietysti, ettd V(¢) > 0.

Takaisinostoa (ja myds muita muutoksia) voidaan pitdd vakuutetun optiona eli oi-
keutena toteuttaa takaisinosto haluamallaan hetkelld. Kysyntaé téllaiselle saattaa syn-
tya esimerkiksi siksi, ettd markkinoilta on saatavissa oleellisesti parempi riskiton tuotto
kuin mitd aikoinaan tehty vakuutussopimus takaa. Todettakoon, ettd todellinen tuotto
on yleensé perusteen mukaista korkoutuvuutta suurempi, koska ‘ylituotto’ jaetaan vakuu-
tetuille lisdetuina (asiaa tarkastellaan lahemmin seuraavassa kappaleessa). Optiolla on
kuitenkin tietty arvo vakuutetulle. Yhtion ndkokulmasta ndiden optioiden kayttédminen
on ongelmallista, koska tdmaé lisdé tulevien kassavirtojen epavarmuutta.

Lisdhde kohtaan 7: Dickson et al. (2009).
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8 Ylijjaaman muodostuminen

Kuten aiemmin on todettu, asetetaan vakuuttamiseen liittyvét keskeiset parametrit varo-
vaisesti. Esimerkiksi korkoutuvuus on yleenséa ‘pieni’. Kuolemanvaravakuutuksessa ‘suuri’
kuolevuus voidaan katsoa myods varovaiseksi oletukseksi (elaménvaravakuutuksessa taas
‘pieni’ kuolevuus on varovaisuutta). Kutsutaan niitd vastuuvelan laskennassa kdytettavia
parametreja 1. kertaluvun perusteeksi (first order basis).

Varovaisuusperiaatteen taustana on turvata vakuutetut edut. Seurauksena on, ettd
vakuutusyhtiolle (tyypillisesti) syntyy systemaattista ylijidméaé. Perusteltua on kiyttaa
syntynyt ylijadmé vakuutettujen hyvéaksi.

Ylijadman madra pystytddn selvittaméan vasta jéalkikdteen objektiivisesti. Annettu-
na hetkené havaitaan toteutunut korkoutuvuus, kuolevuus jne. Todellista kuolevuutta ei
tarkkaan ottaen havaita, mutta toteuma antaa kuitenkin aiheen sen uudelleenarviointiin.
Merkitaén havaittuja suureita symboleilla 6%, u* jne. Kutsutaan todellisia parametreja 2.
kertaluvun perusteeksi. Kuolevuuteen p* ja korkoutuvuuteen 0* liittyvid muita symboleja
merkitdan myos tahdelld varustettuna, esimerkiksi p?, ¢r,".

8.1 Diskreetti kuolemanvaravakuutus

Tarkastellaan kuolemanvaravakuutusta, josta korvataan méaéra S kuolinvuoden lopussa,
mikali tdméa on korkeintaan n. Vakuutettu olkoon x-ikdinen ja vakuutus kertamaksuinen.
Maksun suuruus olkoon P.

Ensimmaisen vuoden satunnaisyliyjaimd n, on

m=(1+1i)P—-S1(T(z) <1) = V(1)1(T(z) > 1),
missé 7 on toteutunut sijoitustoiminnan tuottoaste. Vastuuvelka V(1) méérdtaan 1. ker-
taluvun perusteilla. Tuottoina yhtié saa siis méérén (1 + if) P, kuluja syntyy kuolinta-
pauskorvauksista. Lisdksi yhtion on varauduttava tuleviin korvauksiin vakuutetun eldessa
hetkelld yksi.

Yhtiotasolla ylijaama voidaan kuvata odotusarvona kiyttden havaintoihin perustuvaa
kuolevuutta p*. Tama on yhteensopivaa vakuutusmaksujen ja vastuuvelan méarédamispe-
riaatteiden kanssa. Merkitdan hetkeen k£ mennessa kertynytta keskimaaraistettya ylijaa-
maé symbolilla Y. Siis

Yy = (1+4])P — Sqz — V(1)p;.
Merkitaadn 1+ 45, = ef:fl 8(=)ds 5ll5in
P=(1+1i)""Sq+ (14 i1)"'V(1)p.,
joten
Yi=(1—ia)P =50 —a) - V()@ - p)
= (if —i)P = (S = V(1) (4} — ¢x)-
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Ylijddma syntyy siis siitd, ettd i ylittdd i3 tai ¢& alittaa g,:n. Suure S — V(1) on
riskisumma, joka kuvaa kuolintapauksessa syntyvéia kokonaiskulua.

Yleisesti vuonna k yhticlld on kiytettavissaén elossa olevaa vakuutettua kohti méara
V(k —1) vuoden alussa. Tamé& yhdessé sijoitustuottojen kanssa vastaa tulevia korvauksia
odotusarvotasolla (1. kertaluvun peruste). Satunnaisylijadmé vuonna k on

me=1+i)V(k—-1)=S1(T(x+k—-1)<1) = V(k)L(T(x+k—-1)>1).
Odotusarvotasolla ylijadméksi saadaan vuonna k

yp = (L +d)V(k—1) - Sq;-s—k—l - V(k)p::+k—1
= (i — i)V (k=1) = (S = V(5) (¢hrir1 — Gath-1)-

Mikali kertyneet ylijadmét aiemmilta vuosilta ovat yhtion hallussa, tulee néille my6s hy-
vittad korkotuotto. Néin ollen

k

Yi = Z(l +ijy) (L4105 Y5
=1

8.2 Yleinen kuolemanvaravakuutus

Tarkastellaan ylijaaméan muodostumista kuolemanvaravakuutuksessa, jossa kuolinhetkel-
14 T'(z) = t korvataan méara S(t). Oletetaan, ettd S on jatkuva. Olkoon vakuutuskauden
pituus n ja vakuutettu alussa z-ikdinen. Vakuutusmaksua maksetaan jatkuvasti intensi-
teetilld B koko vakuutuskauden ajan. Téstd kuormituksen osuus on k5.

Toisen kertaluvun perusteet olkoot p*,0* ja k*. Téssd k* on toteutunut liikekulu suh-
teessa B:aan. Oletetaan, ettd u, u*, 0% ja k* ovat jatkuvia. Lisiksi B oletetaan ekvivalens-
siperiaateen mukaiseksi. Ylijadmaa ei palauteta vakuutusaikana.

Tarkastellaan ylijddmén muodostumista hetkellé ¢ elossa olevalle vakuutetulle. Olkoon
tamé y,(A) hetkelld ¢t + A (kumuloitunut ylijaidma valillé [t, ¢ + A)). Télloin

t+A §*

3 t+A 3
YD) = el 2 FOEY () £ BA — S(t)adr, / k*(5)Bds — apt V(i + A) +o(A),
t

kun A — 0+. Jatkuvuusoletusten nojalla

y(A) =V () + 5V (t)A + BA
~ S (@ + DA — K (O)BA — V({E+ A) + @z + DV (A + o(A).

Siis

(8.1) Y (0+) = =V'(t) + (0" (t) + p*(x + 1)) V(t) + B— S(t)u*(z +t) — k*(t) B.
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Toisaalta Thielen yhtélon nojalla

V'(t) = (6(t) + plz + 1))V () + B — S(t)u(z + t) — kB,

joten

yi(04) = (0°(1) = 6@V (t) = (S() = V(1) (" (z + 1) — plx + 1)) + (k= £ (1)) B.

Ylijaamaa syntyy siis varovaisten korko-, kuolevuus- ja liikekuluoletusten takia.
Olkoon Y; hetkeen ¢ mennessa kertynyt kokonaisylijadma. Dynamiikka on

Yiea =Y, + 0" (0)YiA + pro(t)A + o(1)A,
missé o(t) = y;(0+). Siis
¢
o= / el S0t i o(s)ds.
0

Diskonttaamalla hetkeen nolla saadaaan
e—jgl 5*(u)qun — / e fOs (5*(u)+#*(m+u))du [B . B*j| dS,
0

missé B on 1. kertaluvun ja B* 2. kertaluvun perusteen mukainen vakuutuksen brutto-
maksuintensiteetti. Nimittdin kaavan (8.1) nojalla

o fon 5*(u)qun _ / - fOS 5*(u)dusng(s)ds
0

= /" e o (5*(“”“*(“"))@[ —V'(s) 4+ (6*(s) + p*(z + 5)) V(s)]ds

n / e Jo (5*(U)+M*(x+“))d“ [B* —Ss)pu(x+s) — H*(S)B] ds
0

N /n = I (5*(u)+u*(x+u))du (B o B*)dS
0

Ensimmaéinen integraali on
P ey o
0

silld V(0+) = V(n—) = 0. Toinen integraali on my6s nolla, koska B_* on 2. kertaluvun
perusteilla madratty (todellista hoitokulua x* ei ole téssd suhteutettu B*:een vaan B:aan).

Lisaldhteitd kohtaan 8: Ramlau-Hansen (1995) ja Norberg (2001).
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9 Monitilaiset mallit

Téhén astisissa tarkasteluissa korvaukset ovat riippuneet vain siitd, onko vakuutettu (va-
kuutetut, edunsaajat) elossa vai ei. Yleisemmin on tarvetta tarkastella vakuutuksia, joissa
korvaukset riippuvat vakuutetun tilasta. Tila voi olla esimerkiksi ‘aktiivi’, ‘tyokyvyton’,
‘kuollut’. Asiaa havainnollistaa kuva 9.1. Nuolet kuvaavat mahdollisia siirtymisié tilojen
valilla.

Tarkastellaan yleisemmin malleja, joissa mahdollisten tilojen joukko

E={1,...,N}

on aarellinen. Olkoon Z(t) on vakuutetun tila hetkelld t. Taustalle ajatellaan todennékdi-
syyskenttéd (2, F,P), jossa kaikki muuttujat Z(¢) on mééritelty. Oletetaan siis, etté

P(Z(t) € E) =1

kaikilla ¢ > 0. Joukkoa E kutsutaan prosessin tila-avaruudeksi. Vakuutetun tilaa on tar-
peen tarkastella stokastisena prosessina. Téta varten tarvitaan konkreettinen malli pro-
sessille Z.

Korvaus edelli esitetyssi esimerkissd voisi olla esimerkiksi S1 (Z (t) = 2) dt. Siis tyo-
kyvyttomaélle maksetaan jatkuvaa elikettd madra S aikayksikossa.

9.1 Markov-hyppyprosessista

Oletetaan jatkossa, ettd {Z(t) |t > 0} on Markov-prosessi. Intuitiivisesti, tulevaisuuden
nakymat riippuvat vain nykytilasta, mutta eivéit siitd, miten tilaan on tultu. Talléin esi-
merkiksi kaikilla 0 <t; < ... <t,, J1,...,Jn € E, n € N,

(9.1) P(Z(ta) = ju| Z(tn-1) = Ju-1,---, Z(t1) = j1) =P(Z(tn) = jn | Z(ta-1) = jn-1),

edellyttéen, etté P(Z(tn_l) = Jn-t1,.--,Z(t1) = jl) > (. Laajemmin, Markov-prosessilta
edellytetasan, etta kaikilla u > ¢ > 0,

(9.2) P(Z(u) =k | o(Z(s),s < t)) = P(Z(u) =k | O’(Z(t))),

missé o() tarkoittaa suluissa olevien muuttujien generoimaa sigma-algebraa. Tata kutsu-
taan Markov-ominaisuudeksi. Hyodyllisté on havaita, etté sigma-algebran o (Z(t)) joukot
ovat tyyppia {Z(t) = j} olevien joukkojen yhdistelmid. Kaavan (9.2) oikean (ja siis myos
vasemman) puolen mahdolliset arvot ovat

P(Z(u) =k|Z(t) =3), JjeFE.
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Oletetaan jatkossa, ettéd prosessin realisaatiot ovat oikealta jatkuvia eli etté kaikilla w,
kuvaus

f:l0,00) = B, f(t)=2(t) (=Z(t)Ww))

on oikealta jatkuva. Lisdksi oletetaan, ettd vasemmanpuoleiset raja-arvot limg ., Z(s)
ovat olemassa. Télloin Z on cadlag-prosessi.
Merkitdan

Py(t,u) =P(Z(u) = k| Z(t)=j), 0<t<wu, jkek.
Néita kutsutaan siirtymdtodenndkdisyyksiksi. Yhtaloiden (9.1) nojalla

(9:3) P(Z(ty) = ji,- - Z(tn) = jn| Z(0) = jo)
= Pj0j1 (0’ tl)Pj1j2 (tla t2> T Pjnfljn (tn—la tn)-

Prosessin tilan hetkelld 0 oletetaan olevan kiinted j, € E. Tata kutsutaan prosessiin alkuti-
laksi. Yhtélon (9.3) nojalla siirtyméatodennakoisyydet madraédvit prosessin darellisulottei-
set jakaumat. Talloin maaraytyy yksikasitteisesti kaikkien sigma-algebran U(Z (s); s < t)
joukkojen todennakoisyydet.

Tarkastellaan asiaa toisesta ndkokulmasta. Oletetaan, ettd on annettuna erddt funktiot
Pj - R? — R kaikilla j, k € E. Oletetaan, ettd ndmé tdyttivat ehdot

(9.4) Py(t,u) >0, VO<t<u, jkeEE,

(9.5) Y Pytuy=1, VO<t<u, j€E,
keE

(9.6) > Pin(t,8)Pur(s,u) = Py(t,u), VO<t<s<u, jk€éE.
meFE

Maaraamalla kaavalla (9.3) prosessin dérellisulotteiset jakaumat voidaan muodostaa Markov-
prosessi, jonka siirtymatodennékoisyydet ovat juuri funktiot Pj,. Todistusta ei esitetd
kurssilla.

Triviaalia on, ettd jokainen Markov-prosessi toteuttaa ehdot (9.4) — (9.5). Ehdot (9.6)
muodostavat Chapman-Kolmogorov -yhtdlét. Tulkinta on, etté siirryttiessa tilasta j tilaan
k valilla [t, u], tulee hetkelld s € (¢, u) olla jossain tila-avaruuden tilassa.

Rajataan tarkasteltavaa prosessiluokkaa vield vaatimalla, ettd P (-, u) ja Pjx(t, ) ovat
jatkuvia kaikilla t,u > 0 ja j, k € E, ja ettd

(97) lim ij(t,u) = 5jk7 Vi,keE, t>0,

u—t+

missé d;; = 1 ja 0, = 0, kun j # k. Sovitaan vield, ettd Pj(t,t) = d;,, Vt > 0.
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9.2 Yksinkertaisia esimerkkeja

Aiemmin esitetyt elossaolotarkastelut ovat esimerkkeja Markovilaisista malleista. Yksin-
kertaisimmillaan tiloja on kaksi: elossa, kuollut. Asiaa havainnollistaa kuva 9.2. Olkoon
henkil6 alussa z-ikdinen ja T' = T'(x) jéljelld oleva elinaika. Asetetaan

Z(t) =1(T > t)+21(T < t).

[Imeisesti
Pll(t, U) = IP)(T >Uu | T > t) = u—tPx+t;
P12(ta U) = u—tq:c+t7
P21 (t, U) = 0,
PQQ (t, u) =

Tila 2 on absorboiva, silla sieltd ei ole siirtymédmahdollisuutta muihin tiloihin. Yhtalot
(9.3) toteutuvat. Esimerkiksi

(9.8) P(Z(t1) =1,Z(tz) =1, Z(t3) =2) =P(T > 15, T < t3)

= toPx ts—toQutto = t1Px to—t1 Pr+ty ts—toQur+ts

= P11(0,t1) Pi1(t1,t2) Pia(ta, t3).

Yhtalot (9.4)-(9.5) seuraavat suoraan siitd, ettd Z(u):mn ehdollinen jakauma ehdolla
Z(t) = j on todennékéisyysmitta. Samoin (9.6) on triviaali, silld

{Z(u) =k} ={Z(u) = k, Z(s) = 1} U{Z(u) = k, Z(s) = 2},
joten yhtélon (9.8) tapaan

Paltou) = P(Z(u) = k| Z(1) = )

= D> P(Z(w) =k, Z(s) =m| Z(t) = j)
— Zij(t,s)Pmk(s,u).

Kohdan 3.4 kilpailevien kuolinsyiden teorian asetelmaa havainnollistaa kuva 9.3. Téssé
E =1{0,1,...,n}. Tila on nyt

20)= Y AT <1T=T))

J=1
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missé 7T on elinaika, kun j on ainut kuolinsyy ja 7' = min(73, ..., T,). Olettaen, ettd
(9.9) P(T; =T;) =0, Vi#j,

Z(t) ilmaisee kuolinsyyn (tai ettd vakuutettu eldd, jos Z(t) = 0). Tamé péitee, jos
Ti,...,T, ovat riippumattomia. Heikompi vaatimus (9.9) on téssid ympéristossd myos
késiteltdvissd. Markov-ominaisuus on suoraviivaisesti todettavissa. Jos esimerkiksi j # 0,
niin
P(Z(t1) =0,..., Z(tm-1) =0, Z(tm) = j) =P(T € (tm-1,tm), T =Tj)
=P(T > t,1)P(T € (tm-1,t ] T=T | T>tn )
~—
—{Z(t-1)~0,Z(tm) =i} =1Z(tm-1)=0}
= ]P)(T > tl)]P)(T > 1y | T > tl) s H’D(T > o1 | T > tm—Q)POj(tm—lytm)
= Poo(0, 1) Poo(t1, t2) - - - Poo(tm—2 tm—1)FPo; (tm—1, tm).

Yhtalot (9.4)-(9.5) toteutuvat samoin perustein kuin edellisessé esimerkissé.

9.3 Intensiteettimallit

Pidemmalle menevien tulosten saamiseksi oletetaan viela, ettda, Vi, k € E, t > 0, on
olemassa raja-arvo

Py(t,t+ A)

(9.10) lim —

Ao A = pir(t), J#k-

Funktioita pj; kutsutaan surtymdintensiteeteiksi. Pysyvyysintensiteetit pj; maaritellaan
ehdosta

(9.11) i == > Mk
ey

Oletuksesta Pj(t,t) = 0;;, seuraa, etté

o+

ou

missi Z- " tarkoittaa oikeanpuoleista derivaattaa. Yht&ls (9.12) seuraa suoraan (9.10):sta,

kun j # k. Jos taas j = k, niin

(9.12) ik(t) = =—Pji(t, u) u=t,

Pt t+ A) = Py(t,t) =1 =) Pylt,t+A) -1
k#j

== A+ 0(A) = (A + o(A).
[y

Tésta (9.12) seuraa.
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Lause 9.1. Oletetaan, ettd siirtymdintensiteetit i, ovat jatkuvia. Silloin

8
(9.13) Pii(t,w) Z P (t, w) prmge (w)
mekE
ja
(3
(9.14) gn Pj(t, u) Z i (8) P (T, w),
meFkE

Vi,ke E,0<t<u.

Yhtaloita (9.13) ja (9.14) kutsutaan Kolmogorovin forward- ja backward-yhtiloiksi. Jat-
kossa siirtymaintensiteetit oletetaan aina jatkuviksi.

Lauseen 9.1 todistus. Olkoon A > 0. Talloin

Pt u+ A) = Pi(t,u) P (u, v + A)

mekr
=) Piult, w) i (W) A + Pig(t, u) [1+ i (w) A] + 0(A).

mekr

m#k
Siis

Pip(t,u+ A) = Pir(t,u) = > Pio(t, ) () A + o(A).
mek

Tésté seuraa, ettd (9.13) pétee, kun - korvataan oikeanpuoleisella derlvaatalla . Tasta

saadaan (9.13), silla yleisesti, jos

o+
0 (u) = g(u), sopivalla vélilla

missé [ ja g ovat jatkuvia, niin itse asiassa %f(u) on olemassa. Yhtalon (9.14) todistus
on analoginen. O
Otetaan kiyttoon matriisimerkinnét
P(t,u) = (Pj(t,u))
ja
Q(t) = (i (1)),

J, k € E. Talloin Q(t) on intensiteettimatriisi hetkella ¢.
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Matriisin derivointi ja integrointi tarkoittavat seuraavassa vastaavia alkioittaisia ope-
raatioita. Forward- ja backward-yhtalot voidaan nyt esittdd muodossa

0
%P(t,u) = P(t,u)Q(u)

ja
0

Lemma 9.2. Oletetaan, etti intensiteetit j;; ovat rajoitettuja valilld [t,u]. Silloin mat-
TSN

= ([ ([ ([ - m)n ) Yo

elementit ovat itseisarvoiltaan korkeintaan (NK)Z# katkilla n > 2, missd

K =sup {|ur(s)|; j,k € E, s € [t,u]}.
Todistus. Ilmeisesti matriisin

Qun) -+ Q(ua)

elementit ovat itseisarvoltaan korkeintaan (N K)", joten tarkasteltavan integraalin alkiot
ovat itseisarvoltaan korkeintaan

wr [([[ (- f" o) )on

Integroimisalue on siis

{(ul,...,un)|t§un<un_1§...§u1§u}.

Integraalin arvo ei muutu, jos muuttujia ug, ..., u, permutoidaan. Suorittamalla kaikki
permutaatiot ja laskemalla syntyvét integraalit yhteen saadaan integraali yli suorakulmion
[t,u]™. Koska permutaatioita on n! kappaletta, saadaan lemman ylaraja. O

Lause 9.3. Oletetaan, ettd intensiteetit ji;; ovat jatkuvia vdlilld [0,0]. Silloin kaikilla
0<t<u<hb,

Pt,u) =1+ /tu Q(s)ds + Y Ry(t,u),

n>2

missd R, (t,u) on kuten lemmassa 9.2 ja I on N -ulotteinen identiteettimatriisi.
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Todistus. Forward-yhtaldiden ja alkuehtojen (9.7) nojalla
P(t,u) =1+ /tu P(t,u)Q(uy)duy.
Soveltamalla téatd oikeaan puoleen saadaan
P(t,u) =1+ /tuQ(s)ds + /t“ (/tu1 P(t7u2)Q(u2)Q(u1)du2) duy

ja edelleen

P(t,u) =1+ /u Q(s)ds + ZRn(t,u) + Em,
¢ n=2

e = /t (/tu (/tum P(t,um)Q(um)n-Q(ul)dun) ) dus.

Koska matriisin P(t,u,,) elementit ovat rajoitettuja, suppenee &,, kohti nollaa lemman
9.2 nojalla. Lauseen véite seuraa tésté. ]

misséa

Lause 9.1 antaa tavan maaratd Markov-prosessin siirtyméatodennikoisyydet, kun in-
tensiteetit on annettu. Usein differentiaaliyhtélot (9.13) ja (9.14) pystytéén ratkaisemaan
vain numeerisesti. Toinen tapa on soveltaa lausetta 9.3. Likiarvoja siirtyméatodennakoi-
syyksille saadaan ottamalla huomioon riittédva méaéaréd termejéa lauseen sarjasta.

Sovelluksissa on yleensd mukavinta estimoida juuri intensiteetit ja méaarata siirtymaéa-
todennékoisyydet erimerkiksi forward-yhtéloistd. Kuten seuraavassa nahdéain, ratkaisut
madraavat Markov-prosessin. Siirtymétodennédkoisyyksien suora estimointi on hankalam-
pi tehtava, koska ne sisdltavit kaksi aikaparametria ja lisdksi on huolehdittava yhtaloiden
(9.6) toteutumisesta.

Lause 9.4. Olkoon Q(t) = (u;(t)) intensiteettimatriisi kaikilla t > 0. Toisin sanoen
pin(t) > 0,95 £k, pyi(t) = = px(t).
e

Oletetaan, ettd intensiteetit p;, ovat jatkuvia. Silloin on olemassa Markov-prosessi, jonka
intensiteettimatriisi on Q(t) kaikilla t > 0. Erityisesti siirtymdtodenndkdoisyydet toteutta-
vat lauseen 9.1 differentiaaliyhtdlit.

Todistus. Lemman 9.2 merkinnéin matriisin R,,(¢,u) alkioille R, (¢, u);; pétee

D Ra(t,w)i |

n>2
- (NK)"(u—1t)" _ _NK(u—t)
e n! B '
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Sarja siis suppenee itseisesti, joten voidaan maééritella matriisit B(t,u) ehdosta

(9.15) B(t,u) = I+/u Q(S)ds+ZRn(t,u).

n>2

Tavoitteena on osoittaa, ettd matriisin B(t, u) elementit antavat vaaditut Markov-prosessin
siirtymatodennakoisyydet.
Osoitetaan ensin, etté

(9.16) B(t,u) =1+ /u B(t, s)Q(s)ds.
Ensinnékin

;Rn(t,u)
/tu1 Q(ug)dug + Z/tul < . </t“"1 Q(uy) - --Q(ug)dun) ) du2] Q(ur)du,

/u
t n>3

_ [ u Q(us)dus + Bt ur) — I — /t Q(s)ds] Q(ur)dus.

Siispé,

B(t,u) = I+ /tu Q(s)ds + /tu (B(t,uy) — I) Q(uy)duy
= I+ /tu B(t, s)Q(s)ds,

joka on juuri (9.16).
Seuraavaksi ndytetdan, etté

(9.17) B(t,u) =1 —i—/ Q(s)B(s,u)ds.
t
Fubinin lauseen nojalla

Ry(t,u) = Qun) - Qui)L(u > ur > ug -+ > uy > t)
R™

_ /tu(/u:j...(u:Q(un)---Q(ul)dul)-~~)dun
_ t“@(un) [/u ( . (/J:Q(un_l) - --Q(ul)dul) ) dun_l} du,

= /UQ(un)Rn_l(un,u)dun.
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Siispé

SO R(tu) = /t (/tu Q(UQ)duz) Q(ul)dul+Z/tuQ(s)Rn_1(s,u)ds

) - [ (Q(s) [ @twin [;s,u) -1-f “Q@)dvb ds
= [ QB [ ais

Tésta (9.17) seuraa.
Tulosten (9.16) ja (9.17) nojalla matriisille B(t, u) pétee

(9.18) B(t,t) = I, VYt>0,
(9.19) % B(t,u) = B(t,u)Q(u), V0<t<u,
(9.20) %B(t,u} = —Qt)B(t,u) V0<t<u.
Erityisesti kaikilla j # k,

. Bup(t,t+A) . Bul(t,t+A) — Bul(t,t)
(9:21) Ah_%lJr A Ah—{g-‘r A

= D Bin(t: )pte(t) = juju(t).
mekE

Osoitetaan, ettd B-funktiot toteuttavat ehdot (9.4) — (9.6). TAlloin tiedetédén, ettéd ne
médrddvat Markov-prosessin. Edelld esitetyn nojalla intensiteettimatriisi on Q(¢) kaikilla
t>0.

Todistetaan ensin yhtélo (9.5). Olkoot ¢ > 0 ja j € E kiinteitd. Méaaritelldan kuvaus
f:[t,0) — R ehdosta

f(u) = Z Bjk(t7u)'
kel
Tuloksen (9.19) nojalla

F) = >3 Bim(t, w)prm(w)

keE meE
= > Bjm(t,u) > pir() = 0.
meEk keE

Siis f on vakio ja
flw) = Jim f(5)

Bj;(t,t) = 1.
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Tamé todistaa yhtéalon (9.5).
Todistetaan seuraavaksi (9.6). Olkoot 0 < ¢ < u ja j, k € E kiinteita seki

$) =Y Bjm(t,s)Bu(s,u), s € [t,ul.

meFE

Tulosten (9.19) ja (9.20) nojalla

ZB]mts Bk(s,u +Z< jmts)Bmk(s,u)

mek meFkE
= - Z Bjm(t, S)ZMW By(s,u) + Z <Z i (t, S) trm (s )) Bg(s,u) = 0.
melE rek meE

Siis g on vakio ja
g(s) = lim g(v) = Bji(t, u).

On vield todistettava (9.4). Oletetaan aluksi, ettéd 1, (uw) > 0 kaikilla u > 0 ja kaikilla
j # k. Oletetaan, ettd olisi

Bji(t,u) <0 jollain 0<t<wu, j#k.
Kiinnitetdén téllainen ¢ ja merkitaan
w = inf{u > t| Bjx(t,u) < 0 jollain j, k € E}.
Hy6dynnetéén jo saatuja tuloksia (9.19) ja (9.21). Koska B,;(t,t) = 1 ja kaikilla j # k,
Bt t + A) = puiu(t) A+ o(1)A, A — 0+,
niin véalttaméatta u > ¢. lmeisesti By (t,u) = 0 erddlle j, k € E ja lisdksi
Bjr(t,u) <0 kaikilla wu € (u,u+ A)

erddlle A > 0. Koska (9.6) toteutuu, niin kaikilla u > u,

Bji(t, u) Z B (t, u) Bk (u, u).
meE
TaAmé4 on ei-negatiivinen, koska Bj,(t,u) > 0 ja By (u, v) > 0, kun v —u on pieni. Saatiin
ristiriita.
Mikali intensiteetit eivit ole aidosti positiivisia, tarkastellaan ensin intensiteettimat-

viiseja Q°(1) = (45, (1)),

5e(t) = ps(t) +e, J#F,

155 (t) = py(t) — (N = 1)e,
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missd € > 0. Jo todistetun nojalla tité vastaa perhe {B(t,u)} siirtymétodennéakoisyys-
matriiseja, joka méardytyy kaavan (9.15) mukaisesti, kun @ korvataan matriisilla Q°.
Kaavan sarja suppenee tasaisesti, kun ¢ vaihtelee alueessa [0, 1], joten

B*(t,u) — B(t,u), kune— 0.

Koska perhe {B¢(t,u)} toteuttaa ehdon (9.4), niin samoin toteuttaa {B(t,u)}. O

9.4 Kolmitilainen malli

Tarkastellaan esimerkkind kohdan 9 alussa esitettyd kolmitilaista mallia. Intensiteettien
{t;; oletetaan tayttavan lauseen 9.1 ehdot. Oletetaan, etté z-ikdinen vakuutettu on tilassa
1 hetkelld 0. Tkd on jo huomioitu intensiteeteissa eiké sitd merkitd jatkossa nakyviin.
Merkitéén lyhyesti Pp(u) = Pix(0,u), k € E. Forward-yhtdlot koskien todennékoisyyksia
Pr(u) ovat

dPi(u) = —paa(u) Pr(u)du — pz(u) Pr(u)du + pior (u) Po(u)du
(9.22) dPy(u) = —pon(u) Po(u)du — pioz(w) Po(u)du + puro(u) Pr(u)du
dPs(u) = pis(u)Py(u)du + poz(u) Pe(u)du.

Yhtalot on ylla muodostettu suoraan kaaviosta ‘virtaus’-ajattelulla. Muodollisesti lauseen
9.1 mukaan ensimmaéinen yht&lo on

dPy(u) = Py (u)pgq () du + Py(u)pio1 (u)du + P3(u) psy (w)

=Py (u) (—pr2 () ~pr3(w)) =

= [—p12(u) Py (u) — pas(u) Py(w) + pio1 (u) Po(u)] du.

Ryhmén (9.22) alkuehtona on P;(0) = 1, 2(0) = P3(0) = 0. Kahdesta ensimmaéisesté
voidaan ratkaista Pj(u) ja Py(u). Niistd saadaan Pj(u) kiyttden viimeistd yhtalod tai
helpommin toteamalla, ettd Py(u) =1 — Py(u) — Py(u).

Markovilainen malli ei valttamétta kuvaa todellisuutta kovin hyvin. Esimerkiksi pitka
tyokyvyttomyysaika vaikuttaa vakuutetun tulevaisuuden ndkymiin. Tétd ominaisuutta ei
edella esitetty malli pysty tuottamaan. Parannusta voidaan hakea lisdamalla tiloja malliin.
Esimerkiksi tilan 2 (tyokyvyton) jakaminen tyokyvyttomyyden syyn mukaan saattaisi
parantaa asiaa. Tatd havainnollistaa kuva 9.4. Intensiteetit tiloihin 2a ja 2b ovat siis
tyypillisesti erilaisia. Sama koskee mainituista tiloista ldhtevia intensiteetteja.

Voidaan myos ajatella, ettd aiempien tyokyvyttomyyskertojen lukumaéra tulisi ottaa
huomioon tulevaisuutta arvioitaessa. Télloin voidaan jakaa seké tila 1 ettd tila 2 kuvan
9.5 mukaisesti. Tasséd esimerkiksi tila 16 sisdltda informaationa sen, ettd vakuutettu on
ollut vahintaan kerran tyokyvyttomana.
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Yleisesti ryhmé (9.22) joudutaan ratkaisemaan numeerisesti. Vakiointensiteettien ta-
pauksessa saadaan ratkaisu suljetussa muodossa. Tarkastellaan tatd lahemmin. Oletetaan,
ettd pia, fo1, f13, t2z > 0. Saadaan

(9.23) Pl(u) = —(pi2 + pr13) Pr(u) + po1 P ()
Py(u) = —(pa1 + pos) Po(u) + 2P (u)
alkuehdoilla P;(0) = 1, P,(0) = 0. Ensimmaisestd yhtélostd saadaan
1
(9.24) Pa) = — [Pi(0) + sz + pao) i)
21

Sijoitetaan tdmaé jalkimmaéiseen yhtaloon, jolloin saadaan

P (u) + (pa2 + pas + pior + pia3) Py(u) + [(,um + p113) (Ha1 + poz) — /L12M21} Py(u) = 0.

(. S Na —~,

-~

A B

Tamé on vakiokertoiminen lineaarinen differentiaaliyhtalo, joka voidaan ratkaista ana-
lyyttisesti. Olkoot nimittain r; ja ro yhtédlon

P+ Ar+B=0
ratkaisut. Nama ovat reaalisia, silld diskriminantti on
D= A®>—4B

= (p12 + M13)2 + 2(p2 + pas) (21 + pios) + (po1 + M23)2
— 4(p12 + pas) (o1 + pos) + 4paapion

2
= [z + pas — (o1 + piag)|” + 4puopar > 0.

Nahdaan myos, etta juuret ovat erisuuret. Olkoot namaé ry ja ro. Tall6in tunnetusti yleinen
ratkaisu on
Pl(u) = Olenu + OQ€T2U, 01, Cy eR.

Vakioiden mééradmiseksi kdytetddn ensin alkuehtoa P;(0) = 1, joten

(9.25) Ci+Cy=1.

Toisaalta yhtaloiden (9.23) nojalla kiyttden alkuehtoa P»(0) = 0 saadaan
Pi(0) = —(pu2 + pa3).

Siis

(9.26) Ciry + Corg = — (12 + p113)-

Koska 71 # 19, ratkeavat vakiot C} ja Cy yhtaloistd (9.25) ja (9.26).
Todennékoisyys Py(u) ratkaistaan sijoittamalla saatu Pj(u) ryhmén (9.23) jalkim-

maéiseen yhtéaloon ja kiyttamalla alkuehtoa P,(0) = 0, tai helpommin suoraan yhtalosta
(9.24).
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9.5 Polkutarkasteluja

Tarkastellaan kohdan 9.3 mukaisia intensiteettimalleja. Oletetaan, etta intensiteetit ovat
jatkuvia.

Lemma 9.5. Olkoon b > 0 kiinted ja

M —max{ZPmp(u,s)upr(s) |0<u<s<b mre E} < 00.

peE
Olkoon [t,u) C [0,b) mielivaltainen. Silloin
P(vililld [t, ) vihintdin k hyppyd) < Ci(u —t)*
kaikilla k = 1,2. .., missi C, = 2N M*,
Todistus. Merkitéan

=0,1,...,2"

t+
AP = {Z <u§?)) #* 7 <u§ﬁl> N ( ) # Z( ]k+1)

jollain0§j1<...<jk§2"—2}

Y

ja
A = {vahintddn k hyppyéa valilla [¢t,u)}.
Selviisti A™ C A, joten

(9.27) P (A™) < P(A).
Olkoon w € A. Talloin on olemassa sellaiset si,...,s,41 € [t,u), $1 < So < ... < Sgi1,
etta

Z(Sj+1) %Z(Sj), j: 1,1{3
Koska polut ovat oikealta jatkuvia, voidaan méarata sellainen € > 0, etté
Z(s) = Z(s;), Vs € [sj,s;+¢), j=1,....k+1

Nihdéén, ettd w € A™, kun =t < e, joten arvion (9.27) nojalla

(9.28) lim P (A™) = P(A).

n—oo

Selvéasti

Z Z Z P’mlTl( j1 ) 5111> . Pmk'f‘k <u§:)7u§:ll>

J1seensJke M1FTL MEFATk
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Lauseen 9.1 nojalla

()

< S S [ R (45) o 1

JlseensJk M1FTY my#ry Y Y peEE
(n)

/(:+1 Z Py (u ( o, ) pry (8)ds

Jk peEl
2TL
< (k)N%M’“ (27" (u—1)".
Kun n on riittdvén suuri, on raja-arvon (9.28) nojalla

P(A) < 2P (A™) < 2N M*(u — t).

Usein on tarvetta tarkastella todennékoisyyksiéa
Pj;(t,u) = P(tilassa j pysytéin aikavili [t,u])
ja
Pji.(t,u) = P(tilasta j siirrytiéin suoraan tilaan k vililld (¢,u) ja
sielld pysytéaan hetkeen u saakka), 7 # k.

Todennékoisyydet tulkitaan ehdollisiksi (ehtona on ‘ollaan tilassa j hetkelld ¢7). Tésmaél-
lisesti

Pyj(t,u) =P(Z(s) = j,vj € [t,u] [ Z(t) = j),
Pi(t,u) =P U {Z(s) =j,Vs €[0,s0), Z(s) = k,Vs € [so,u]}| Z(t) =
s0€[t,u]
Huomautus 9.1. Olkoon u € [0,b) ja A > 0 pieni. Silloin
Pji(u,u+ A) < Pjj(u,u+ A) + CoA?
lemman 9.5 nojalla, joten
Pjj(u,u+ A) = Pjj(u,u+ A) +o(1)A

tasaisesti, kun A — 0. Jos siis € > 0 on annettu, niin voidaan méaarata sellainen A, > 0,
etta
| Pjj(u,u+ A) — Pjj(u,u+ A) | <eA
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kaikilla u € [0,b], kunhan A < A.. Samoin

Pip(u,u+ A) = Pjp(u,u+ A) +o(1)A

tasaisesti vélilla u € [0, 8], kun j # k.

Huomautus 9.2. Hyppyjen lukumééra kiinteélla valilla [0, b) on dérellinen todenndkoisyy-
delld yksi. Nimittéin

P(hyppyja vahintdan R + 1)

b b 2b —1)b
<P (jollain valilla [O, E) , [E’ E) R, [%, b) vahintaan 2 hyppyéi)

b 2
< RCs (E) — 0, kun R — oo.

Lause 9.6. Olkoon P(Z(t) =7 ‘ Z(0) = jo) > 0 ja g,k € E, j # k. Silloin lauseen 9.1
oletuksin kaikilla 0 < t < u,

Pjj(t,u) = eli #is()ds
ja
pjk(t? u) = / ij(t, S)Mjk(S)Pkk(S,u)ds.
t

Todistus. Olkoon 0 <t < u ja A > 0. Huomautuksen 9.1 nojalla

Pij(u,u+ A) =1+ pj(w)A+o(1)A, A —0.
Siispa
(9.29) Pj(t,u+ A) = Pj(t,u) = Pj(t,u) [Py (u,u+ A) = 1]

= Pj(t,u)p;j(u)A +o(1)A.

Selvisti Pj;(t, ) on jatkuva, joten

9 _ .
el (t,u) = Pj;(t, u)p;(u).

Koska Pj;(t,t) = 1, saadaan todennikéisyydelle Pj;(¢,u) viitteen mukainen esitys.
Lauseen toisen viitteen todistamiseksi todetaan, ettéa
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Huomautuksen 9.1 nojalla

Pip(u,u+ A) = Py(u,u+ A) + o(1)A = pjr(u)A + o(1)A.
Yhdistdmalla tdma, (9.29) ja (9.30) saadaan

% 7jk(t; u) = ij(t, U)/ka(u) + ij(t, u),u]k(u)

Alkuehto on nyt Pj(t,t) = 0, joten ratkaisu on

Piy(t,u) = et Mk(sws/ Pyj(t, s)pji(s)e™ Jr et

t

:/ ij(ta S)Mjk(S)ef://'kk(v)dvds
t

= /tu P (t, s)pjk(s) Pk (s, u)ds.

]

Markov-prosessi voidaan myos konstruoida hyppyhetkien avulla. Olkoon E 4 absorboi-
vien tilojen joukko:

Ex={j € E|p(t) =0,Vk # jVt > 0}.

Merkitdan
pi(t) = () (= —pis(1))-
s
Asetetaan 79 = 0, &y = jo. Kun (79,&0), - - -, (Tn, &) on annettu, annetaan muuttujalle 7,44
tiheysfunktio

_ 7'1+'“+7"ﬂ+tﬂ (s)ds
an(Tl‘f‘-u"‘Tn'f't)e 1+t &n , > 07

kun &, ¢ E4 (jos &, € Eq, asetetaan 7,417 = 00, Tyio = 00,...). Tamén jilkeen &, 1:lle

annetaan todenndkoisyydet

Pk (T1 + -+ Tag1)
P& = k) = . Vk#£E,.
(&1 ) P, (T1+ oo 4 Tns) 7 &

Lopuksi olkoon
Y(t) =6, VEE[m4...4T0, T+ .+ Tus1).

talloin {Y'(¢)} on Markov-prosessi, jonka intensiteetit ovat {su;x}. Todistus on esitetty
lahteessd losifescu and Tautu (1973).

Konstruktio antaa erityisesti mahdollisuuden tuottaa Markov-prosessin realisaatioita
simuloimalla.
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Esimerkki 9.1. Olkoon Markov-prosessi kuten edelld ja alkutila jo. Olkoon m € E
kiinted. Kysytdan todennakoisyytté, ettd prosessi kiy tilassa m ennen hetked n. Olkoon
kysytty todennakdisyys Q. Siis

Q :P(Z(t) = m jollain t < n‘Z(O) Zjo)-

Tarkastellaan prosessia Z’, jonka tila-avaruus on E, alkutila jy ja intensiteetit p;;, kun
© # m. Intensiteetit j1,,,; asetetaan nolliksi. Intuitiivisesti,

(9.31) Q="P(Z'(n) =m|Z(0) = jo).

Tamé on méérattavissa esimerkiksi forward-yhtédléiden avulla. Perustellaan tulosta (9.31)
seuraavassa.

Olkoon K suuri ja t, = 2,r = 0,1,..., K. Tarkastellaan prosessia {Z(t)} néissé
pisteissa. Olkoon

) {inf{r | Z(t,) = m}

+00, jos Z(t,) # m,Vr.
Lemman 9.5 nojalla

Q = P < o00)+0(1)
= P(r"¥ < 00, jokaisella vililld [ty, tpy1] korkeintaan 1 hyppy) + o(1), K — oo.

Samoin
K
Q = ZIF’ (T(K) = 7‘) + o(1)
r=1

K
- Z Z PjOjl (th tl) T pjr72j7'71 (tT*% tT*1>F)jv-71m(tT*17 tT) + 0(1)'

r=1 ji,.., Jr—17£m

Lauseen 9.6 nojalla P-todenniikdisyydet ovat samat Z- ja Z’-prosessilla, paitsi jos tulotila
on m. Kuitenkin

tr
Py mltyssty) = / Py sty om(8)ds (1 + o(1))
tr—1

tasaisesti, kun K — oo. Edelld saatu summa approksimoi siis myos todennakdisyytta
P(Z'(n) = m), joten (9.31) on tosi.
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9.6 Vakuutusmaksut

Tarkastellaan yleistd kohdassa 9.3 esitettyd mallia lauseen 9.1 oletuksin. Oletetaan, etta
vakuutetulle maksetaan jatkuvaa korvausta intensiteetilld S;, kun vakuutettu on tilassa
7,9 =1,..., N. Maarataan tallaista sopimusta vastaava korvausten padoma-arvo. Tarpeel-
linen tieto tatéd varten on vakuutetun ikd sopimuksen tekohetkelld. Seuraavassa oletetaan,
ettd tdméa on jo huomioitu intensiteeteissé eikd alkuikdéd merkitd nédihin eikd myoskdaan
siirtymétodennakoisyyksiin. Olkoon alkutila j.

Olkoot tilaan j saapumishetket 71, 79, ... ja vastaavat poistumishetket o1, 09, .... Arvo
+o00 sallitaan néille hetkille. Korvausta maksetaan tilassa j aikavéleilla

(Tl> Ql)a (7_27 Q?)7 s

Huomautuksen 9.2 nojalla korvausjaksoja on aarellinen méarda kompaktilla valilla [0, b]
todennékoisyydelld 1. Valilla [0, 4] tilassa j maksettavien korvausten nykyarvo on
- W Nt sy
K;(b) =) 1(r, < b)e Jo" 3()ds / Sie” I Wt gy
k=1 Tk

J

NE

ok Nb .
I(m < b)/ e Jo 0)ds gy

1 Tk

i

L

b
/ e Jod&ds (7, <t < op)dt
170

e o2 N Y (1, <t < gyt
k=1

I
S—_ 7T
© I

=

Fubinin lauseen nojalla

b
B 0) = 5, [ e oo (
0

o0

ﬂ(Tk <t< Qk)|Z(O) :j0> dt
k=1

b
S; / e~ h 0P (Z(t) = j| Z(0) = jo)dt

0

b
5, [ e 500, 0t
0
Jos K on tilassa j maksettavien korvausten nykyarvo, niin nédiden pééoma-arvo on
BK,) =5, [ e H00n (0,0t
0

Vakuutuksen nettokertamaksu on siis

P=3 R0 =38, [ BOR 000

JEE JEE 0
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Mikéli vakuutusmaksuja maksetaan vain, kun vakuutettu on tilassa jo ja suoritukset ovat
jatkuvia intensiteettind P, saadaan ekvivalenssiperiaatteen mukainen P ehdosta

P /0 e Jo5&sp. (0, ¢)dt = P.

Mikali maksua maksetaan korkeintaan h vuotta (ikdén x4+ h asti), méardytyy intensiteetti
ehdosta

h
P/ e~ Jo0&)dsp. . (0, t)dt = P.
0

9.7 Vastuuvelka

Tarkastellaan kohdan 9.6 mukaista vakuutusta hetkelld ¢ > 0. Oletetaan myos, ettd va-
kuutusmaksua maksetaan tilassa j, jatkuvasti intensiteetills P korkeintaan h vuotta so-
pimuksen tekohetkesta.

Vastuuvelka maaritellin aiempaan tapaan tulevien korvausten ja vakuutusmaksujen
erotuksen pddoma-arvona. Tamaé riippuu vakuutetun tilasta hetkelld ¢, mutta ei riipu siité,
miten tilaan on tultu (Markov-ominaisuuden nojalla). Vastuuvelka on luonnollista tulkita
ehdolliseksi odotusarvoksi ehtona ‘nykytila’.

Olkoon ¢ vakuutetun tila hetkell& t. Tulevien korvausten pddoma-arvo on ilmeisesti

2.5 / e IO Pyt u)du.
t

JEE

Jos t < h, on tulevien maksujen padédoma-arvo
_ h rU
P/ e~ 1 3ds po (¢ u)du.
t

Mikali vakuutettu saa korvausta tilassa 7, tulkitaan yleensé tédhéan jo alkaneeseen korvaus-
jaksoon liittyvien korvausten pédoma-arvo korvausvastuuksi. Myohemmin alkavien jak-
sojen korvausten padoma-arvot tulkitaan vakuutusmaksuvastuuksi. Korvausvastuun osuus
on

S; / e~ 10 Bt ) du,
¢

missé Py;(t, u) on midrittivissi lauseen 9.6 avulla.

Vastuuvelkaa voidaan nytkin kuvata Thielen yhtalsilla. Olkoon V;(t) vastuuvelka het-
kelld t, kun vakuutettu on télloin tilassa i.

Lyhyelld aikavélilld (¢,¢ + A) vakuutettu siirtyy tilaan j # i suurusluokkaa p;;(t)A
olevalla todennékoisyydelld. Huomautuksen 9.1 nojalla riittdéa tarkastella realisaatioita,
joissa hyppyja on korkeintaan yksi valilla (¢,¢ + A). Saadaan kaavio
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1135 () A e L= 37 i (H) A

Vit+A) (j#1) Vi(t + A) + S;A — PAL(i = jo)

Siis

Vi) ~ ) Vit () A + (1 -> um-(t)A> (1-4(t)A)
J#i J#i
(Vi(t+ A) + S;A — PAL(i = jo)).

Saadaan differentiaaliyhtalo

V(1) = 0(0)Vilt) + Y i (8) (Vi(t) = V(1)) — S + PL(i = jo)-
ii

Tama toteutuu kaikissa tiloissa ¢ € E. Syntyvéa differentiaaliyhtaloryhmé pystytaén rat-
kaisemaan lahinna numeerisesti. Ratkaisu on yksikésitteinen alkuehdoilla

V,,(0) = 0
Vi(0) = ZJEE Sj fooo e_fot 5(S)dspij<oa t)dt — P foh e_fot 6(S)dspijo (0,t)dt, i # jo.
Jos korvausten maksaminen on rajoitettu vilille (0, n), missd n > h, voidaan reunaehtoina
kayttad myos yhtaloitéa
Vi(n) =0, ViekFE.

Liséléhteita kohtaan 9: Haberman and Pitacco (1999), Iosifescu and Tautu (1973) ja
Norberg (1991).
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10 Vakavaraisuustarkasteluja

Oletetaan, ettd yhticlla on hetkelld nolla pddomaa maara Uy. Voimassaolevista vakuu-
tuksista aiheutuu yhtiélle vuonna k& meno &;. Tulkinnallisesti & edustaa maksettuja kor-
vauksia vihennettyna saaduilla vakuutusmaksuilla. Oletetaan, etta suoritukset tapahtuvat
vuosien lopussa eli hetkina k, &k =1,2,....

Tarkastellaan hetkelld nolla yhtion kykyé selviytya sitoumuksistaan. Vastuuvelka ol-

koon
V() =E (Z Do iy | .7-"0> ,
k=1

missd Dy on k vuoden diskonttaustekija hetkelld nolla ja Fy on sopiva informaatio
(sigma-algebra, joka voisi olla F = {(}, 2} tarkastelujen alussa). Jos Uy < V(0), voidaan
katsoa, ettd yhtio on vararikossa.

Tarkastellaan tilannetta hetkella 1+. Kiinnitetddn huomio pelkéistdan olemassa oleviin
sopimuksiin (uusia vakuutuksia ei myonnetd). Oletetaan, ettd yhtio sijoittaa hetkelld 0
hallussaan olevat varat ja saa tuottoasteen R;. Tdma tarkoittaa, ettd varat hetkelld 1+
ovat

Uy = (1 + Rl)UO - 51-

Vastuuvelka on
V(1) =E (Z D1 k18 | «7:1> ;
k=2

missa D; ; on j vuoden diskonttaustekijé hetkella yksi ja F; vakuutettujen tiloja kuvaava
informaatio. Mahdollisesti my6s diskonttaukseen liittyvaa tietoa sisiltyy sigma-algebraan
F, (alemmasta poiketen sallitaan, ettd esimerkiksi Dy, # Dgya/Dp1). Jos Uy < V(1), on
yhtio vararikossa.

Hetkelld 1+ varat sijoitetaan jélleen. Olkoon tuottoaste R,. Varat hetkelld 24 ovat

Upy= 14+ R)(1+ Ro)Uy — (1 + R2)&1 — &

ja vastuuvelka

V(2)=E (Z Dy gy | ]—“2> .

k=3
Yleisesti varat hetkella j+ ovat
J
Uj=1+R)-(1+R)Us— > (14 Rp1) - (1+ R))&

k=1
ja vastuuvelka on

V(j)=E ( > Djk—ié| ]—}) :

k=j+1
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Maaritellaan vararikkohetki 7 ehdosta

inf{7 >0|U, <V(y
+00, jos U; =2 V(j), 9.
Pyritddn arvioimaan seuraavassa todenndkdisyytta P(7 < co) sopivasti yksinkertaistetus-
sa mallissa. Yleisempid malleja pystytdan lahestyméadn ainakin simuloinnin avulla.

10.1 Pelkistetty malli

Oletetaan seuraavassa, etté
(10.2) Djy=[+Ry)--(1+Riw)] ™, =012, k=12....

Tama on tietyssd mielessé luonnollista, koska diskonttaus suoritetaan téalloin nakdpiirissa
olevien tuottojen avulla. Oletus ei vilttaméatta ole kuitenkaan realistinen, sillé esimerkiksi
lainsdadanto saattaa edellyttdd muita diskonttaustapoja vastuuvelan laskennassa. Tuot-
toasteet Ry, R, ... on tulkittava hetkelld 0 laaditun mallin mukaisiksi satunnaismuuttu-
jiksi.

Merkitaén lyhyesti

Dy=Doj=[(1+Ry)---(1+R)] "

Talloin D D
i+k . k
Dj,k = 5j Ja Dj,k—j = F

J

Tehdaan seuraavat oletukset.
Al) Fy C F, C F, C ... on sigma-algebrajono,
(R > —1) = 1,Vk,

)
A2) Ry ja & ovat Fp-mitallisia, Vk,
)
A4)

P
E (> pey |Diréel|) < oo,

(
(
(A3
(
(A5) (1+ Rg)~! on integroituva, Vk.

Merkitaan

M =" Di&.
k=1
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Vastuuvelka hetkelld j on

Vi) = E(Z [(1+Rj+1)-"(1+Rk)]1§k|7:j>

k=j+1
= D;'E ( > Dk§k|fj> Z (Dr&e | F5) -
k=j+1 k=j+1
Merkitaan
M; = E(M][F;)
= ZDk§k+ Z E (Di&k | F5) -
k=j+1

Nyt U; < V(j) merkitsee sitd, etté

UO—ZDkfk< Z E (Dréi | F5)

k=j+1

eli ettd M; > Up. Vararikkohetki 7 voidaan siis esittdéd muodossa

' +00, jos M; <Up,j=0,1,2,....

Olkoon edelleen Ly = My =V (0) ja

L]:M]—Mjfl, j:1,2,

Tulkinnallisesti, M; kuvaa hetkeen j mennessé syntynytta tappiota diskontattuna hetkeen
nolla. Vastuuvelka otetaan huomioon luonnollisella tavalla. Vastaavasti L; kuvaa vuoden
J tappiota. Selvasti

Lj = D;&+ D;V(j) = DjaV(j — 1)

Lause 10.1. Oletetaan (A1) - (A5). Silloin
(i) {(Mj,]-}) }j =0,1,2,... } on martingaali,
(ii) E(Ljyx | Fj) =0  kaikilla j >0, k> 1,
(iti) B(L; L) =0 kaikilla j >0, k>1,
(iv) VarM; =31 _ VarLy = Y21 _E(L}) — V(0)?  kaikilla j >0,
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(v) im;_,o M; = M m.v.

Huomautus 10.1. Kohtaa (iv) kutsutaan Hattendorfin kaavaksi. Selvésti

J
M;=>" L.
k=0

Téamén varianssi on summattavien varianssien summa, vaikka nama eivat olekaan riippu-
mattomia.

Lauseen 10.1 todistus. (i) Oletuksen (A4) nojalla M; on integroituva, j = 1,2, .. .. Liséksi
ehdollisen odotusarvon iteratiivisuusominaisuuden nojalla

E(Mjn|F;) = EEM[F;) [F)
— E(M|F) =M,
(ii) Kohdan (i) tapaan
E(Ljk | F5) = EEM]Fj) = E(M | Fippa) | F5)
— E(M|F)-E(M|F)=0
(ili) Koska L; on Fj;,_i-mitallinen, niin
E(LiLjr) = BE(E(LiLjk | Fn-1))
= E(LE (Ljr [ Fjrr-1))-

Viitetty tulos seuraa tésté, koska kohdan (ii) nojalla E (L1 | Fjtx—1) = 0.
(iv) Selvésti

J
VarM; = Var (ZL’“>
k=0

= ZVar(Lk)+2 Z COV(Lk>Lh)'

k=0 0<k<h<j
Kohtien (ii) ja (iii) nojalla
COV(Lk, Lh) = E(LkLh) - E(Lk)E(Lh> =0.
Siispa

J
Vaer = ZV&Y(Lk)
k=0

J
= VarL, + Z E (Li)

k=1

Y E@) -E(OR).

J
k=0
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(v) Todistus sivuutetaan. Katso esimerkiksi Chow and Teicher (1978), kohta 11.1,
seuraus 4. ]

10.2 Vararikkotodennakoisyyden arvioita

Olkoon 7 = 7(U)) kuten kaavassa (10.3) ja
Q/J(Uo) = ]P(T < OO)
vararikkotodennakdisyys kohdan 10.1 pelkistetyssa mallissa.

Lemma 10.2. Lauseen 10.1 oletuksin 1¥(Uy) = 0 jos ja vain jos P(M > Uy) = 0.

Todistus. Olkoon B
M =sup {M;|j e NU{0}}.

Ilmeisesti B
{r <o} ={M > Upy}.

Koska M < M, niin P(M > Uy) = 0, jos (Up) = 0.
Olkoon nyt P(M > Uy) = 0. Merkitdan

Bj:{Mj>U0}, 7=0,1,2,....
Silloin B; € F; ja

UP(B;) < E(M;1(B;))
E(E (M |F;) 1(B;))
= E(ML(By)) < UoP(B;).

Nihdédn, etti
Uo]P)(Mj > U()) = E(M]]]_(MJ > Uo)),

joten P(M; > Uy) = 0. Siispa

O

Lemma 10.3. Olkoon ¢ : R — [0,00) konveksi funktio ja Uy > 0. Oletetaan, ettd ¢ on
kasvava kaikkialla ja aidosti kasvava vdlilld (0,00). Silloin

{r < 00} = {sup{o(M,)| 4 = 0,1,2,...} > 6(U)}.
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Todistus. Suoraviivainen.

Lause 10.4. Olkoon ¢ kuten lemmassa 10.3. Silloin lauseen 10.1 oletuksin

(10.4) E(¢(M)) > 6(Uo)y(Us) +E(e(M)L(1 = o0))
Jja

E(6(M))
(10.5) ¥(Uo) < S(U0)

kaikilla Uy > 0.
Todistus. Koska

B(6(M)) = E(6(M)1(r < 50)) +E(6(M)1(r = o))
ja ¢(x) > 0 kaikilla x € R, riittdd nayttaa, etta
(10.6) E(¢(M)1(1 < 00)) > ¢(Up)y (Vo).
Olkoon

Ay = {weQlo(My) > ¢(Uo)}
Ar = {w e Qfo(M) > ¢(Uo)} \ Ag
Ay = {w e Q[o(M) > ¢(Uo)} \ (Ao U Ay)

Talloin Ay, Ay, Ag, ... ovat erillisid. Lemman 10.3 nojalla
=0

Koska A; € F;, niin
E (¢(M)1(4;)) = E(E(o(M) [ F5)1(4;)) -

Jensenin epayhtilon nojalla

joten

E(p(M)L(4;)) > E(é(M;)1(4;))
> ¢(Uy)P(4;).



Saadaan arvio

E(p(M)) > E(¢(M)1(r < 00))
— Y EGONIA)
> Z¢(U0)P(AJ) = ¢(Uo)y(Uo)

Olkoon ¢ rajamuuttujan M kumulantit generoiva funktio,
c(t) =logE (") e RU {400}, tEeR,
ja ¢* tdmén konveksi konjugaatti,
¢*(v) =sup {tv —c(t)|t € R}, veER.

Seuraus 10.5. Olkoon c(t) < oo jollain t > 0 ja E(M) < Uy. Silloin ¢*(Uy) > 0 ja
lauseen 10.1 oletuksin
Y(Uy) < e—¢" (Vo)

Todistus. Olkoon t > 0 ja ¢(z) = €',z € R. Lause 10.4 antaa arvion

E tM
w(t) < L) _ -wmaon,
e

joten
1/}<U0) <=e" sup{tUp—c(t) \t>0}.

Tunnetusti ¢ on konveksi ja ¢(0+) = E(M). Koska Uy > E(M), niin
sup{tUy — ¢(t) |t > 0}
= sup{tUp —c(t) |t € R} = " (Uy).
Geometrisesti ndhdéén, etta ¢*(Uy) > 0. O

Esimerkki 10.1. Oletetaan, ettd kannassa on vain yksi vakuutettu. Yhtié maksaa kuo-
linvuoden lopussa summan S, jos kuolintapaus sattuu ennen hetked n. Vakuutettu on
x-ikdinen ja vakuutus maksetaan kertamaksulla P. Olkoot kuolevuus i ja korkoutuvuus
§ positiivisa vakioita. Siis Dy, = e~*.

Kertamaksu P ei ndy {-muuttujissa, vaan se lisatddan alkupddomaan. Niinpa

G =S1k—1<T<k), k=12,...n,
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missé 1" on vakuutetun jaljelld oleva elinaika.
Luonnollinen valinta sigma-algebroiksi on

Fo = {®>Q}
Fr = 0(1(0§T<1),...,1([€—1§T</{3)), k=1,2,...,n.

Talloin vastuuvelka hetkelld 0+ on
V(0) = SZ e b_1Ps Qasha

ja

V(]) = H(T > j)S Z 6_6(k_j) k—j—1Pz+j Qut+k—1-
k=j+1
Yhtion varat hetkelld 5 ovat

J
Uj = Géon - Z eé(j_k)fk.
k=1

Ilmeisesti
1 — e~ (n=0)(6+n)

edtr — 1

V() =LT = j)S(e" = 1)

Oletetaan, ettd Uy > V(0). Tadmé on luonnollista, koska Uy siséltad vakuutusmaksun P.
Jos vakuutettu on elossa hetkelld j, on

Uj = Géon ja V(]) < V(O) < Up.

Siis yhtio ei ole vararikossa. Nahdéan, etta vararikko voi sattua vain kuolinvuoden lopussa.
Edelleen
M- e kS, josk—1<T<k k=1,...,n
B 0, jos T >n.

Josnyt T € [j —1,7), missd j € {1,...,n}, niin

eo*U,, josk<j-—1
Uk: Uj:€§jUO—S, jOSk?:j
Uy =e*Uy —e+=S josk=7j4+1,...,n.

Vararikko sattuu, jos S > e%U,. Jos j = jo on suurin indeksi, jolle tdmé toteutuu ja
Jo € {1,...,n}, niin

Y(Uo) = P(T < jo)

qux — 1 _ e*ﬂ]o'
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Valitaan lauseessa 10.4

0, kun z <0
T =
¢(z) {xa, kun z > 0,
missd « > 1. Talloin
E(¢(M)) = e %k 5o k—1Pz Qe4+k—1

k=1
ja
(10.7) Y(Uy) < ( Z ek ) 1De Qurk

Jos S < €5U0, on Q/J(Uo) = 0.

a — 00).

n)
()

e—a&k e—u(k—l) (1 . e—u)

_ o—(adtmn

1 — g (ad+u) *

Yliraja-arvio antaa saman tuloksen, jos S < e°U; (annetaan

Olkoon erityisesti Uy = 10, S = 20, 6 = 0.03, . = 0.01 ja n = 10. Talloin j, = 23 ja

Y(Uy) = 20¢. =~ 0.181.

Ylaraja-arvio kaavassa (10.7) on

Lisalahteitda kohtaan 10:
(1978).

a  Yliraja

1 0.495
1.1 0491
1.2 0491
1.3 0.491
1.4 0494
1.5 0.503

2 0.551

3 0.766.

Papatriandafylow and Waters (1984) ja Chow and Teicher

97



Viitteet

Chow, Y. and H. Teicher (1978). Probability Theory. New York: Springer.

Dickson, D., M. Hardy, and H. Waters (2009). Actuarial Mathematics for Life Contin-
gent Risks. Cambridge University Press.

Haberman, S. and E. Pitacco (1999). Actuarial Models for dissability Insurance. Chap-
man & Hall /CRC.

IAFA (2000). Financial Mathematics (of core reading). Institute of Actuaries and Facul-
ty of Actuaries.

losifescu, M. and P. Tautu (1973). Stochastic Processes and Applications in Biology and
Medicin I, Theory. Berlin-Heidelberg-New York: Springer.

Milbrodt, H. and M. Helbig (1999). Matematische Methoden der Pensionversicherung.
Berlin: Walter de Gruyter.

Méller, T. (2000). Quadratic Hedging approaches and Indifference Pricing in Insurance.
Ph.D. dissertation, University of Copenhagen.

Norberg, R. (1991). Reseves in life and pension insurance. Scand. Actuarial J., 3-24.

Norberg, R. (1998). Lecture notes on Life Insurance Mathematics. University of Copen-
hagen.

Norberg, R. (2001). On bonus and bonus prognoses in life insurance. Scand. Actuarial
J., 126-147.

Papatriandafylow, A. and H. Waters (1984). Martingales in life insurance. Scand. Ac-
tuarial J., 210-230.

Pesonen, M., P. Soininen, and T. Tuominen (2000). Henkivakuutusmatematiikka. Suo-
men vakuutusalan koulutus ja kustannus Oy.

Ramlau-Hansen, H. (1995). Distribution of surplus in life insurance. Astin Bulletin,
57-81.

98



