Harjoitus 5, lisalehti
Ratkaisu tehtavan 6 loppuosaan

On annettu ratkaisu y;(z) = €2*, ja alkuosassa on laskettu kertaluvun pudotuk-
sella riippumaton ratkaisu yo(z) = (z — 2)?e?®; teorian mukaan pari (y1,y2) on
DY:n pj. valeilld x > 2 ja x < 2 (joita koskee normaalimuoto, joka ei ole ole-
massa kun x = 2). Jatkuvuuden nojalla yo on alkuperdisen DY:n ratkaisu myos
pisteessa x = 2, ja sitd myoten koko R:ssa. Kaksiparametrinen funktiojoukko

y(z) = cry1(x) + coya(x) = cre?® + co(x — 2)262”, 1,2 €R, (%)

on (alkuperéisen) DY:n yleinen ratkaisu R:ssé (yleinen ratkaisu ei ole téysin ek-
sakti késite).

Vaiite. DY:n kaikki ratkaisut saadaan valittomésti muodosta (x).

Tod. Olkoon z: R — R DY:n ratkaisu. Koska pari (y1,y2) on pj. valeilld z > 2
ja © < 2, funktio z yhtyy kummallakin vé&lilla muodosta (x) saatuun funktioon:
joillakin ¢1,co € R funktio z on vélilla x > 2 sama kuin z; = c1y1 + coy2, ja
joillakin dq,ds € R se on valilla x < 2 sama kuin zo = dyy; + days .

Osoitetaan c- ja d-kertoimet samoiksi. Jatkuvuuden nojalla z on sekad z; etta
Zo myoOs reunapisteessd r = 2 - siis se on z; valilla x > 2 ja zo valilla z < 2.
Erityisesti

cret = 21(2) = 2(2) = 2(2) = die' & o =di.

Koska z toteuttaa 2.kl. DY:n, derivaatat z'(2) ja 2”(2) ovat olemassa, ja ne
yhtyvét toispuolisiin derivaattoihin, zj(2) sekd z{(2) oikealla ja 254(2) sekéd 24 (2)
vasemmalla. Siten

2ciet = 21(2) = 2/(2) = 25(2) = 2d, e,

mika ei tuo mitdan uutta, mutta

dejet 4 2c0et = 2] (2) = 27(2) = 24(2) = 4dye* + 2dye?,

josta co = dy (aikaisemmin saatiin ¢; = dy ). Siten

z(x) = cy1(z) + coya(x)  kaikilla z € R,

siis kaikki ratkaisut saadaan muodosta (x) (ja vasta nyt voidaan sanoa, ettd pari
(y1,y2) on DY:n pj. koko R.:ssi).

Huom. Annetut y(2) ja y'(2), 2.kl:n tavallinen alkuehto, eivit mééréé kertoimia
yksikasitteisesti muodossa (x), mutta OY-lauseita ei voikaan soveltaa pisteisiin
(2,y), silld normaalimuoto ei ole niissé edes olemassa. Nahtiin myo6s ettd alkueh-
toja y(2) = yo ja ¥'(2) = y1 el voi asettaa mielivaltaisesti, vaan ratkaisu 16ytyy
vain kun y; = 2yq.



