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Harjoitus 5, lisilehti
Ratkaisu tehtévan 6 loppuosaan

On annettu ratkaisu y(z) = €%, ja alkuosassa on laskettu kertaluvun pudotuk-
sella riippumaton ratkaisu ya(z) = (z — 2)%e?®; teorian mukaan pari (y1,y2) on
DY:n pj. véleilli z > 2 ja = < 2 (joita koskee normaalimuoto, joka ei ole ole-
massa kun z = 2). Jatkuvuuden nojalla y, on alkuperdisen DY:n ratkaisu my0s
pisteessi z = 2, ja sitd mydten koko R:ssi. Kaksiparametrinen funktiojoukko

y(z) = ey (2) + caya(x) = cre®™ + ca(22)%e*,  c1,00 € R, (*)

on (alkuperiiisen) DY:n yleinen ratkaisu R:ssd (yleinen ratkaisu ei ole tdysin ek-
sakti késite).

Viite. DY:n kaikki ratkaisut saadaan vilittomaésti muodosta (*).

Tod. Olkoon 2z : R — R DY:n ratkaisu. Koska pari (y1,72) on pj. véleilla z > 2
ja z < 2, funktio z yhtyy kummallakin vélilld muodosta (x) saatuun funktioon:
joillakin c¢j,co € R funktio z on vililld z > 2 sama kuin 21 = a1y + C2y2, ja
joillakin dy,ds € R se on vélillda z < 2 sama kuin 2o = dyy; + days2. \
Osoitetaan c- ja d-kertoimet samoiksi. Jatkuvuuden nojalla z on sekd z; ettd
7y my0s reunapisteessi x = 2 - siis se on 2 Vvililld z > 2 ja zp valilla z < 2.
Erityisesti :

cret = 21 (2) = 2(2) = 2(2) = dye?,

joten ¢y =dj . :

Koska z toteuttaa 2.kl. DY:n, derivaatat 2’ (‘?) ja 2”(2) ovat olemassa, ja ne
yhtyvit toispuolisiin derivaattoihin, z{(2) sekd z{'(2) oikealla ja 25(2) sekd 25 (2)
vasemmalla. Siten

2cret = 2 (2) = 2/(2) = 25(2) = 2d,€*,

miké ei tuo mitdan uutta, mutta

deret + 2c0et = 2] (2) = 27 (2) = 2)(2) = 4dye* + 2dye?,

josta cg = do (aikaisemmin saatiin ¢; = dy ). Siten

2(z) = ciyi(z) + cayel(z)  kaikilla z € R,

siis kaikki ratkaisut saadaan muodosta (x) (ja nyt voidaan sanoa, ettd pari (y1,vy2)

AN
on DY:n pj. koko R:ssaj.
Huom. Annetut z(2) ja z'(2), 2.kl:n tavallinen alkuehto, eivéit méédraa kertoimia
csikdsitteisesti muodossa

vk (), mutta OY-lauseita el voikaan soveltaa pisteisiin
(2,y), silld normaalimuoto el ole niiss

edes olemassa.
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