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1. Etsi ne kidyrit muotoa y = y(x), joilla on ominaisuus, ettd kdyran pisteeseen (xo,y(xzo)) asetettu tangentti
aina leikkaa x-akselin pisteessé (zo + 23/k,0), jossa k # 0 on vakio.
Ratk. Emme kelpuuta kéyrié, joilla on z-akseli tangenttina. Vaadimme siis, ettd y(x) # 0 kaikilla z. Kayran
y = y(x) pisteeseen (x,y(zg)) asetetun tangentin yhtald on y — y(zo) = y'(x0)(x — zp). Tangentti kulkee
pisteen (zg + 22/k,0) kautta jos ja vain jos —y(zo) = 3/ (zo)x3/k eli jos ja vain jos z3y’(zo) + ky(zo) = 0.
On siis ratkaistava yhtalo

2y’ + ky = 0.

Vileilla « 2 0 saadaan yhtapitavasti lineaarisen yhtalon normaalimuoto
k
Y+ =y =0,
x

jonka lukua 0 arvokseen saamaton ratkaisu on y(z) = Ce™ Jiatde _ ook/a (C eR~{0}).

Huom. Yhtalolld on triviaaliratkaisu y(x) = 0 Vo € R. Tapauksessa k > 0 pétee, ettd ek/T 0 ja
(d/dx)eF* = —(k/2x?)eF/* — 0, kun  — 0—, joten ratkaisu y(z) = Ce*/* vililld z < 0 voidaan jatkaa
triviaaliratkaisulla ratkaisuksi koko R:ssi. Vastaavalla tavalla tapauksessa k < 0 ratkaisu y(z) = CeF/®
valilla > 0 voidaan jatkaa triviaaliratkaisulla ratkaisuksi koko R:ssé. Mutta néilld on y(0) = 0 = y(0),
emmeka siksi siis kelpuuta niité alkuperéisen ongelman ratkaisuiksi.

2. Eréén kappaleen ja sen ympdristén lampétilat olkoot ajan funktioita Ty = T (t) ja To = Ta(t) vuorovai-
kuttaen niin, ettd kummankin muutosnopeus kullakin hetkelld on suoraan verrannollinen lampétilojen eroon
T (t) — Tz(t) verrannollisuuskertoimina vakiot a < 0 ja b > 0 (nk. Newtonin jadhtymislaki).

(a) Muodosta differentiaaliyhtdlépari funktioille Ty ja To.

(b) Onnistutko ratkaisemaan parin?

Ohje. (b) Eliminoi pari yhdeksi yhtéloksi.

Ratk. (a) Differentiaaliyhtdlopari on

{ T:1 (t) = a(T1(t) — To(t))
T(t) = b(T1(t) — Ta(t))

(Yhtélopari on siis autonominen eli ajan nollakohta voidaan valita mielivaltaisesti. Liséksi lampdétilan nol-
lakohta ja skaalaus voidaan valita mielivaltaisesti, silld jos o > 0 ja § € R, niin funktiot 7} = o171 + 3 ja
Ty = o1y + [ toteuttavat saman differentiaaliyhtéléparin funktioiden T3 ja Ts sijassa.)

(b) Vihentamalla jalkimmaéainen yhtalo edellisestd erotukselle z(t) = Ty (t) — T»(¢) saadaan lineaarinen ho-
mogeeninen differentiaaliyhtélo () = —(b — a)z(t), jonka yleinen ratkaisu on z(t) = Ce~ =)t (C € R).
Tulee yhtils 7' (t) = aCe~ =9 jonka ratkaisuksi saadaan

aC

T1(t)=—m

e~ L D (D eR).

Funktio 75 méaraytyy "nollannen kertaluvun differentiaaliyhtalosta”:

b
Ty(t) = T3(t) — 2(t) = ™0 4 p — gem0r = O

6—(b—a)t + D
(Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtilon T () = bCe™ (P~ kiiytto toisi kolmannen, D:té vastaavan
integroimisvakion D*, jolloin tapauksessa D* # D pari (T1,7T2) ei toteuttaisi alkuperéistd differentiaaliyhté-
l6paria.)



Maéritetdan C ja D alkuldmpoétilojen T1(0) ja T5(0) avulla:

——C+D=T(0) C = T1(0) - T2(0)

capono | PETO+ Lm0 - To) = O

Taten ratkaisuksi saadaan

_ le(O) - QTQ(O) _ a(TI (0) - TQ(O))ef(bfa)t

Y v b-a Vit > 0.
To(t) = le(Oz)) - ;LT2(0) B b(Tl((?))_— aTQ(O)) (bt

Huom. Koska b > 0 > a, niin on olemassa yhteinen raja-arvo

. T o bTy (O) —aly (0)
Jm Ty () = Jm T () = b—a '

jolle pétee:
bT1(0) — aT»(0)

(5.7) € {(1,2), 2. D} & T4(0) < T5(0) = T(0) < —=—

< Tj (0)
3. Ratkaise yhtilo y' = (x +y + 2)2.
Ratk. Tehdaén sijoitus z(z) = z +y(z) + 2 < y(x) = z(x) —x — 2, jolloin ¢y’ = 2’ — 1. Saadaan yhtapitava
separoituva yhtalo, jonka ratkaisuun tehdaan takaisinsijoitus:

dz
1+ 22
<« z(z) =tan(z + C), kun [z + C| < ir <= y(z) =tan(z + C) —2—2, kun —ir - C<a < ir-C.

y':(x+y+2)2<:>z'—1:z2<:>z’:1+22<:>/ z/dx<:>arctanz=x+6' (C eR)

4. Ratkaise yhtilé x? — zyy’ +y? = 0.
Ratk. Yhtéalossd on y = 0 <= z = 0. Olkoon z # 0 # y. Tall6in

$2+y2

Ty

=y ==+

2 —ayy +y =0y = %

< |8

Saatiin tasa-asteinen yhtdlo. Sijoituksella z(x) = y(z)/z < y(x) = xz(x), jolloin ¢y = zz’' + z, saadaan
yhtéapitava separoituva yhtalo, jonka ratkaisuun tehdaan takaisinsijoitus:
1 1 d
y/=E-i-g<=>xz'+z=—+z<:)xz'=—<:)/zdz:/—x<:>%zzzln|x|+c (C €R)
y oz z z x
— z(z) = £V2/Infz[ + O, kunIn|z|+C > 0eli |z] > e ¢

— y(x) =2zvV2y/In|z|+ C tai y(z)=—2v2y/Injz|+C, kunz < —e © tai kun z > e~ (C € R).

Néama ovat myo6s alkuperéisen yhtdlon kaikki ratkaisut, silla piste x = 0 ei edes ole mink&an ratkaisuvalin
paatepiste.
dy —3z+y+4

5. Ratkaise yhtélo = .
Ratkaise y aodx T3y 12

r=u-ta
Ratk. Yht&loon sisaltyy rajoitus « + 3y + 2 # 0. Tehdaan sijoitus { +b vakioin a,b € R, joilla
y=v
—3a+b+4=0 a=1
e .
a+3b+2=0 b=-1

2



Siis
r=u+1 u=x—1
— .
y=v-—1 v=y+1
Taloin -3z +y+4=-3ut+vjacr+3y+2=u+3v. Nytv(u)=ylu+1)+1=yx)+1jav(u)=
y'(u+ 1) = ¢/ (). Saadaan yhtipitdva tasa-asteinen yhtalo

v
dv —3u+v dv _3"_;
—— = — K
du u+ 3v du 1+4+3—

u

lisiehdolla u # 0 (<= x # 1). Sijoituksella z(u) = v(u)/u <= v(u) = uz(u), jolloin v'(u) = uz’'(u) + z(u),
saadaan separoituva yhtalo, jonka ratkaisuun tehdasan takaisinsijoitukset:

—uz = -3 — T dz=-3 | —
1+32 uz 1+32 1+2 u

<:>uz/—|—z=

—34+z , 1422 /1—|—3z du
g

3
<= arctan z + 3 In(142%) = =3In|u| +Cy (Cy € R) <= 2arctan z + 3In(u*(1 + 2?)) = 2Cp

+i +3M((x - 12+ (y + 1)) = C.

— 2arctan% +3In(u® +v*) =C (C =2C,) <= 2arctan Y

Ratkaisuun siséltyvadn rajoitukseen z # 1 tulee lisité alkuperiinen rajoitus z+3y+2 # O eli (y+1)/(z—1) #
-1/3.

6. Haukka lentdd 200 metrin korkeudessa, kun se huomaa suoraan alapuolellaan kanin. Samalla kani huomaa
haukan ja ldhtee salamana kiihdyttden juoksemaan nopeudella 10 m/s suoraan kohti kotokoloansa. Haukka
syoksyy koko ajan suoraan kohti kania nopeudella 35 m/s. Saako haukka kanin kiinni ennen kuin se ehtii
koloonsa, kun tama on 60 metrin paassa?’

Ratk. Unohdetaan aluksi kolo, ja otetaan se huomioon vasta lopussa. Ajatellaan siis ensin, ettd kani yrittaa
valttad haukan yksistdan juoksemalla yhteen suuntaan.

Nyt kyseessa on luennoilla tarkasteltu ja valmiiksi ratkaistu takaa-ajomalli, jossa xy-koordinaatiston origo
on haukan ldhtopiste, x-akseli on suoraan alaspéin, maanpinta on kohdassa = a = 200 ja y-akseli on kanin
juoksureitin suuntainen. Haukan lentonopeus on a = 35 ja kanin juoksunopeus 8 = 10. Koska a > £,
haukka tavoittaa kanin kanin juostua matkan

aaf 200-35-10 _ 200-35-10 _ 560

= = = = 2
a2 — B2 352— 102 25 - 45 g ~ O

el|N)

Mutta koska oikeasti kanilla olikin kolo 60 metrin paassa, kani pelastui.



