Diff.yht. I, harj. 3, 25-26.9.2012, ratk. (Jouni Luukkainen), 4 sivua

Huom. Muotoa &(t) = f(x(t)) oleva yhtald, jonka méaritteleva funktio f ei siis riipu ¢:sté, on autonominen.
Silloin, jos x on valilla A > tg madaritelty ratkaisu, myos valilla A* = A — ty > 0 maéritelty funktio
x*(t) = x(t+1o), jolle z*(0) = x(to), on ratkaisu, silla 2*(t) = z(t+1to) -1 = f(x(t+to)) = f(a*(t)) Vi € A*.
Ajan alkuhetki voidaan siis kiinnittd4 mielivaltaisesti, miké on térkedd sovelluksissa (vrt. teht. 1, 2, 5 ja 6).

1. Merivesialtaan mitat ovat 16 m x 10 m x 3 m. Aluksi se on taynna 3-prosenttista suolavetta.

(a) Altaaseen lasketaan makeata vettd nopeudella 1,5 m3/min ja samalla nopeudella pois téysin sekoittu-
nutta vettd. Milloin altaan vesi on suolapitoisuudeltaan 2-prosenttista?

(b) Sama tehtdva, mutta altaaseen laskettavan veden suolapitoisuus on 1,5 prosenttia.

Ratk. Altaan tilavuus on V = 480 m®. Altaaseen tulee ja altaasta lihtee vetti nopeudella F' = 1,5 m3/min.
Olkoon pg saapuvan veden suolapitoisuus. Saapuva vesi muuttaa altaan suolapitoisuutta nopeudella (F'/V)pg.
Olkoon z(t) altaan veden suolapitoisuus hetkelld ¢. Olkoon z¢ = 3% altaan suolapitoisuus hetkelld ¢ = 0.
Léhtevd vesi muuttaa altaan suolapitoisuutta hetkelld ¢ nopeudella —(F/V)z(t). Altaan suolapitoisuus
muuttuu siis nopeudella

. g F
i(t) = o~ 72(®)-
Saadaan lineaarinen alkuarvotehtava
. F F
H0) + () = Tpo, 2(0) =0,

Kertomalla yhtalo puolittain integroivalla tekijalla

u(t) = ef(F/V) dt _ (F/V)t

saadaan yhtapitava yhtélo, joka ratkaistaan:

d F
= (e<F/ V)t:r,(t)) = eIV py = TVa(t) = TV pg + O = a(t) = po + Ce= /Y (C € R).

Sovitetaan alkuehto: zg = pg + C <= C = xy — pg. Alkuarvotehtavan ratkaisuksi saadaan

z(t) = po + (zo — po)e” F/V1.

Olemme kiinnostuneita ratkaisun kianteisfunktiosta

p= Yy Zozpo
Fx(t) — po
Téssé on V/F = 480/1,5 min = 320 min.
(a) Tapauksessa pg = 0% hetki ¢, jolla x(t) = 2%, on

0,03—-0

=320ln ——
t 30n0702_0m

in = 320 1n% min = 129, 7488346 min =~ 2 h 10 min.

(b) Tapauksessa pg = 1,5% hetki ¢, jolla z(t) = 2%, on

0,03 —-0,015

in = 3201n 3 min = 351, 5559324 min ~ 5 h 52 min .

2. Erdan jarven kalakannaksi laskettiin 10000 yksilod vuonna 1990 ja 5000 yksil6a vuonna 2000. Mallinnetaan
kalapopulaatiota p(t) logistisella yhtdlolld (2.9), p(t) = rp(t)(1 — p(t)/K). Parametrin r arvoksi arvioidaan
0,1 (kun ajan t yksikké on vuosi), mutta ympériston kantokykyd K ei tunneta.
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(a) Ratkaise K; (b) ennusta kalakanta vuonna 2010.

Ratk. Yhtalon autonomisuuden tdhden vuosina mitattavan ajan ¢ alkuhetkeksi t = 0 voidaan valita vuosi
1990. Nyt pg = 10000 on kannan koko hetkelld ¢ = 0. Logistinen yht&lo (siind K > 0) on Bernoullin yht&lo
(my0s separoituva), ja se toteuttaa OY-lauseen oletukset. Silld on triviaaliratkaisut p(t) = 0 ja p(t) = K.
Ratkaisuilla (mukaan lukien triviaaliratkaisut vastaten tapauksia pp = 0 ja po = K) on luentojen mukaan

kaava
poK

~ po+ (K —po)et
(luentojen ratkaisussa mahdollisesti ollut integroimisvakio on médritetty alkuehdon p(0) = py avulla).
(a) Hetkelld t; = 10 on p(t1) = p1 = 5000 ja e~ "1 = e=0110 = ¢=1 Nyt

vVt >0

p(t)

poK 1 1

pl = — = =

Po + (K - pO)e t1 i i i _ i e—rt1 i(]. _ e—rtl) + iefrtl

K Po K K Do

1 1 1 1—e ™ 1—e !

—(1l—e™)= — - —¢Th K= : = 1632 ~ .
= K( e ) o poe = [ e—rhpl 5000 5000 = 3873,00163 3873

——e
Po 10000

(b) Kalakanta vuonna 2010 eli hetkelld ¢t = t3 = 20 on mallin ennusteen mukaan

K 3873
p(20) = = ~ 4223.

K 3873
1o (1= erts 1o (122202 2
( po)e ’ < 10000)6

(Sama tulos olisi tullut, jos olisi kiytetty pyoristamétonta K:n arvoa.)

3. Ratkaise AAT

@+ 4dtx = 2t\/z, 2(0) = 1.

Ratk. Kyseessa on Bernoullin yhtdlo © + 4tx = 2ty/x. Silli on triviaaliratkaisu x(t) = 0, joka ei kuitenkaan
toteuta alkuehtoa. Etsitdan positiiviset ratkaisut:

T
r + 4tx = 2t = —— 42t =1t.
I+ 4tz NZ 2\/5+ NZ

Tehdién tihiin sijoitus z(t) = \/x(t) < x(t) = 2(t)?, jolla on # = i/(2\/z). Saadaan lineaarinen yhtild

Z 4 2tz = t. Téalla on integroiva tekija u(t) = ef 2t _ e’ joten
; d . p t? t? 1,t? 1 —t2
z+2tz:t<:>E(e’z)=te‘ e z=56 +C (CeER) <= 2(t)=5+Ce " .

Sovitetaan heti alkuehto: z(0) =1 <= 2(0) =1 <= 1 =340 < C = § < 2(t) = :(1+ e ).
Ratkaisuksi saadaan z(t) = (1 + e=)2 vt € R. (Alkuehdon sovittaminen vasta z:lle antaisi vaihtoehdon

C = —3/2, joka pitdisi osata hylata.)
4. Ratkaise AAT

y =ay—by', y(0)=c
Jjossa a,b,c > 0 ovat vakioita. Mééarité lisiksi ratkaisun raja-arvo lim, . y(x).
Ratk. Kyseessi on Bernoullin yhtilé: y' = ay — by* <= ¢y’ — ay = —by*. Silli on triviaaliratkaisu y(x) = 0
Vz € R, joka ei kuitenkaan toteuta alkuehtoa. OY-lauseen oletukset ovat voimassa koko tasossa, joten muut
ratkaisut ovat joko positiivisia tai negatiivisia. Alkuehdossa on y(0) = ¢ > 0, joten etsitdén positiiviset
ratkaisut. Niille on 3/ — ay = —by* <= y~*y' — ay~3 = —b. Tehdiin sijoitus

(@) = y(2) 7 = yle) = 2(2) 7% 2 (@) = =3y(x) "y (2),
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jolloin saadaan yhtépitava yhtalo —z'/3 —az = —b <= 2’ +3az = 3b, joka on lineaarinen. Silld on integroiva

tekija p(z) = e Badr _ sar e

d
2+ 3az = 3b <= 3% 4 3ae3"z = 3be™® —> %(63“%’) = 3be37”
b b
= 37y = 563” +C (CeR)<= z(zx) = - + Ce3®,

Otetaan alkuehto huomioon:

1 b 1 b b 1 b -1/3
y0)=ce=2(0)=c 3= = =-+0=C==——<=y@a)= -+ = — - )e :
a A a a A a

Jos 1/¢3 —b/a > 0 eli jos a/(bc®) > 1, niin y(z) on miéritelty kaikilla z € R. Jos taas a/(bc®) < 1, niin
ratkaisuvalin pisteille = tulee ehto

b 10 a 1 1
5+(C—3—5)e3”>0<:>e3”< 4 = a<:>x>—ln(1 a),

joten maksimaalisella ratkaisuvélilla on negatiivinen péaétepiste. Ratkaisun raja-arvoksi saadaan

' b -1/3 Ja
Tlgrolo y(x) = (a + 0) = \/;

5. Tarkastellaan tartuntatautien SIR-mallia, tarkemmin sen paria (2.16),

ds
di

Oletetaan, etta 0 < s(0),4(0) < 1. Osoita, etté i(t), s(t) > 0 kaikilla t > 0.

Ohje. Voit pitdd tunnettuna, ettd ratkaisu on olemassa vélilld [0,00[. Olivatpa ratkaisufunktiot i(t) ja
s(t) mitd hyvansa, voit kiinnittdd ne vuorollaan ja soveltaa OY-lausetta, Theorem 1.2, erikseen parin (2.16)
yhtalbihin.

Huom. 1. Yht&loissd « ja Rg ovat positiivisia vakioita (ja Rg > 1). Ehdot s(0) < 1 ja i(0) < 1 on
korvattava niitd vahvemmalla ehdolla s(0) 4 i(0) < 1, jotta oltaisiin SIR-mallissa (s on terveinéd pysyneiden
ja siis taudille alttiiden suhteellinen osuus seké ¢ tautia kantavien suhteellinen osuus vakiokokoisena siilyvasta
populaatiosta; » = 1 — s — 4 on taudin sairastaneiden ja siksi immuniteetin saaneiden suhteellinen osuus).

Huom. 2. OY-lause Theorem 1.2 ja vield paremmin lineaarisen yhtélon ratkaisukaava todellakin riittéavét
tiettyyn mittaan asti, kuten osoitetaan. Mutta ndma eivit riitd AAT:n yksikésitteisen ratkaisun olemas-
saolon osoittamiseen ja maksimaalisen ratkaisuvalin maarittdmiseen, ja siksi aluksi kaytetdan DY-ryhmien
OY-lausetta poistuvuuslause sithen mukaanlukien ([Martio—Sarvas, Tavalliset differentiaaliyhtalot, Lause
VII.3.3 ja Lauseen I1.7.22 analogia] tai [Walter, Ordinary differential equations, Springer 1998, Existence
and Uniqueness Theorem (s. 108)]; ks. my0s luentomateriaalin Theorem 5.3 ja sen todistuksen jélkeinen
kappale), jotka vektorimuotoon kootulle AAT:lle x(t) = f(¢,x(t)), x(to) = X0, ovat todistuksineen kuten
Theorem 1.2 yhden skalaariyhtélon tapauksessa; jalleen poistuvuus tarkoittaa, ettd (¢,x(t)) — reuna.
Ratk. DY-parin maérittelevat funktiot f: (¢,s,4) — —aRgsi ja g: (t,8,1) — aRpsi — ai ovat jatkuvia
R3:ssa ja niilli on jatkuvat osittaisderivaatat df /ds, df /i, Dg/0s ja Dg/di, joten OY- ja poistuvuuslauseiden
mukaan kullakin (to, s,70) € R? parin alkuarvotehtivilld s(tg) = s ja i(tg) = ip on olemassa yksikisitteinen
ratkaisu (s,4): A — R? maksimaalisella vililli Ja,b] (—oo < a < tg < b < 00), ja /12 + s(t)2 + i(t)2 — oo,
kun ¢ — a+ tai t — b—. Téten, jos ratkaisufunktiot s ja i ovat rajoitettuja valilla [to, b[, niin b = oo.
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Olkoon nyt tg = 0, s > 0, ig > 0 ja sg + ip < 1. Tutkitaan ratkaisuja s ja ¢ valilld A = [0, b].

Huomataan, ettd mallin yhtdlot (ds/dt)(t) = —aRoi(t)s(t) funktiolle s ja (di/dt)(t) = a(Ros(t) — 1)i(t)
funktiolle i ovat lineaarisia ja homogeenisia jatkuvin kerroinfunktioin, joten ratkaisemalla ne alkuehdoin
s(0) = sp ja i(0) = ip vaikkapa integroivaa tekijad kayttaméalla saadaan, ettd

s(t) = spe” 1 Joiran Vte A ja o i(t) =dge” Jo (Ros()=1)dr Vi € A.

Tésta seuraa, ettd s(t) > 0 ja i(t) > 0Vt € A.

Nyt (d(s +1)/dt)(t) = (ds/dt)(t) + (di/dt)(t) = —ai(t) < 0Vt € A, joten vililla A funktio s + ¢ on aidosti
véheneva ja siis s(t) +i(t) < so+ip <1Vt € A. Téaten 0 < s <1 ja0 < i< 1valillda A. Néin ollen b = oco.
Ohjeen mukaisesti. OY-lausetta Theorem 1.2 ei enéa tarvittaisi, mutta ohjeen mukaisesti voisi menetella
seuraavasti. Olkoon (s,4) ratkaisupari valilla A = [0, 00[ ja s(0) > 0 seké 4(0) > 0. Olkoon A* = ]0, o0,
D = A*xRja f(t,z) = —aRei(t)z, kun (¢,2) € D. Talloin f on jatkuva ja sillé on jatkuva osittaisderivaatta
(0f /0x)(t,x) = —aRyi(t) alueessa D. Télloin OY-lauseen oletukset péatevét yhtéalolle #(t) = f(¢, z(t))
alueessa D. Yhtalolla on ratkaisu z = s|A*. Mutta yhtalolld on myds triviaaliratkaisu x(t) = 0 Vt € A*.
Téten, jos s(t) = 0 jollain ¢t € A*, niin s(t) = 0 kaikilla ¢ € A*, jolloin s:n jatkuvuuden nojalla on myds
s(0) = 0, miké on vastoin oletusta s(0) > 0. Saadaan siis, ettd s(t) > 0 kaikilla ¢t € A.

Samalla tavalla kdyttdmailld DY:n médrittelevdéd funktiota ¢(t,z) = a(Ros(t) — 1)z alueessa D voidaan
osoittaa, ettd i(t) > 0 kaikilla ¢t € A.

6. Jatketaan tehtavaa 5: osoita, etta

(a) 800 = lim s(¢) > 0, (b) Jioo = tlim i(t) > 0.

t—o00 —00

Ohje. Sovella tehtdvédn 5 tulosta ja yhtdléd (2.18), lopuksi lemma 2.1.

Ratk. Valilla A = [0,00[ on s > 0 ja ¢ > 0 tehtdvan 5 mukaan ja siis ds/dt = —aRgsi < 0, joten s on
aidosti vihenevé, ja on siis olemassa raja-arvo soo = limy_,o s(t) > 0.

Nahtiin, ettd s+¢ on vaheneva vililld A joten on olemassa raja-arvo (s+1)so = limy— 00 (s+14)(t) > 0. Koska
i(t) = (s+14)(t) — s(t) V¢ € A, niin téten on olemassa myos raja-arvo ioo = im0 () = (S +1)oo — Sco > 0.
Aidosti vihenevilld, jatkuvalla bijektiolla ¢ — s(¢), [0,00] = ]Sco,S0], on aidosti vahenevd kadnteisku-
vaus s — t(s), jolla on derivaatta dt/ds = 1/(ds/dt). Téten i(t):ssd voidaan aika ¢ eliminoida s avulla.
Merkitdan i*:114 néin saatua yhdistettya funktiota s — t(s) — i(¢(s)) valilla |se, Sol, jolloin i*(sg) = io.
Ketjusdannon mukaan ¢*:114 on derivaatta

di*  didt di/dt  aRgsi— ai 11

o - = 14—
ds dtds ds/dt —aRyst + Ry s

Integroimalla tdméa saadaan, etté

s 11 1
i*(s)zio—i—/ <—1+——>do=i0+so—s+—lni, kun s, < s < sg.
S0 RQO’ R() S0

Tésté seuraa, etti so, > 0, silld muutoin olisi 0 < *(s) — —oo, kun s — s, = 0.
Nyt tastakin ndhdaan, ettd on olemassa raja-arvo
1

. . . . % . . L 5;.0
boo = tlizrolol(t) o Sgrgloo ! (8) = %0+ 80— Soo Ry n S0 ’

On siis olemassa myo0s raja-arvo

(ds/dt)se = lim (§> () = —aRoSoeico,

- t—oo \ dt

joten, koska s on rajoitettu valilld A (jopa 3lim; o0 $(f) = Soo € R), niin (ds/dt)ec = 0 lemman 2.1 tdhden.
Koska s > 0, yhtdlostd —aRgsic = 0 seuraa sitten, etté io, = 0.
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